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Abstract

The aim of the study is to investigate how students in third grade solve subtractions problems
and what strategies they use. Earlier research (Neuman, 1987; Svenson & Sj0berg, 1982) has
shown that students leave third grade without sufficient knowledge in simple arithmetic. After
a diagnose with 43 students in two classes, the students with many incorrect answers or using
long time to solve the problems were selected for an interview. 18 students from the two
classes were interviewed and videotaped during the last semester in grade 3 (nine years old).
In the study the student’s strategies solving subtraction problems with and without fingers
were studied. Semi structured interview was used as method in the study. The student’s
strategies were analyzed with variation theory (Marton, 2015). Variation theory as a
theoretical tool makes it possible to analyze how students experience numbers in different
ways.

Result of the study show that 60 % of the students are using “double counting”/’keeping
track” with fingers as strategy for solving simple subtraction problems. When using double
counting the students tend to see numbers as single units instead of groups of number that can
be composed or decomposed. Double counting/keeping track as the only strategy for solving
addition and subtraction problems indicate that students can have difficulties developing
advanced computational skills. Seven of the 18 students did not use fingers for computation
but showed difficulties in solving the subtraction problems. There was no difference among
the students using or not using fingers, both groups had problems and did not use effective
strategies.
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Forord

Drivkraften i mitt arbete som larare ar och har alltid varit elevernas och nu de senaste aren
mina studenters larande. Pa vagen har den drivkraften utvecklat mitt eget larande, en
fantastisk resa genom kunskapens snariga landskap.

“For att till fullo forstd elevernas svérigheter med att 14ra maste lararen inta en undersdkande
attityd och betrakta sig sjalv som elev. Om varje larare tar elevernas satt att uppfatta
larandeobjektet pa allvar och antar ett forskande forhallningssatt for att identifiera de kritiska
dragen hos larandeobjektet kommer eleverna att fa battre forutsittningar att ldra” (Lo, 2014, s.
99).

Utan fantastiska elever, kollegor och stod fran min handledare docent Angelika Kullberg hade
detta arbete inte blivit gjort. Ett stort tack till er alla och ett sérskilt tack till professor Ference
Marton som initierade denna studie och kom med goda rad.
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1. Inledning

Under mina ar som larare pa Iag- och mellanstadiet har jag mott elever som haft svarigheter
med aritmetiska berakningar och da speciellt i subtraktion. En del av eleverna anvander
fingrarna trots att de fatt undervisning om olika och mer effektiva strategier under sina
tidigare ar i skolan. Manga av de elever jag métt i arskurs fyra, har automatiserade kunskaper
medan andra inte har upptackt hur talen &r kopplade till varandra och inte heller utvecklat
effektiva strategier for berakningar inom talomradet 1-20. En iakttagelse jag gjort under mina
ar som larare pa mellanstadiet, ar att elever som anvant fingrarna nar de raknat, har fortsatt att
anvanda fingrar nar vi gatt vidare i hogre talomraden och i multiplikation. Elevernas beroende
av fingrar har medfort att berakningarna tagit lang tid och en del elever har upplevt
matematikuppgifterna som svara. Neuman (2013) insdg i sitt arbete som speciallarare, att
elever med matematiksvarigheter alltid raknade pa fingrarna langt upp i aldrarna. Hur
eleverna anvander fingrarna ar nagot jag aldrig tidigare funderat 6ver, darfor ar jag tacksam
for utmaningen fran Ference Marton att undersoka pa vilka olika sétt eleverna anvander
fingrar i sina berékningar i subtraktion. Enligt min uppfattning ar det viktigt for oss som larare
att tidigt identifiera vilka strategier eleverna anvander for att kunna utforma undervisning som
ger eleverna mojlighet att utveckla effektiva berakningsstrategier. Enligt styrdokumenten i
Lgr 11 (Skolverket, 2017) ska eleverna i arskurs 3 natt féljande kunskapskrav:

“Eleven kan anvénda huvudrékning for att genomféra berdkningar med de fyra réknesatten
nar talen och svaren ligger inom heltalsomradet 0-20, samt for berakningar av enkla tal i ett
utvidgat talomrade” (Skolverket, 2011 rev. 2017, 5.62).

Nar alla elever dessa mal? Forskningsresultat (Neuman, 1987; Léwing, 2016) visar att manga
elever inte ndr malen i arkurs 3. Lowing (2016) menar, utifran en kartlaggning av 2000-5000
elever som gjort Diamantdiagnoser (Skolverket, 2013) att endast ett fatal elever som lamnar
arskurs 1 utan att ha befast baskombinationerna i addition och subtraktion, lar sig detta under
arkurs 2-3. ”Andelen som har alla ritt dr endast 35 % i arskurs 3. Denna andel borde ligga
runt 90 % ” (Lowing, 2016, s.196). Elever, som inte behérskar flexibla strategier inom det
lagre talomradet 1-20, kan fa svarigheter med aritmetiska berakningar langre fram nér
talomradet utvidgas (Reys & Reys, 1992; Mclntosh, 2008).

Foreliggande uppsats bygger pa en empirisk studie av 18 elevers berakningsstrategier i
subtraktion. Datamaterialet utgdrs av videoinspelade intervjuer av elever i arkurs 3. Texten
inleds med en bakgrund dér tidigare forskning inom forskningsfaltet berédkningar i addition,
subtraktion och fingerrakning beskrivs. Hur elever anvander fingrar i berdkningarna har ett
eget avsnitt i texten. Efter problemformulering, syfte och forskningsfragor beskrivs metoden i
studien. Under teori redogors hur variationsteorin (Marton, 2015) har anvants som
analysverktyg. Texten fortsatter med resultat och en avslutande diskussion med implikationer
for fortsatta studier.



1.1 Syfte och fragestallning

Syftet med studien &r att identifiera elevers olika berékningsstrategier i subtraktion genom att
I detalj analysera de sétt eleverna anvander for att losa aritmetikuppgifter. Uppagifter i
subtraktion valdes ut eftersom subtraktion upplevs som ett svarare raknesatt an addition av
manga elever och larare (Neuman, 1989; Fuson, 1992).

Forskningsfragor

- Vilka berdkningsstrategier anvander elever i subtraktion?
- Vad medfor elevernas berékningsstrategier for hur de behandlar tal?



2. Tidigare forskning och teoretiskt ramverk

En systematisk litteraturdversikt (Hart, 1998) har genomforts for att fa en Overblick av
tidigare forskning och forskningsluckor. Enligt Hart (1998) definieras i en systematisk
litteraturdversikt nyckelreferenser inom ett specifikt falt och artiklarna ar skrivna under de
senaste aren. Nyckelreferenser i studien ar; Neuman (1987, 1989, 2013), Svenson och
Sjoberg, (1982), Marton och Booth (1997, 2000), Marton (2015) samt Marton och Tsui
(2004). Sokningen av forskningsartiklar som behandlade sdkorden addition, subtraktion,
subitizing och variationsteori, gjordes i databasen ERIC, Education Research Complete och
Google scholar. | lasningen av litteratur inom forskningsomradet skapades tradar av
referenser och ytterligare artiklar anvandes i arbetet med studiens forskningsfélt.

Syftet med studien &r att identifiera elevers olika berékningsstrategier i subtraktion genom att
I detalj analysera de satt eleverna anvander for att I0sa aritmetikuppgifter. Studiens upplagg ar
inspirerat av tva forskningsprojekt (Neuman, 1987), som undersokt elevers
berakningsstrategier i borjan av &rskurs ett och forskningsprojektet FASETT? dar 5-aringar
ingar. De tva namnda studierna innefattar yngre barn, som inte fatt formell undervisning,
darfor ar det angeldget att intervjua elever i arskurs tre som fatt undervisning. Foreliggande
studie kompletterar de tva tidigare studierna och bidrar till forskningsféltets kunskaper om
elevers berdkningsstrategier i subtraktion.

2.1. Elevers larande av subtraktion

Elevers berékningsstrategier i addition och subtraktion av hela tal, har studerats under flera
artionden av forskare inom undervisning i matematik, utvecklingspsykologi och kognitiv
psykologi (Gelman & Gallister, 1978; Svenson & Sjoberg, 1982; Carpenter & Moser, 1984;
Fuson, 1992, 1988; Gray & Tall, 1994; Baroody, 1999; Clements, & Samara, 2007; Moeller
etal., 2011).

Kardinalitet och ordinalitet &r viktiga begrepp i den grundldggande taluppfattningen (Gelman
& Gallister, 1978). Kardinalitetsprincipen innebér att ett barn pekar pa ett féremal i taget i en
grupp foremal och visar att det sist sagda ridkneordet representerar antalet foremal. “The tag
applied to the final item in the set represents the number of items in the set” (Gelman &
Gallister, 1978, s.80). For att forsta vad det innebér att rakna antal, ar kunskapen om att det
inte har nagon betydelse i vilken ordning féremalen raknas viktig (Gelman & Gallister, 1978).
Ordinalitet beskriver varje foremals plats i forhéllande till Gvriga foremal “a linear ordering
exists on the entities” (Fuson, 1988, s.5).

Begreppet “strategi” i texten syftar till att beskriva olika sitt elever anviander for att komma
fram till rétt svar.

LFASETT, studie p& Goteborgs universitet 2015-2018 med prof. Camilla Bjérklund som vetenskaplig ledare.



Hur elever utvecklar réknestrategier har studerats av Fuson (2003) som menar att elever
utvecklar sitt raknande fran att rakna alla (counting all) till att rdkna vidare, termen (counting
on) i en addition (2+4) three, four, five, six” i stillet for att borja pa ett (one, two....,six)
(Fuson, 1992, s.248). Cheng (2012) menar att strategierna att rakna alla och att rdkna vidare
inte ar den basta véagen for att 16sa uppgifter i addition da de inte forbereder eleverna till att
utveckla mer komplexa och avancerade raknefardigheter. Enligt Cheng (2012) &r det mer
onskvart att elever utvecklar kunskaper om talens delar, hur talen kan delas upp (decompose)
och sattas ihop (compose). Ett exempel &r uppgiften 8+3=? “decompose 8 into 7 and 1 or
decompose 3 into 2 and 1, then calculate 3 + 7 = 10 and 10 + 1 = 11 or calculate 8 + 2 = 10
and 10 + 1 = 11.” (....) “is considered a more desirable mental operation because it involve
making use of problem relationships through decomposing and regrouping” (Cheng, 2012 s.
29).

Fuson (1988) har identifierat tre aspekter av utvecklingssekvenser i addition- och
subtraktionsoperationer hos barn. De tre sekvenserna beskrivs som: 1) addition och
subtraktion som en situation/handelse, 2) losningsprocedurer som anvands for att l0sa
additions eller subtraktionsuppgiften, 3) relationen mellan att rdkna och den kardinala
principen som nodvandig i 16sningsproceduren (Fuson, 1988).

Carpenter och Moser (1984) undersokte i en longitudinell studie hur 88 elever i arskurs 1-3
l6ste problemuppgifter i addition och subtraktion. | addition identifierades tre nivaer: pa forsta
nivan anvande eleverna objekt, som kan vara foremal eller fingrar och “riiknar alla” (counting
all), pa den andra nivan anvander eleverna strategierna “rikna frin forsta” (counting from
first) eller “rikna frin storsta” (counting from larger) och pa den tredje nivan anvander
eleverna “talfakta” fran langtidsminnet (recall) utan att rakna eller tidigare kunskaper (derived
facts) (Carpenter & Moser, 1984).

Samma tre nivaer som for addition, identifierades i subtraktion (Carpenter & Moser, 1984).
Subtraktionsstrategierna i studien identifierades utifran uppgifter dar en del saknas medan en
del och helheten &r kdnd som: a — b = ¢ och b + ? = a. Den forsta gruppen av
subtraktionsstrategier med rubriken “strategier utifran direkta modeller” (direct modeling
strategies) utgors av tre undergrupper av strategier dar foremal/fingrar anvéands i
berékningarna. | den forsta strategin dar nagonting ska “tas bort” (separation from), separeras
b fran helheten a och svaret ar de kvarvarande foremalen fran mangden c. | den andra
strategin “rikna uppat” (adding on) arrangeras en grupp av foremal b sedan laggs foremal till
sd att antalet a har uppnatts. Svaret ar det antal av foremal som lagts till. I den tredje strategin
jamfors tva grupper av féremal grupp a med grupp b genom “en till en” paras ihop tills att alla
foremal har jamforts parvis, svaret ar de kvarvarande foremalen i den gruppen dar inga
foremal finns kvar som matchar den andra gruppen av foremal (Carpenter & Moser, 1984).
Den andra gruppen av subtraktionsstrategier, “raknestrategier” (counting strategies) utgors av
tva undergrupper. | den forsta strategin “rikna nerat” (counting down) startar berékningen pa
a, sekvensen innefattas av b genom att antalet rédkneord rdknas. Det sist sagda talet i



sekvensen av antalet rdkneord &r svaret. ”Ett exempel ar nér en elev raknar 8-5 =? genom att
sdga ’8,7,6,5,4, (paus) 3, eleven uppfattar att svaret ar 3” (Carpenter & Moser 1984, 5.182). |
den andra strategin “rikna uppét, (counting up from given) startar berédkningen fran a och
fortsatter upp till b, svaret ar antalet uppraknade ord i rdknesekvensen. Eleven bérjar med det
lagre talet och sager ett tal i taget uppat till det hogre talet ”3+?= 8 riknar eleven 3 (paus),
4,5,6,7,8, svaret ar 5” (Carpenter & Moser, 1984, 5.182). Jamforelse (matching) existerar
bara nar féremals mangder ska jamforas, darfor finns det ingen raknestrategi med jamforelse i
gruppen “riaknestrategier”. Resultaten i studien visar att eleverna inte &r konsekventa i val av
strategi och anvéander inte alltid den mest effektiva strategin (Carpenter & Moser, 1984).
Cheng (2012) menar att uppmuntra elever till att enbart anvanda strategin att rakna ett foremal
eller ett finger i taget, kan forsena elevernas mojligheter att utveckla mer avancerade
matematiska strategier som till exempel formagan att anvanda del-del-helhetsrelationer
mellan tal och da speciellt i hdga talomraden.

I utvecklingen av effektiva strategier ar sambandet mellan addition och subtraktion en viktig
kunskap (Baroody, 1999; Carpenter & Moser, 1984). Elever bor fa syn pa att 5-3 kan I6sas
som 3+ = 5. | en studie (Baroody, 1999) undersoktes hur inlérning av kombinationer i
addition kunde hjalpa i berdkningar av subtraktionsuppgifter. Genom tréaning och anvandning
av olika kombinationer i addition, kan eleverna sedan utnyttja kunskaper om additionerna i
subtraktion, forutsatt att kombinationerna i addition &r val befasta. Baroody (1999) betonar att
eleverna behover fa syn pa kommutativiteten i addition och ger exempel pa uppgiften 12—7
dar det ar viktigt att anvanda talens del-del-helhetsrelation och se 7, 5 och 12 som delar och
en helhet. Tidigare traning av additionerna 7+5 och 5+7 ar en hjalp for eleverna att forsta
subtraktionen 12-7. Resultatet i studien (Baroody, 1999) visade att 6vning ar ett viktigt
verktyg for undervisning, men att det bor anvandas med forsiktighet sa att forstaelsen av
talens helhet och delar kommer samtidigt, till exempel att eleverna utan utrékning direkt ser
svaret pa uppgifterna 5+3=8 och 8-3=? Eleverna behdver fa undervisning eftersom
sambandet addition/subtraktion inte alltid ar tydligt for eleverna. Baroody (1999) menar att
om eleverna inte forstar kombinationerna anvander de strategier déar de raknar upp eller ner
utan att se delarna, vilket &ven Cheng (2012) menar.

Fuson et al., (1997) beskriver elevers berékningsstrategier av flersiffrig addition och
subtraktion i nivaer. Elever pa den forsta nivan, som kan rakna hogre tal an 10, kan addera tva
tvasiffriga tal genom att gora grupper av objekt for varje tal och sedan rakna alla objekten.
Eleverna kan subtrahera genom att samla en grupp av objekt, ta bort fran denna grupp och
rakna de aterstaende objekten. Pa den andra nivan kan eleverna rakna antal ett i taget, lagga
till genom att ta ett objekt i taget eller muntligt rékna ett i taget for att addera. Vid subtraktion
kan eleverna pa niva 1, som kan rakna tal 6ver 10, rakna bakat genom att subtrahera ett objekt
i taget och rakna de kvarvarande objekten. Elever pa niva 2 raknar enstegsrakning nerat eller
uppat. Strategin att halla reda pa antalet tal som raknas upp eller ner kan vara svart for elever i
ett hogre talomrade (Fuson et al., 1997).



Tals uppdelning i delar ”the Break-Apart-to-make-Ten (BAMT) method” beskrivs av (Murata
& Fuson, 2006) som en metod anvéand i Japan. Eleverna undervisas i att se uppdelning av tal
med tiotalet som hallpunkt (benchmark). Uppgiften 9+4 loses i fyra steg. Steg 1: se att 9
behover 1 for att fa 10; steg 2: dela upp 4 i 1+3 och se att 3 ar kvar; steg 3: addera 9+1 for att
fa 10; steg 4: addera 10 och 3 for att fa 13. Murata och Fuson (2006) menar att BAMT &r en
kraftfull, effektiv och generell metod, jamfort med andra metoder elever anvéander. Elever i
Japan har en fordel i sitt sétt att rdkna genom det japanska spraket med tal 6ver tio:” 11 is ten
one, 12 is ten two, 13 is ten tree” (Murata & Fuson, 2006, s.430). Strategin att dela upp tal i
delar och anvanda tiotalet som hallpunkt (benchmark) ar en strategi som dven Cheng (2012)
menar ar effektiv.

Elever i Europa, USA och Canada har inte samma sprakliga hjalp med tal 6ver tio som
japanska elever och det &r vanligare att eleverna anvéander ”dubblor” i berdkningar. Uppgiften
6+7 16ses genom att 6+6=12 och 1 till &r 13 till skillnad mot elever i Asien déar elever lar sig
att dela upp talen (recompose) i en tiostruktur (ten-structured triplets) och subtrahera fran
tiotalet 13—7 genom 10-7=3 och 3+3=6 (Fuson et al., 1997). Att anvanda dubblor &r enligt
(Murata & Fuson, 2006) inte en generell metod eftersom tiotalet inte synliggors i processen.
”However, using doubles (even doubles +2) is not a general method, nor does this method
give the teen number ready for regrouping as one 10 and some ones because it does not
highlight the 10 in the process” (Murata & Fuson, 2006, s.432). Elevers svarigheter med
berdkningar i subtraktion har dokumenterats i litteraturen (Fuson, 1992, 1997, 2003; Neuman,
1987, 2013, Svenson & Sjoberg, 1982). Enligt Fuson (2003) gor elever i USA ett vanligt
misstag i subtraktion nar de i uppgifter som 62 — 48 subtraherar bade tiotal och ental fran det
storsta talet, vilket ger det felaktiga svaret 26. Elever, som lart sig att utfoéra berédkningar utan
att forsta att 2—-8 ger ett negativt tal, gor den har sortens fel (Fuson, 2003; Fuson et al., 1997).
Marton och Booth (2000) ifragasatter ett stort antal forskares samforstand om att barn lar sig
matematik genom att: “Forst raknar de saker, sedan gor raknedvningar med symboler och sa
smaningom lar de sig talfakta utantill” (s.83), nagot som Marton och Booth (2000) , McIntosh
(1992) och Neuman (1989, 2013) inte haller med om. Neuman (1989, 2013) argumenterar for
att elever som inte utvecklat forestaliningar om tal och relationer inte heller goér det med hjélp
av tabelltraning. Aven Fuson (2003) menar att bara ldra sig talfakta utantill, som har varit
vanligt i USA, inte hjalper elever att utveckla taluppfattningen. Mclintosh et al., (1992) menar
att elever behover forsta hur tal ar inbordes ar relaterade till varandra. Det racker inte att lara
sig tabellerna utantill om eleverna ska kunna utveckla en god taluppfattning. Elever behtver
kunskap om hur tal kan delas upp (decompose) och séttas ihop (compose) for att kunna géra
effektiva berédkningar (Neuman, 1987; Mclintosh et al., 1992; Baroody, 1999; Cheng, 2012).

I en studie (Neuman, 1987) med 103 elever vid skolstarten av arskurs 1, identifierades att en
del elevers satt att ta sig an uppgifterna kunde leda till problem. Syftet med studien var att ta
reda pa hur eleverna uppfattade talen inom talomradet 1-10 innan de fatt undervisning.



Neumans (1987) intervjuer av 103 nyborjarelever syftade till att undersoka om &ldre elever,
som hade problem med matematik, anvande samma strategier som alla elever anvande pa ett
tidigt stadium i den matematiska utvecklingen. De 103 nyborjarelevernas forstaelse inom
talomradet 1-10 studerades och da speciellt elevers formaga att I6sa uppgifter dar helheten
och en del var kdnda, 2+ =9 och i subtraktion 9-7 i stallet for 9-2 (Neuman, 1986). Neuman
valde uppgifter som aldre elever upplevde som svara. Resultaten av intervjuerna delades upp i
”Uppfattningar och Strategier” (Neuman, 1987, s.91). Studiens resultat visade att barn redan
fore skolstart utvecklar metoder att l16sa vardagsproblem pa ett effektivt séatt utan att de fatt
formell undervisning. Det som mest verkar foérorsaka matematiksvarigheter ar att en del elever
saknar forestallningar om tal samt forstaelse for de fyra raknesatten till skillnad mot andra
elever som redan vid skolstarten hade forestallningar om bastalen och insikt om relationen
mellan addition och subtraktion (Neuman, 2013).

Neuman (1989) kunde i sina undersokningar urskilja tva grupper av elever dar den ena
gruppen kunde se losningar pa problemuppgifter de fick att 16sa medan den andra gruppen
inte sag losningar utan uppfattade att matematik handlade om rékning och anvande krangliga
berékningar for att 16sa uppgifterna. Neuman (1989) menar att det bara finns tva uppfattningar
av hur man ska gora for att uppfatta antal: se och rakna dar féormagan att se leder till en
forstaelse for de fyra raknesatten medan rakna leder till matematiksvarigheter, vilket ar i
enlighet med Cheng (2102).

Enligt Neuman (1987, 1989, 2013) &r det nodvandigt att elever far utveckla forstaelse for
relationerna mellan talen 1-10 ndgot som Neuman kallar “Bastalens 25 kombinationer”, se
bild 1.

Tva Tre Fyra Fem Sex Sju Atta Nio Tio

M2 213 3114 4p5  sple e[z 78 8119 91|10
2214  312I5 426 512]7 628 7|29 8210
3316 4037 5318 6319 73|10
44/8  s5l4]9  6[4]10
5/5/10
Bild 1 De tio bastalens kombinationer (Neuman, 2013, s.16)

Kunskaper om bastalen innebar att veta hur talen forhaller sig till varandra genom
kommutativa lagen samt sambandet mellan addition och subtraktion: 2+7=9, 7+2=9, 9-7=2
och 9-2=7 9

21 7

Elever som inte forstar att om 9-7 &r 2, s maste 2+7 vara 9, har svarigheter med att valja om
de ska rakna framat eller bakat i subtraktionen och far da svart att 16sa uppgifter som 2+ =9
eller 9-7 (Neuman, 2013). De elever som ser 2+ =9 som en addition maste rakna alla ord for



att ta reda p& den okinda delen “tre, fyra, fem, sex, sju, atta, nio-och samtidigt halla reda pa
hur manga de ér, i stéallet for att bara tdnka 9-7=2" (Neuman, 2013, s. 9).

Neuman (1987, 1989, 2013) menar att elever som inte ser kombinationerna utan maste rakna
varje gang kommer att far svarigheter i arbetet med de fyra raknesétten och riskerar att fastna
i réakning resten av sin skoltid anda upp pa gymnasiet. ”De 25 kombinationer de forsta 10
talen kan delas upp i, ar nyckeln som laser upp porten till talens vérld, om man opererar med
ett 10-bassystem” (Neuman, 1989, s.56). | stallet for att fokusera pa raknefardigheter och
minneskunskap argumenterar Neuman (2013) for en undervisning dar eleverna ser och
reflekterar och menar att de yngre barnen kan visa med sina hé&nder eller rita hur de ser
I6sningen pa ett problem.

Anledningen till att nagra elever kan l6sa problemet medan andra inte kan beror pa att de
uppfattar olika aspekter av uppgiften och ser talen pa ett specifikt sétt (Marton & Tsui, 2004).
“Seeing the problem as a part—whole relation enables the child to act in a powerful way, in the
sense of having a capability to deal with different problems” (Marton & Tsui, 2004, s.11).

2.1.1 Subitizing

Subitizing innebdr att se och uppfatta antal utan att rékna. Flera forskare (Gelman &
Gallister, 1986; Clements, 1999, 2007, 2014; Jung, 2011; Hannula Sormunen et al., 2015;
Aunio & Niemivirta, 2010; Sayers, Andrews & Boistrup, 2014) menar att subitizing ar en
betydelsefull del av den grundlaggande taluppfattningen. Subitizing beskrivs som en formaga
att snabbt och korrekt uppfatta ett litet antal objekt utan att rakna (Kaufman et al., 1949).

Begreppet subitizing kommer fran det latinska ordet subitus som betyder plétslig. Fosnot och
Dolk (2001) menar att sma mangder som tva, tre eller fyra kan ses som en helhet och att sma
barn kan uppfatta antal utan att rakna. Mclntosh (2008) skriver att formagan att uppfatta upp
till fyra enheter kallas pa engelska subitizing och p& svenska subitisering. | denna text
kommer den engelska bendamningen subitizing anvandas. Clements (1999) beskriver tva typer
av subitizing, Perceptual subitizing och Conceptual subitizing, och menar att mycket sma
barn kan uppfatta tva till tre foremal utan dnnu ha utvecklat formagan att rakna till tre.
Exempel pa Perceptual subitizing ar enligt Clements (1999) nar ett litet spadbarn, som hor tre
trumslag vander, sitt huvud mot den bild som visar tre prickar trots att det fanns tva ytterligare
bilder dar en visade en prick och en annan tva prickar. Ett annat exempel ar nar ett barn kan
visa tre fingrar som svar pa en fraga utan veta hur man anvander rakneorden for att beskriva
antalet. Exempel pa Conceptual subitizing ar enligt Clements (1999) nar en person tittar pa en
dominobricka och direkt kan saga att det ar atta prickar eftersom prickarna ar uppdelade i tva
grupper med fyra som sétts ihop till en helhet av atta prickar. Fore skolaldern menar Clements
(1999) att barn raknar en prick i taget pa till exempel en tarning och forst i skolaldern har
formagan att se antalet utan att rékna prickarna och har da mojlighet att utveckla en
begreppslig subitizing, Conceptual subitizing. Clements (1999) argumenterar for att elever



ska fa mojlighet att utveckla begreppslig subitizing genom att larare anvander subitizing i
undervisningen. Clements (1999) menar att begreppslig subitizing ar en viktig formaga for att
kunna utveckla en god taluppfattning.

Jung (2011) och Clements (1999) &r eniga om att elever behdver erfarenheter bade av att
rékna och av subitizing genom att larare utmanar eleverna att se olika monster av antal och att
de far mojlighet att diskutera vad de ser med varandra for att utveckla kunskap. Clements
(1999) menar att anvandningen av subitizing ar grunden till utveckling av taluppfattning och
till att forsta strategier i matematiska berakningar.

Bade Jung (2011) och Clements (1999, 2007) argumenterar for att elever ska fa mojlighet att
utveckla begreppslig subitizing genom att larare tranar tillsammans med eleverna. Det récker
inte bara med subitizing, utan eleverna bor uppmuntras att undersoka tal och antal med hjélp
av laborativt material i olika situationer, for att utveckla formagan att forsta relationer mellan
tal (Jung, 2011).

Bermejo et al., (2004) menar att kardinalitet och formagan att rakna inte & samma sak
eftersom barn kombinerar subitizing och rakning nar de uttrycker kardinalitet. Kardinalitet ar
malet och subitizing och uppskattning av antal &r olika satt for att na detta mal. Bermejo et al.,
(2004) anvande uppgifter som testar elevers formagor av kardinalitet i en studie med 48
spanska elever i aldrarna 4-6 ar samt en kontrollgrupp. Syftet med studien var dels att ta reda
pa elevers kunskaper om kardinalitet med hjalp av fortest-intervention-eftertest och dels att
utvardera effekterna av ett utbildningsprogram. Resultatet av studien (Bermejo et al., 2004)
visar att elever anvander sig av subitizing och forst senare formar att anvanda kardinalitet
sasom att rakna och uppskatta antal. Studien visar att subitizing foregar raknandet. Elever i
studien avgjorde ibland antal genom subitizing och darfér menar Bermejo et al., (2004) att de
far stod for sina pastaenden att kardinalitet och raknande ar tva olika saker. De elever som
ingick i programmet larde sig kardinalitet pa nagra dagar medan kontrollgruppen inte nadde
lika langt vilket var nagot som forskarteamet (Bermejo et al., 2004) hade vantat sig.

2.1.2 Berékningar med fingrar

Fingrar anvands bade av barn och vuxna som en representation av ett antal (Clements 1999,
2007). Fingerrékning vid aritmetiska berékningar har studerats inom neuropsykologi och
utbildningsvetenskap. Moeller et al., (2011) menar att det finns olika syn pa om beroendet av
fingrar som representationsform ar till nytta eller forfang. Soylo et al., (2017) menar att
fingrar anvands av barn initialt tills de uppnatt en mer avancerad aritmetisk formaga dar
fingrar inte langre behdvs och att barns anvandning av och tidiga berékningar med hjalp av
fingrar kan vara avgorande for utveckling av mer avancerad matematik. Moeller et al., (2011)
argumenterar for att det finns bevis for att barn med goda fingerbaserade numeriska
representationer uppvisar battre kunskaper inom aritmetik och att traning i rdkning med
fingrar forbattrar matematiskt tdnkande (Moeller et al., 2011). Yngre barn anvénder fingrar
for att visa antal, &ven utan kunskaper om rakneorden (Gray & Tall, 1994; Clements, 1999).



Argument for att elever ska uppmuntras att anvanda fingrarna har framforts av Boaler och
Chen (2017) som menar att fingrar troligen ar ett av vara mest anvandbara visuella hjalpmedel
och att eleverna utvecklar kapaciteten i hjarnan genom att rakna med hjalp av fingrarna
”Teachers should celebrate and encourage finger use among younger learners and enable
learners of any age to strengthen this brain capacity through finger counting and use” (Boaler
& Chen, 2017, s.78). Berteletti och Booth (2015) beskriver utifran sin forskning att fingrar
spelar en stor roll i larande och forstaelse for aritmetik. “Evidence suggest that finger
representation and finger-based strategies play an important role in learning and
understanding arithmetic” (Berteletti & Booth, 2015, s.1). Aktiviteter i hjarnan hos elever 8-
13 ar visar att subtraktionsproblem aktiverar omraden i hjarnan for fingermotorik och antyder
vikten av fingerbaserade strategier (Berteletti & Booth, 2015). En intressant iakttagelse var att
vid okade prestationer att I6sa subtraktionsuppgifter noterades lagre aktivitet i omraden i
hjarnan kopplade till anvandningen av fingrar (Berteletti & Booth, 2015).

Argumentet att fingerrdkning utvecklar elevernas matematiska utveckling delas inte av alla
forskare. | en studie av Cheng (2012) framkom att elever i USA hade svarigheter med
addition av tal hogre &n 10 nér de anvande fingrarna och endast 36,5 % av uppgifter eleverna
testas pa lostes korrekt. En slutsats som dras ar att fingrar endast ska anvandas under en
begrénsad tid i den inledande undervisningen (Cheng, 2012).

Neuman (1989) menar att det &r en hjalp for yngre barn att titta pa fingrarna och avlasa antalet
utan att rakna. Berteletti och Booth (2015) menar att anvandning av fingrar i berédkningar ar
ett verktyg som utvecklar formagan att uppfatta tal och uppmanar till ytterligare forskning.

2.1.3 Fingermonster

| foreliggande studie har begreppet fingermonster valts, som en &verséttning och
samlingsnamn for de olika begreppen, “fingertal” (Neuman, 1989), “finger pattern”,
(Clements, 1999) och ”perceptual pattern” (Clements & Samara, 1992). Svenson och Sjoberg
(1982) anvénder finger apprehension solution ”Instead of counting the numbers on the fingers
the whole number is immediately represented by the simultaneous making of, for instance 7
by showing all 5 fingers on one hand and 2 fingers on other” (Svenson & Sj6berg, 1982,
s.94). Begreppet fingermonster, anvéands for att beskriva hur en elev anvander fingrar for att
representera antal och synliggora relationer mellan tal, utan att rdkna ett finger i taget
(Marton, manuskript).

Resultatet av en studie (Gray & Tall, 1994) med elever 6-12 ar visar att de elever som har god
taluppfattning, anvéander fingrarna som en bild av antal, medan elever som presterar sémre i
aritmetiska berékningar anvander svarare berakningsmetoder med och utan fingrar “The
counting process has been compressed to the stage where only the fingers need to be held up
and the number facts recalled from the finger layout” (Gray & Tall, 1994, s.16).
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Neuman (2013) anvinder begreppet “fingertal” nér eleverna anvander fingrarna for att se
antal utan att behdva rdkna. | studien (Neuman, 1987) identifierades elever som anvande
fingrarna nar de réknade, trots att de intuitivt tillagnat sig de tio forsta bastalen” (se bild 1).
Nybdrjareleverna som intervjuades i studien (Neuman, 1987, 2013) anvande fingrarna som en
bild av antalet och sag antalet med hjélp av subitizing utan att rakna, om antalet fingrar var
fem eller sex. Den ena handens fem fingrar réknades inte medan antalet upp till tio formades
som “fingertal”: ”fyra” = handen minus ett finger, ”fem” = handen, ”sex” = handen plus ett
finger, ”sju” = handen plus tva fingrar och s vidare” (Neuman, 2013, s.19).

Elever i Neumans (1987) studie, som anvinde fingertal” utvecklade sitt abstrakta tdnkande
genom att oGvergd till att “tinka med sina hinder” och anvande fingrarna som en
representation av hela antalet uppdelat i tva delar. De elever som dubbelrdknade uppvisade
svarigheter i aritmetiska berakningar och “formade sina fingertal genom att satta upp ett
finger for varje rakneord de réknade upp” (Neuman, 2013, s.20).

Vid berédkningar ar anvandningen av fingermonster en hjalp for yngre barn att se talens helhet
och delar inom talomradet 1-10 medan dubbelrakning (keeping track) med hjélp av ett finger i
taget, kan orsaka att elever far problem sarskilt om det &r den enda berékningsstrategi eleven
anvéander (Neuman, 1987, 1989, 2013; Svenson & Sjbberg, 1982).

Da Neumans (1987) och Svenson och Sjobergs (1982) studier gjordes for mer an 30 ar sedan
ar det angelaget att ta reda pa om elever anvander fingrar i subtraktionsberakningar pa
liknande satt eller om andra strategier utvecklats.

2.1.4 Dubbelrakning

Begreppet dubbelrakning eller keeping track, anvands som beskrivning av berdkningar dar
elever har tva talrader samtidigt i huvudet. Eleverna raknar de uppraknade rakneorden eller
anvander fingrar for att halla reda pa antalet steg uppat eller nerat, samtidigt som de haller
reda pa var pa talraden de befinner sig vid additions och subtraktionsberakningar (Svenson &
Sjoberg, 1982; Gray & Tall, 1994; Fuson, 1992; Neuman, 1987, 1989, 2013; Marton,
manuskript). Dubbelrdkning och keeping track anvénds har synonymt. Dubbelrédkning
beskrivs som: ”Instead of using numbers for counting fingers they are using fingers to count
numbers” (Marton, .7 manuskript). Vid dubbelrakning, far ett finger i taget representera
talen, ett objekt i taget, i stéllet for att anvénda tal for att rdkna antalet fingrar. Svenson och
Sjoberg (1982) beskriver berakningar med fingrar som ”One-unit step counting up with use of
fingers as memory aid” och ”One-unit step counting N steps down with fingers as memory
aid” som i uppgiften 11-7 dar eleven registrerar antalet steg med hjalp av ett finger taget
”When the child reaches M the answer D can be read from the fingers” (s.94). Att rdkna ner
ett steg i taget fran 11 till 7 genom att halla reda pa antalet steg i minnet ar mer komplicerat an
att anvanda ett finger i taget och rakna ner till 7 menar Svenson och Sjéberg (1982). Antalet
fingrar réknas eller uppfattas med hjalp av subitizing.
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Fuson (2003) beskriver keeping track som att eleven haller reda pa antalet ord som raknats
med hjalp av att visa ett finger i taget eller i sekvenser som uppfattas auditivt. “However,

keeping track of the number counted on, up, or back may be difficult because it will be so
large. These methods are constrained only by how high a child can count and keep track
accurately” (Fuson et al., 1997, s.145-146).

Fuson (1992) beskriver att ”rakna pa” (counting on) som en procedur, &r samma som att rakna
objekt. “Children use auditory or visual patterns, sequential extended fingers, and double
counting to keep track of the second addend” (Fuson, 1992, s.248). Elever anvéander fingrarna
och borjar rakna pa olika fingrar, pekfinger, tumme eller lillfinger och Fuson (2003) menar att
”Any of these arrangements are effective ways to keep track of the second addend while
counting on....Counting on is a powerful, general, and sufficiently rapid method for most
purposes” (Fuson, 2003, s.75). Cheng (2012) menar att “counting on” inte &r en effektiv
metod eftersom elever kan fastna i “rdkning” i stillet for att se talens delar. Fuson (1988)
menar att det finns tre sétt som elever kan halla reda pa det antal (keep track) som ska adderas
genom: 1) att sdga rakneorden sa att rytmen av tre tal i taget av 6 hors: 79,10,11  12,13,14”,
2) genom ett kant fingermonster som en hand och ytterligare ett finger och att matcha varje
rékneord till ett finger nér ordet s&gs, 3) genom dubbelrdkning 8,9 is 1, 10is 2, 11 is 3, 12 is
4,13 1is 5, 14 is 6” (Fuson, 1988, 5.275).

Fuson (2003) ser pa double counting och keeping track pa ett annat satt an Marton
(manuskript) och Neuman (1987, 1989, 2013). Fuson (1988) beskriver keeping track som:
”Secquence counting all”. I uppgiften 8+6 kan eleven sdga ”1,2,3,4,5,6,7,8 (paus) 9,10,11
(paus) 12,13,14” (Fuson, 1988, s.276). De forsta 8 talen séger eleven snabbt for att bli klar att
borja berdkningen och lagger till sex rakneord for att komma till svaret 14. Marton
(manuskript) haller inte med om att detta &r keeping track eftersom eleverna kan hora tre
rakneord i taget, som tva mangder, utan att rdkna dem. Fuson (1988) beskriver nasta del
som:”Secquence counting on” dar eleverna réknar de sagda rdkneorden och hor antalet eller
anvénder fingrar for att halla reda pa antalet rikneord. ”For keeping track by doublecounting,
the sequense word are entities to be counted” (Fuson, 1988, 5.276). Eleverna haller reda pa
var pa talraden de befinner sig for att kunna stanna pa ratt stille, antingen genom att rakna
(hora) antalet steg eller anvanda fingrarna for att halla reda pa antalet steg. Har ar Fuson
(1988) och Marton (manuskript) 6verens om att det ar keeping track eller dubbelrdkning. |
”Secquence counting down” beskriver Fuson (1988) dubbelrékningen i uppgiften 14-6 som:
”say a word (14), say 6 more words (13,12,11,10,9,8), and the last word said is the answer
(8)” (Fuson, 1988, s.277). Eleven raknar ner och haller reda pa antalet sagda rakneord pa
samma satt som i ”Secquence counting on” och raknar fran 14 ner till 6 och haller med hjalp
av fingrarna reda pa antalet sagda rakneord, vilket enligt Marton (manuskript) ocksa ar
keeping track eller dubbelrékning. Enligt Marton (manuskript) ar dubbelrdkning inte ett
naturligt steg i utvecklingen av aritmetiska féardigheter utan en boérjan till
matematiksvarigheter.
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Gray och Tall (1994) ser problem med matematiska berdkningar for en del elever och
anvander bade begreppen double counting och keeping track. Gray och Tall (1994) menar att
rdkna vidare” (counting on) dr en mer sofistikerad strategi an rdkna alla” (count all). Nar det
forsta talet &r en del och det andra talet ses som en procedur raknar eleven uppgiften 3+2 och
siger: “fyra”, ”fem”. Eleven haller samtidigt reda pa att “tva extra tal” har riiknats, ”double
counting”, keeping track (Gray & Tall, 1994, s.9) i stallet for att se tre och tva som tva delar i
en process av addition och produkten av processen som en summa. | subtraktion blir
svarigheterna stora nir eleverna ridknar bakdt och anvinder “double counting”. “The child
must count the number sequence in reverse starting from the larger number and keep track
simultaneously of how many numbers have been counted. A sum such as 16-13 by count-
back requires the recitation of 13 numbers in reverse order from 16 down. Such procedures,
especially when carried out by less successful children, are highly prone to error” (Gray &
Tall, 1994, s.11).

I en undersokning (Svenson & Sjoberg, 1982) studerades 12 elever vid fem olika tillfallen
fran arskurs ett till tre. De elever som anvande fingrarna och raknade nerdt i uppgiften 11-7
sa: ”(11) 10, 9, 8, 7, 6, 5, 4” for att komma fram till svaret (Svenson & Sj6berg, 1982, 5.94).
Fingrarna anvands for att halla reda pa hur manga steg som réknats ner fran 11. Det som
forvanade forskarna var att si manga elever sista terminen i arskurs tre fortfarande loste
uppgifter med fingrarna och att utvecklingsgangen hos en grupp elever avvek fran de 6vriga.
Det var fa elever i arskurs ett som anvande fingrarna for att halla reda pa antalet steg men
elevantalet som anvande fingrarna 6kade i arskurs tre (Svenson & Sjoberg, 1982).

Gray och Tall (1994) har studerat processen nér elever anvander symboler i berékningar. De
elever som inte hade utvecklad matematisk tédnkande anvande svarare matematiska
berdkningar for att komma fram till svaret &n de elever som hade ett mer flexibelt tdnkande i
matematik. Ett exempel de ger var en elev (se bild 2, egen 6verséttning) som anvander fingrar
nar hon raknar ut 15-9 i fem steg med hjalp av fingrarna for att fa fram svaret:

1. Sager: Femton ar tio och 5. GI6ém tiotalet. Visar hela vansterhanden och en knuten
hogerhand.

2. Visar talet 9 med hela vansterhanden och fyra fingrar pa hdgerhanden. Barnet visar de
nio som tagits bort som fem och fyra.

3. Visar en knuten vansterhand och fyra fingrar pa hogerhanden. Vanster han ar knuten

for att visa att 5 tas bort fran 9 och da ar det 4 kvar.

4. Sager: 4 fran 1 av de 5 som ger 10 lamnar kvar 1. Visar en knuten vansterhand och
enbart tummen pa hoger hand. De kvarvarande 4 tas fran en av de 5 som finns i
minnet.

5. Sager: 1 och de andra 5 fran de tio ar lika med 6. Visar en hel hdgerhand och bara
tummen pa hogerhanden. De kvarvarande fem i minnet som nu visas ger totalt 5 och 1
som ar 6. (Egen Oversattning fran Gray & Tall, 1994, 5.17).
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DISPLAY EXPLANATION TO CALCULATE 15 -9
Left Hand |Right Hand|Child's Explanation| Interviewer's Comment

FaRS Fe

f~*,‘-}’ )‘{'] #;, Fifteen is ten and | Five fingers shown on left hand,
STAGE 1 | | b |\ '} five. (Other ten presumably held in
\ .‘ / N Forget the ten. mind.) Right hand closed.
& 1A ARe ; i ¢
Qf-J-¥-) 4P The child displays the nine to
STAGE 2 | | = ,4.» f be taken away as a five and
' | four.
~n L
jrf “",\ l\‘ !‘:‘i\ﬂ The lgﬂ hand i§ closed: to cancel
STAGE 3 | | | A ] the displayed five leaving the
koA N previously displayed four.
| Y ; \ |
(( W}l\' : t'"'—'“' 1 F()l""t'n)," one qt The r@lnaining four is taken
STAGE 4 | | / SO || the fives making | from one of the fives held
\ / S/ | ten leaves one. in the mind.
A s : —
r‘ i | ) | Oneand the Remaining five in mind now
STAGES | | b= | N || other five from displayed, giving a total of 5

\ N the ten make six. and 1, which is 6.

Bild 2. Berdkning av 15-9 med hjélp av fingrar (Gray & Tall, 1994, s.17).

Aven om eleven loser uppgiften 15-9 korrekt, kan eleven fa svérigheter nar talomréadet utokas
eftersom berakningen bestar av manga steg och eleven anvéander en ineffektiv strategi.

Enligt Neuman (1989) anvander nybérjarelever fingrar under en kortare period som en hjalp
att visa antal, men borjar sedan tanka med sina hander och Gvergar till sist till ett mer abstrakt
tdnkande. En del elever fortsatter att anvanda fingrarna och l6ser aritmetiska uppgifter med
hjalp av till exempel dubbelrékning. Elever som dubbelrdknar (Fuson 1988; Neuman, 1987,
1989, 2013) réknar de uppréknade orden nér de loser uppgifter som 2+ = 9 och séger: “tre-
ett, fyra-tva, fem-tre, sex-fyra, sju-fem, atta-sex, nio-sju och svarar sedan sju” (Neuman, 2013
s.10). Eleverna har tva talrader samtidigt i huvudet, en for antalet steg och en for den talrad de
arbetar pa uppat eller nerat, en dubbel ordinalitet. En del barn upptacker att det ar svart att
halla tva talrader samtidigt i huvudet och anvander fingrar for att halla reda pa antal (Svenson
& Sjoberg, 1982; Neuman, 2013). Andra barn réknar ett finger i taget en gang till medan en
annan grupp elever “hor” till exempel “tretalet” i antalet uppriknade tal. Elever som
dubbelraknar far svarigheter i subtraktion niir de bide ska hélla reda pa antalet steg 1,2,3...,
samtidigt som de raknar bakat pa talraden 15,14,13,.... (Neuman, 2013).
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Neuman (2013, s.12) har identifierat fyra olika svarigheter for elever:

1. Den okanda termen blir ofta sa stor att de inte kan uppfatta den utan dubbelrakning.

2. | dubbelrakning bakat gar den sekvens som utgors av de uppraknade orden at ett hall
och den fingersekvens som raknar orden at ett annat.

3. Bakatrikning kan genomforas med tva olika metoder. Barn som “raknar bort” borjar i
det valda exemplet, 9—7, med ordet nio och slutar med ordet tre, varvid det sist
uppriknade ordet inte blir rétt svar. Barn som “’raknar bakat” borjar daremot med ordet
atta och slutar med ordet ”tva, varvid det sista ordet blir det ritta svaret, men utan att
forsta varfor.

4. De tva metoderna blandas samman vilket resulterar i ett + ett fel. ”

Neuman (1987, 1989, 2013) menar att speciellt subtraktion, dar eleverna raknar bakat med
hjalp av sina fingrar, ar komplicerat. De elever, som réknar ner ett steg i taget med hjalp av
fingrarna riskerar att tappa bort sig. I uppgiften 9-7=_ kan dubbelrakning se ut sa har:
niolfinger' éttaZfingrar, Sju3fingrar’ SeX4fingrar’ femeingrar’ fyraGfingrar’ tre?fingrar” (Neuman, 2013’ S.ll).
Eleven raknar bakat och far svart att halla reda pa vilka ord som representerar den del som tas
bort och vilka som representerar den del som aterstar, ordsekvens och fingersekvens gar at
olika hall. De sju fingrarna representerar det antal som tagits bort inte det sist uttalade ordet
(Neuman, 2013).

Den form av dubbelrdkning, som beskrivs ovan, &r krdvande for barn och i stort sett omojlig i
multiplikation da eleverna i sa fall behover "trippelrdkna”, ”man maste dels rdkna det antalet
ord man gang pa gang adderar och dels rakna hur manga ganger man adderat dem” (Neuman,
2013, s.15). Det ar inte dubbelrdkningen i sig som ar anledningen till matematiksvarigheter
utan att eleverna inte utvecklat strukturer i det decimala talsystemet menar Neuman (1989).
”Det ér saledes bara om barn skapar ”dubbelrdknings”-strategier i stéllet for talférestallningar
och tankestrategier som dubbelrédkning leder till matematiksvarigheter” (Neuman, 1989,
5.160).

Fuson (1992) jamfor elevers anvandning av fingrarna i USA med Neumans (1987)
beskrivning av hur svenska elever anvander fingrarna och pekar pa olikheter. Hon efterlyser
forskning fran olika lander och olika kulturer for att 6ka kunskaperna om elevers strategier.
Fuson (1992) uppmuntrar larare att vara uppmarksamma pa de strategier elever har med sig
hemifran for att forsta och forhindra en blandning mellan egna och skolans strategier.

Neuman (1987) beskrev i sin studie hur nyborjarelever anvande fingrar i sina berdkningar och
menar att eleverna inte utvecklar effektiva strategier nar de dubbelrdknar med hjélp av
fingrarna. ”Problemet med dubbelrdkning &r inte frdmst att svaren blir fel utan att det &r en
strategi som aldrig leder till abstrakt matematiskt tdinkande” (Neuman, 1989, s. 239). Svenson
och Sjoberg (1982) var overraskade att fingrar anvandes i sa stor utstrackning av elever i
arskurs 3 ”However, many more problems than a teacher would like, were solved with the aid
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of the children’s fingers as late as in the last term of the third schoolyear” (Svenson &
Sjoberg, 1982, 5.99).

Summering av tidigare forskning

Av tidigare forskning framkommer att det finns olika syn pa hur elever lar sig addition och
subtraktion. Fuson (1992, 1988) beskriver raknestrategier medan Neuman (1989, 2013) och
Cheng (2012) betonar del-del-helhet som en viktig kunskap for elevers matematiska
utveckling.

Forskare inom neuropsykologi och utbildningsvetenskap har olika syn pa om fingerrakning
hjéalper elever att utveckla effektiva berdkningsstrategier (Moeller et al., 2011). Neuman
(1987, 1989, 2013) argumenterar for att det inte handlar om att elever anvander fingrar, utan
hur eleverna anvéander fingrarna och hévdar att de elever, som anvander fingrar som
representation, “fingermonster” for att representera ett antal, har mojlighet att utveckla en god
taluppfattning och effektiva strategier for aritmetiska berékningar, medan de elever som
anvander fingrar for att halla ordning pa antal och dubbelraknar, far problem och hamnar i en
atervandsgrand (Neuman, 1987; Gray & Tall, 1994).

Fingrar, som hjalpmedel vid berékningar, ses bade som nagot som utvecklar elevers
aritmetiska utveckling samtidigt som fingerrdkning kan bli ett hinder for ett mer abstrakt
tdnkande, darfor ar det angeldget att studera hur eleverna anvander fingrar i sina berékningar.
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2.2. Teoretiskt ramverk

Variationsteorin, (Marton, & Tsui, 2004; Marton, 2015) en teori om larande, utgor studiens
teoretiska ramverk. Variationsteorin har sina rotter i en fenomenografisk forskningstradition
(Marton, Dahlgren, Svensson & Salj6, 1977). Fenomenografi, som kvalitativ empirisk ansats,
ar utvecklad vid Goteborgs universitet under fyra decennier och grundar sig i ett intresse att
beskriva fenomen i varlden sa som andra personer ser den och att beskriva variation i
personers olika sétt att erfara samma fenomen (Marton, 1981; Marton & Booth, 1997).
Fenomenografin grundar sig i Fenomenologi (Husserl, 2004). Fenomenologi &r laran om
fenomenen och fenomenografi beskrivning av fenomenen.

Den ontologiska grunden inom fenomenografi och variationsteori ar icke-dualistisk eftersom
larandet varken finns i personen, eller i varlden den studerar, utan uppstar i relationen mellan
dem (Marton & Booth, 1997) .”Den enda varld som finns &r just denna, den av manniskor
forstadda vérlden” (Emanuelsson, 2001, s.33). Det matematiska problemet i till exempel
subtraktion och talens delar, finns inte i problemet i sig eller i huvudet pa eleven utan i motet
mellan dem. Det ar den inbordes relationen som studeras, hur ndgonting forstas av nagon. Om
elever behandlar en matematisk uppgift pa olika satt kan eleverna erfara talen i uppgiften pa
olika satt. Marton och Tsui (2004) ger exempel pa en studie dar de gav eleverna foljande
matematiska problem: I didn’t have much money this morning when I went to school. Bob
gave back 4 kronor that he had borrowed from me last week, and with that | could buy a green
chocolate bar for 7 kronor. How much money did | have this morning when | came to
school?” (Marton, & Tsui, 2004 s.11). Nagra elever loste uppgiften direkt och sag talens
helhet och delar, medan andra hade problem att 16sa uppgiften, sag det som en addition och
visste inte hur de skulle komma vidare. Eleverna, menar (Marton, & Tsui, 2004), agerar
utifran hur de ser uppgiften och de ingaende talen. ”Again, there are two different ways of
understanding the same situation and hence two ways of acting, one of which is more
powerful than the other (Marton, & Tsui, 2004 s.11). Foreliggande studie &r inspirerad av
liknande studier till exempel FASETT dar antagandet ar att elever agerar utifran hur de erfar
tal i en specifik situation. ”A fundamental idea is that how a person experiences a
phenomenon, e.g. a subtraction task, affects how she acts in regard to the phenomenon. How a
child experiences the task has to do with what aspects of subtraction have been discerned
simultaneously. Hence, if a child fails to solve a particular subtraction problem, there are
necessary (critical) aspects the child has not yet discerned” (Bjorklund, Kullberg & Runesson
Kempe, accepted).
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2.2.1 Erfara

Begreppet erfara &r ett centralt begrepp inom variationsteori och fenomenografi (Marton &
Booth, 2000). Inom fenomenografi &r det ”vad som erfars och hur det erfars som star i
centrum” (Marton & Booth, 2000 s.150). Fenomenografin beskriver personers kvalitativt
olika séatt att erfara samma fenomen i sin omvérld medan variationsteorin ar en larandeteori
och ett teoretiskt redskap for att analysera och planera undervisning (Marton & Booth, 2000;
Runesson Kempe, 2016). Gemensamt for fenomenografin och variationsteorin ar att man tar
ett andra ordningens perspektiv. Det innebar att man forsoker tolka hur nagon annan, till
exempel en elev, erfar ett fenomen (Marton, & Tsui, 2004; Marton , 2015).

”Vad innebér det att erfara nagot pa ett visst sitt?” (Marton & Booth, 2000, s.117). Om en
person ser aspekter av nagot och en annan person ser delar av eller andra aspekter av till
exempel ett fenomen, sdger vi att personerna ser/erfar ssmma fenomen pa olika séatt (Marton
& Tsui, 2004). Formagan att agera aterspeglar hur nagon erfar nagonting (Marton & Booth,
2000). "Man kan bara agera i relation till virlden s som man uppfattar den” (Marton &
Booth, 2000, s.146). Utgangspunkten i foreliggande studie &r att eleverna anvander strategier
utifran hur de erfar de ingaende talen i subtraktionsuppgifterna de arbetar med under
intervjun. | nedanstaende text anvéands erfar/ser synonymt. Nar eleven visar att den “ser” talen
i en uppgift pa ett visst satt beskrivs det av (Marton & Booth, 2000) som en intern relation
mellan eleven och vérlden. Eleverna agerar och hanterar uppgifterna utifran hur de erfar
situationen och de ingdende talen i uppgifterna. Pang (2003) menar att hur elever behandlar
tal beror pa om de ser tal som en mangd/manghet (manyness) eller som tal i en talrad
(sequential ordering of numbers) the different ways in which children understand numbers
have been described in terms of ‘manyness’ and sequential ordering of number. Some
children discern and focus on the ‘manyness-aspect’ of numbers, others discern the sequential
aspect; some discern and focus on both at the same time, while others discern none of these
aspects” (s.151).

2.2.2 Larandeobjekt och kritiska aspekter

Larandeobjektet syftar pa vad eleverna behover ldra sig for att kunna na de av lararen uppsatta
larandemalen (Lo, 2014, s.34). Lirandeobjektet har tvé aspekter: den specifika aspekten som
galler sjalva amnet och den kompetens som vi vill att eleverna lar sig och den generella
aspekten som géller fardigheter som kan utvecklas tack vare att vi lar oss specifika aspekter”
(Lo, 2014, s.34). | en studie (Venkat et al., 2014) undersoktes undervisning med uppdelning
av tal i arskurs 3 med variationsteorin som analysverktyg. Resultatet i studien visar att det har
betydelse hur uppdelningen av talen representeras for att larandeobjektet ska bli tydligt for
eleverna. Om lararen visar alla delar av talet 7 och later uppdelningarna av talet finnas kvar pa
tavlan under hela lektionen ges mojlighet for eleverna att urskilja talens olika delar, till
exempel 3+4, 2+5, 1+7, vilket inte ges mojlighet till om lararen stryker ut berékningar fran
tavlan under lektionens gang, eller inte visar alla uppdelningar (Venkat et al., 2014).
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Begreppet kritisk aspekt (Marton & Pang, 2006) anvénds inom variationsteorin for att
beskriva aspekter av ett innehall som eleven behdver urskilja for att lara sig det avsedda
larandeobjektet. N&r larare planerar undervisning &ar det enligt Lo (2012, 2014) viktigt att
larare empiriskt undersoker vilka de kritiska aspekterna kan vara for ett larandeobjekt. Detta
kan goras till exempel genom test och intervjuer dar man kan analysera vilka svarigheter
eleverna har och déarigenom dra slutsatser om vilka de kritiska aspekterna kan vara. Enligt Lo
(2012, 2014) ar det ovanligt att samtliga kritiska aspekter kan belysas i en studie.

| en tidigare studie (Kullberg & Runesson, 2013) har till exempel elevers forstaelse av brak
undersokts. Studiens resultat visade att elever hade svarigheter att forsta innebdrden av téljare
och ndmnare i arbetet med stambrak. En kritisk aspekt som framkom var elevernas
svarigheter att uppfatta storleken pa delarna i braken i jamforelse med antalet delar. Néar
undervisning planeras ar det enligt Lo (2012, 2014) nddvandigt att fokusera pa vissa aspekter,
kritiska aspekter, som &r avgdrande for ett larandeobjekt.

Ett satt att erfara nagot kan definieras utifran vilka aspekter som samtidigt urskiljs vid en viss
tidpunkt, dessa aspekter kan definieras som kritiska aspekter av objektet (Marton & Tsui,
2004). Ett objekt kan ses pa olika satt beroende pa vilka aspekter en person fokuserar pa.
Personer erfar olika aspekter av samma fenomen utifran tidigare erfarenheter (Marton &
Booth, 1997). Vi kan anvédnda en vas som exempel. Det & mojligt att se en vas som att det ar
en liten, bla vas av keramik. Den som har kunskaper om kinesiskt porslin kan dessutom se att
vasen ar gammal och kan urskilja egenskaper, som inte framtrader for den som inte har
erfarenheter. Farg, storlek och material & exempel pd dimensioner av variation (DoV). |
matematik kan det vara olika strategier och uppgifter som anvands for att 16sa uppgifter som
Oppnar upp dimensioner av variation, DoV (Marton & Tsui, 2004). Om elever har problem
med att lara sig nagot i matematik, kan det bero pd att de annu inte urskilt det som ar
nddvéndigt att urskilja for att ett larande ska ske (Runesson Kempe, 2016). | foreliggande
studie, ar det ur variationsteorins perspektiv, hur eleverna erfar talen och de olika strategierna
eleverna anvander for att rdkna en uppgift, som ger insikt om vilka aspekter som urskilts.
Runesson Kempe (2016) menar att “Ett specifikt kunnande innefattar att vissa aspekter maste
bli urskilda eller uppmarksammade” (Runesson Kempe, 2016, S.66)

| en studie (Ekdahl, Venkat & Runesson, 2016) undersoktes elevers uppfattningar av tals del-
del-helhetsrelation med variationsteorin som teoretiskt ramverk. | analysen av studien
utnyttjades ramverket som en hjalp att se pa larande och for att dra slutsatser om elevernas
larande i subtraktion. Resultatet i studien visar betydelsen av att larare anvéander flera olika
representationer av del-del-helhets relationer for att utveckla elevernas larande.

| foreliggande studie analyseras elevers berdkningsstrategier i subtraktion. Elevernas olika s&tt
att erfara tal blir synliga nér eleverna beskriver sina l6sningar av uppgifterna de arbetar med
under intervjun.
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3. Metod

| nedanstaende text redogdrs for studiens design och metod. | analysprocessen har
variationsteorin (Marton & Booth, 2000) anvénds. En nédrmare beskrivning av de delar av
variationsteorin som anvénts i studien har beskrivits under kapitlet teoretiskt ramverk.
Validitet, reliabilitet och forskningsetiska aspekter diskuteras avslutningsvis.

For att besvara forskningsfragorna anvands en kvalitativ metod dar datamaterialet utgors av
semistrukturerade intervjuer (Bryman, 2004, 2011). Fragorna i foreliggande studie lastes upp
av forskaren fran ett frageformular och forskaren stéllde foljdfragor nar eleverna forklarade
sina losningar. 1 en semistrukturerad intervju stélls fragor efter ett formular men fragorna kan
komma i olika ordning och forskaren har mojlighet att stialla kompletterande fragor om
intressanta svar kommer upp under intervjun (Bryman, 2004, 2011; Cohen & Manion, 1994).
| semistrukturerade intervjuer &r det viktigt att vara flexibel och félja upp intressanta svar och
i forekommande fall stalla foljdfragor for att fortydliga eventuella otydligheter i svaren
(Bryman, 2004, 2011; Cohen & Manion, 1994). Semistrukturerade intervjuer skiljer sig fran
strukturerade intervjuer genom att samtliga respondenter i den strukturerade intervjun far
exakt lika fragor och den intervjuade forvantas svara pa ett specifikt satt (Bryman, 2004,
2011). | foreliggande studie &r barn respondenter och darfor valdes en semistrukturerad
intervju dar foljdfragor och fortydliganden av elevernas svar mojliggjordes.

3.1 Studiens design

Studiens design &r inspirerad av tva tidigare studier (Neuman, 1987) och FASETT (se fotnot
1), dar videoinspelade elevintervjuer utgor datamaterial i bada studierna. Syftet med studien
ar att identifiera elevers olika berdkningsstrategier i subtraktion genom att i detalj analysera de
satt eleverna anvander for att 16sa aritmetikuppgifter.

Datamaterialet till studien samlades in under perioden december 2016 till och med februari
2017. Eleverna i de bada klasserna informerades av klasslararen om att forskaren skulle
komma och genomfdra en diagnos och videoinspelade intervjuer. Vid forskarens forsta besok
pa skolorna informerades klassens elever om studiens upplagg och ett brev skickades hem till
vardnadshavare med en blankett for godkannande till medverkan i studien, (se bilaga 3).
Klasslararna ansvarade for insamling av Dblanketterna. Studien inleddes med en
Diamantdiagnos (Skolverket, 2013) som genomfordes och kodades av forskaren. Utifran en
analys av diagnosen gjordes ett urval av elever infor intervjuerna. De elever som klarade
diagnosen snabbt och med ratt svar, kan antas ha automatiserat uppgifterna och valdes darfor
inte ut. Fokus i studien var de elever som inte kunde l6sa uppgifterna snabbt och hade flera
fel, eftersom det kunde vara sa att de anvande tidskravande strategier som finns beskrivna i
litteraturen. Vid sex olika tillfallen genomférdes videoinspelade intervjuer av forskaren i de
bada klasserna.
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3.2 Genomfdrande

Urval av undersokningsgrupp gjordes genom att tva larare i arskurs tre, som tidigare varit
med i lararfortbildning, kontaktades och fick fragan om de var intresserade att av lata eleverna
I klasserna delta i studien. Urvalet betecknas enligt (Bryman, 2004, 2011) som ett
bekvamlighetsurval. Ett problem med bekvamlighetsurval &r att urvalet inte &r representativt
for en storre population, vilket medfor svarigheter att generalisera resultaten. Studien
genomfordes tidigt pa varterminen i arskurs 3 pa tva olika skolor, har beskrivna som skola A
och skola C. Skolorna ligger i olika omraden i ett storstadsomrade dar Skola A har en nagot
storre andel elever med utlandsk bakgrund an skola C. Lararen i skola C har lang erfarenhet
att undervisa i arskurs 1-3 medan lararen i skola A endast har arbetat nagra fa ar som larare.
Bada klasserna anvande samma laromedel i matematik. | analyserna av intervjuerna har
elevernas namn anonymiserats utan hansyn till kon.

3.2.1 Urval
| urvalet av elever som skulle delta i studien gjordes en kartlaggning med hjélp av en diagnos.

Vid diagnostillfallet berédttade forskaren for eleverna om hur diagnosen skulle genomféras och
eleverna fick majlighet att stilla fragor. Syftet med diagnosen var att ta reda pa elevernas
formaga att under en begransad tid losa huvudrakningsuppgifter i addition och subtraktion
inom talomradet 1-20, vilket ingar i kunskapskraven for arskurs 3 (Skolverket 2011, rev.
2017). Halva diagnosen av de tva diagnoserna (AG3 och AG2, fran Diamant Skolverket,
2013) sattes ihop samt kompletterades med uppgifter pa baksidan av bladet (se bilaga 4).
Diamantdiagnos AG 2 testar addition och subtraktion inom talomradet 10-19 utan
tiotalsovergdng och AG 3 testar addition och subtraktion inom talomradet 10-19 med
tiotalsdvergang (Skolverket, 2013 s.12). Eftersom studiens syfte &r att identifiera elevers olika
berdkningsstrategier i subtraktion genom att i detalj analysera de satt eleverna anvander for att
l6sa aritmetikuppgifter, valdes uppgifter som inneh6ll bade vaxling och utan véxling Gver
tiotalet.

Alla elever i bada klasserna deltog i diagnosen foérutom tva elever fran respektive klass som
var franvarande den aktuella dagen. 20 elever i skola A och 23 elever i Skola C gjorde
diagnosen, (se tabell 1). Under diagnostillfallet instruerades eleverna att byta penna efter den
tid, som det star i instruktionerna till Diamantdiagnoserna att testet skulle ta, om eleverna
hade automatiserade kunskaper. Eleverna skulle sedan fortsatta att rékna tills de fick veta att
diagnostillfallet var over. Det gav eleverna mojlighet att fullfolja testet utan stress. Nar
eleverna var klara med forsta sidan av bladet med de tva diagnoserna arbetade de med
extrauppgifterna pa baksidan for att alla elever skulle vara sysselsatta hela tiden och inte stéra
varandra. Efter fem minuter bytte eleverna penna och efter tolv minuter avbrots arbetet med
diagnosen. | anvisningarna till Diamantdiagnoserna (Skolverket, 2013) star att elever som har
flyt i sitt rdaknande klarar en AG 2 diagnos pa 3-4 minuter. Forskaren samlade in alla
diagnoserna och analyserade resultaten. Elevernas svar pa diagnosen skrevs in i en tabell for
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respektive klass for att fa en oversikt dver om och hur alla elever i de bada klasserna 19st
uppgifterna i diagnosen.
Efter bearbetning av resultatet pa diagnoserna gjordes ett urval av de elever, som skulle ingd i
intervjustudien, utifran tva kategorier:

1. Elever som inte hann klart pa den planerade tiden av 12 minuter.

2. Elever som hade flera fel pa diagnosen.

Pa de bada skolorna deltog 43 elever i kartlaggningen. Antalet elever som var franvarande vid
diagnostillfallet ar i tabell 1 markerade inom parentes. 20 elever valdes ut for intervju, tio
elever fran skola A och tio fran skola C, vilket var ndgot mindre &n halften av eleverna. Alla
10 elever i skola A hade tillstand fran vardnadshavare att delta i videofilmade intervjuer
medan tva av de tio utvalda eleverna i skola C inte hade tillstdnd och deltog inte. Efter bortfall
av tva elever intervjuades och videofilmades totalt 18 elever, 10 elever i Skola A och 8 elever
i skola C, 11 flickor och 7 pojkar, (se tabell 1).

Tabell 1. Undersokningsgruppen fordelad pa skola och kén, inom parentes bortfall.

Skola Diagnos Intervju flickor Intervju pojkar
Skola A 20 (1) 6 4

Skola C 23 (1) 5 3(2)

Totalt 43 11 7

Lang tid och flera fel pa diagnosen, kan indikera att elever har svarighet att 16sa uppgifterna
pa ett effektivt satt. De elever som inte valdes ut for intervju hade fa fel och gjorde diagnosen
snabbt och kunde darfor antas ha effektiva strategier i subtraktion.

3.2.2 Intervju
Eleverna deltog i intervjuerna under ordinarie lektionstid och ldmnade klassen vid

intervjutillfallet. Intervjuerna genomfoérdes ostort och varje intervju varade mellan 15-30
minuter, endast en intervju var langre och varade i 45 minuter. Eleverna i skola A hade traffat
forskaren tidigare eftersom klasslararen medverkat i fortbildning, medan eleverna i skola C
inte hade traffat forskaren.

Eleverna fick sammanlagt elva additions- och subtraktionsuppgifter att l6sa under den
videoinspelade intervjun. Forskaren laste upp fragan for eleven som fick tid att tanka ut ett
svar. Intervjufragorna stalldes sa att elevernas svar var i fokus och intervjuarens fragor kunde
omformuleras for att ge eleverna mojlighet att aterberatta innehallet i fragan (Cohen &
Manion, 1994). Under intervjun uppmuntrades eleven att berétta hur hen kommit fram till ett
svar genom att forskaren stéillde fragan: "Hur vet du det?” Eleven gavs mdjlighet att utveckla
sitt svar och beratta om tillvagagangssattet. Om eleven inte forstod uppgiften lastes den igen
med nagon liten korrigering for att sakerstalla att eleven forstatt fragan. Eleverna gavs tid till
att fundera utan att forskaren avbrot, om det inte var uppenbart att eleven inte kunde eller ville
avge nagot svar. Vid behov stélldes foljdfragor for att fortydliga att forskaren uppfattat eleven
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korrekt och eleven gavs mojlighet att utveckla sitt svar. | en kvalitativ forskningsintervju
produceras kunskap i1 samspel mellan intervjuare och respondent, fokus riktas mot
forskningsdmnet genom 6ppna fragor och respondenten bestammer vad som berattas (Kvale,
2009). Intervjuerna gav mojlighet att ta reda pa hur och pa vilket satt olika elever berattar att
de l6ser uppgifterna. Enligt Kvale (2009) ar det viktigt att intervjuaren ar éppen och lyhord
infor vad som sdgs och inte sdgs samt ar kritisk mot sina egna antaganden och hypoteser. | en
kvalitativ intervju ar forskaren intresserad av bade vad respondenten svarar och hur de svarar,
darfor ar det viktigt att allt material fran intervjun ingar i analysen (Bryman 2004, 2011). Vi
kan aldrig veta hur en elev tanker” ndr den utfor berdkningar i matematik men genom
intervjuer kan vi tolka de strategier de anvander. Enligt Bryman (2004, 2011) kan det finnas
problem vid intervjuer eftersom svaren ar beroende av hur fragan stéllts av intervjuaren och
hur den svarande forstar fragan. Ett problem i elevintervjuerna &r, att svaret kan vara anpassat
till att forsoka tillfredsstalla forskaren genom att forskaren och eleven paverkar varandra
Omsesidigt under intervjun (Kvale, 2009).

Eleverna fick fragor fran ett formuléar (se bilaga 3) med uppgifter som lastes upp, utom en
uppgift som skrevs ner med siffror och eleverna fick mojlighet att sjalva valja hur de ville
svara. Bryman (2004) menar att det ar viktigt hur fragorna stélls och att det &r en férdel med
6ppna fragor dar respondenten kan svara pa sitt eget sétt utan krav pa olika svarsalternativ. En
nackdel med intervju som datainsamlingsmetod &r enligt Bryman (2004, 2011) &ar att
intervjuerna tar lang tid och ger mycket material att bearbeta.

3.2.3 Uppgifter
Fem av uppgifterna i intervjuerna handlade om subtraktion och har analyserats i studien (se

bilaga 2). Alla uppgifter innehaller tiotalsévergangar eftersom subtraktioner med flersiffriga
tal anses vara svarare for elever an additioner (Fuson et al., 1997; Léwing, 2016). Valet av
uppgifternas kontexter &r inspirerade av FASETT (se fotnot 1). Uppgift 82-7 har ingen
kontext och ingar tillsammans med talen i uppgifterna 14-6, 13-7, 15-9 i fyra kombinationer,
som Neuman (1989) menar ingar i tio huvudrakningsuppgifter, som ir sérskilt intressanta, de
som bist visar elevernas uppfattningar av hur man ska 16sa huvudrdkningsuppgifter...”
(Neuman, 1989, s.237). Uppgiften 3227 valdes for att fa kunskap om elevernas strategier dar
talen ligger nara varandra jamfort med uppgiften 82—7 dar talen ligger langt fran varandra.
Kontexterna i uppgift 13=7+_och 6+_=14 skiljer sig at genom att i uppgift 13=7+_ ges
summan forst och fragan om den saknade delen kommer sist och i uppgift 6+ =14 beskrivs
den kéanda delen forst och fragan om den saknade delen kommer sist. Alla uppgifterna provar
om och hur eleverna anvander talfakta och tals del-del-helhetsrelation
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Uppgift 13=7+_: Du och en kompis har samlat 13 snackor tillsammans. Du har hittat sju, hur
manga har din kompis hittat da?

| uppgiften ar helheten 13 kand samt en av delarna 7 och eleven ska ta reda pa den saknade
delen 6.

Uppgift 6+_=14: Tank dig att du ska duka till mellanmalet. Du séatter ut 6 glas pa bordet. Ni
ar 14 barn. Hur manga glas behover du hamta?

| uppgift 6+ =14 ar en del kand 6, samt helheten 14 och eleven ska ta reda pa den saknade
delen 8.

Uppgift 32-27: En annan dag har du samlat 32 stenar och din kompis 27. Hur manga fler
har du da?

Uppgift 32-27 handlar om skillnaden mellan tva narliggande tal.

Uppgift 15-9: En I6rdag far du 15 godisar och &ter genast upp 9. Hur manga har du kvar
da?

Uppgift 15-9 provar hur eleverna behandlar tal som ligger nara 10.

Uppgift 82—7:

Uppgift 82-7 handlar om skillnaden mellan tva tal som ligger langt fran varandra.

Alla de analyserade uppgifterna handlar om subtraktion och har olika karaktar, déar
uppgifterna 13=7+-, 6+ =14, 15-9 och 32-27 har en kontext och uppgift 82—7 &r utan
kontext. Situationerna/hdndelserna (Fuson, 1988) i kontexterna, beskrivs som ”ta bort” i
uppgifterna 15-9 och 82-7, som en ”jamforelse” i uppgift 32-27 och som “komplettera/ldgga”
till i uppgifterna 13=7+-, 6+ =14. Kontexten i uppgifterna 13=7+-, 6+ =14 kan gora att
eleverna ser subtraktionen som en addition (inverterad addition). Tre av uppgifterna ar inom
talomradet 1-20: 13=7+-, 6+ =14 och 15-9 och tva uppgifter inom det hogre talomradet 32—
27, 82-7. Fragorna stalldes muntligt till eleverna men i nagot fall ville en elev lasa fragan
sjalv ocksa. Den sista uppgiften 827 fanns nedskrivet pa en lapp och lastes av eleverna
tillsammans med forskaren.

3.2.4 Video
I foreliggande studie har videoinspelning anvants vid intervjutillfallena for att samla in

datamaterial. “For decades, researchers in mathematics education have been using technology
to capture and study audio and then audio coupled with visual images of teachers and students
engaged in mathematical activity” (Powell et al., 2003). Innehdllet i de videoinspelade
intervjuerna har studerats och analyserats upprepade ganger for att fa mojlighet till en
fordjupad analys. Videoinspelning ger forskaren mdgjlighet till en grundlig analys av
innehallet i intervjun genom att titta pa filmerna vid upprepade tillfallen samt att innehallet i
filmerna kan anvandas vid fortsatt forskning (Bryman, 2004, 2011; Powell et al., 2003).
Eleverna i studien verkade inte paverkade av att intervjuerna spelades in. Det var bara vid
nagot enstaka till falle som nagon elev kommenterade kameran. En nackdel vid inspelning ar
risken att respondenten paverkas av att intervjun spelas in och blir aterhallsam eftersom
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innehallet i intervjun sparas och det kan medfora att svaren inte blir sa intressanta som
forvéantats (Bryman, 2004, 2011). Det videoinspelade materialet i studien var av god kvalitet
och alla elevernas svar framgar tydligt. Inspelningarna gjordes av forskaren genom att en
kamera stalldes upp framfor eleven riktad sa att handerna syntes. Ansikte och hander filmades
endast om vardnadshavare gett tillstand till att elevens ansikte fick synas i bild. Intervjuerna
gjordes i grupprum och det var ibland svarigheter med placeringen av kameran for att fa en sa
god bild som mgjligt eftersom de utrymmen vi hade till forfogande var tranga pa en av
skolorna. Vid enstaka tillfallen blev intervjun stérd av att nagon Gppnade dérren men alla
intervjuer kunde genomfdras som planerat.

3.2.5 Transkribering
Intervjuerna har transkriberats i sin helhet med undantag for den forsta delen i

frageformuléret, eftersom den delen inte ingdr i studien da den handlar om ett annat innehall.
Transkribering av filmat material ar tidskravande och medfér att omfanget av det skrivna
materialet &r omfattande (Bryman, 2004, 2011). Vid transkriberingen av intervjuerna har allt
som sdgs i videofilmerna transkriberats. Nagra ”"Hmm” fran forskaren finns inte med om de
inte fyller ndgon annan funktion annat dn att ”jag hor vad du sdger”. Nar eleverna ténkt tyst
har det markerars med punkter for att tydliggora pauser. Elevers anvandning av fingrarna, har
beskrivits i detalj. Transkribering av videoinspelat datamaterial innefattar bade tal och gester
(Powell et al., 2003). Né&r filmerna i foreliggande studie analyserades i arbetet med
kategoriseringen gjordes en jamforelse av transkripten med innehdllet i intervjun for att
sakerstalla Gverensstammelsen. Det ar viktigt att sikerstalla kvaliteten pa transkriberingen
(Bryman, 2004). Ett problem vid transkribering ar att den som skriver ner vad som sags pa
inspelningen kan hora fel eller missuppfatta vad som sags (Bryman, 2004, 2011).

3.3 Analys

Variationsteorin (Marton & Booth, 1997, 2000; Runesson, 1999; Marton & Pang; 2006; Lo,
2014) har valts som verktyg i analysprocessen vilket skiljer sig fran Neumans (1987)
fenomenografiska studie.

Analysenheten i studien ar de enskilda intervjuerna. Elevernas strategier har analyserats
genom att vid upprepade tillfallen titta pa videofilmerna. | analysarbetet kunde elevernas
beskrivningar av berékningsstrategier identifieras och kategoriseras. Likheter och skillnader i
olika berakningsstrategier i subtraktionsuppgifterna har analyserats (Runesson Kempe, 2016).
Analyserna gjordes utifran hur varje elev I6st de fem uppgifterna. Ytterligare jamforande
analys gjordes utifran de olika satt respektive uppgift losts av eleverna (likheter och
skillnader). I analysprocessen och uppréttandet av de olika kategorierna analyserades filmerna
och transkripten tills alla elevernas berékningsstrategier kategoriserats. Nar kategoriseringen
av strategierna var gjord, delades de in i tva underkategorier dar en forsta delen var strategier
dar eleverna har anvant fingrarna, och den andra dar fingrar inte anvants.
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3.3.1 Validitet, reliabilitet och generaliserbarhet
Krav pa hog kvalitet stélls pa all forskning och en studies kvalitet diskuteras utifran validitet

och reliabilitet. Validitet, det vill sdga om studien undersoker vad den avser att undersoka,
genomsyrar hela forskningsprocessen (Kvale, 2009). Foreliggande studiens syfte &r att
identifiera elevers olika berékningsstrategier i subtraktion genom att i detalj analysera de satt
eleverna anvander for att I6sa aritmetikuppgifter. Alla intervjuer genomfoérdes pa samma satt
och alla elever fick samma fragor med undantaget att nagon fraga inte gavs om en elev haft
stora svarigheter med uppgifterna och intervjun darfor dragit ut pa tiden. Intervjufragorna i
foreliggande studie ar utvecklade fran frageformular i forskningsprojektet (FASETT) och
diskuterade med forskare fran gruppen. For att oka validiteten kan forskaren préva om
intervjufragorna mater vad de avser att mata genom att lata andra granska dem “face validity,
that is whether the questions asked look as if they are measuring what they claim to measure”
(Cohen & Manion, 1994, s.281). Fragorna i studien bestar av olika typer av
subtraktionsuppgifter i syfte att identifiera elevers olika berékningsstrategier i subtraktion
genom att i detalj analysera de séatt eleverna anvénder for att 16sa aritmetikuppgifter. Video
anvandes vid intervjuerna eftersom endast ljudupptagning inte hade gett mojlighet att se hur
eleverna anvande fingrarna i berakningarna. Videosekvenserna gav majlighet att titta pa
sekvenserna upprepade ganger samt till fordjupade analyser och diskussioner av innehallet
med kollegor. For att 6ka reliabiliteten har ett urval av de analyserade videosekvenserna
diskuterats pa ett seminarium med forskargruppen i FASETTprojektet. Excerpt fran de 18
filmerna valdes ut av forskaren for att ge lasaren exempel pa elevers olika
berdkningsstrategier. Alla elevers strategier har analyserats men i resultatdelen presenteras
endast de olika satt som framtratt i materialet.

Studiens reliabilitet, resultatens konsistens och tillforlitlighet beskriver noggrannheten av
analysen (Kvale, 2009). Ambitionen i studien &r noggrannhet i insamlandet av datamaterialet,
transkriberingen och redovisningen av studiens resultat. 1 analysen av elevsvaren gicks
filmerna igenom upprepade ganger efter transkriberingen for att sakerstalla att allt som sags
under intervjuerna blivit transkriberat. Hur eleverna anvande fingrarna kontrollerades med
transkripten for att fa fram en sa korrekt beskrivning som mojligt, vilket okar reliabiliteten. |
en kvalitativ studie &r det forskaren som samlar in och analyserar datamaterialet, en risk finns
att forskarens egna erfarenheter paverkar tolkningen av resultatet (Cohen & Manion, 1994).
Jag ar medveten om att min egen langa erfarenhet som larare, kan ha paverkat mitt satt att
tolka elevernas svar.

I kvalitativ forskning anvénds reliabilitet (Bryman, 2004, 2011) som beskriver
forskningsresultatens konsistens och tillforlitlighet. Om eleven inte svarat pa fragan kan vi
inte veta om det beror pa att eleven inte kan losa uppgiften och inte vill visa det eller om
eleven inte vill svara. Kategorierna i materialet & de som framkommit vid analysen men vi
kan inte veta om alla kategorier av strategier eleverna anvénder syns i materialet och det
paverkar validiteten. En svaghet kan vara att intervjuaren inte alltid lyckas tolka elevens svar
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sa att elevens strategi kommit fram tillrackligt tydligt och den foljdfraga som behovts inte
stalldes. For att oka reliabiliteten vid kategoriseringen har vid nagot enstaka fall har en
professor tittat pa filmsekvensen och transkripten, dar det inte varit helt tydligt i vilken
kategori elevens strategi skulle placeras i, vilket 6kar den interna reliabiliteten. | kvalitativa
studier gors inte ansprak pa generaliserbarhet darfor gar det inte att faststilla om
kategoriseringen av elevernas berakningsstrategier géller aven for liknande grupper.

3.3.2 Etiska 6vervaganden
| foreliggande studie har principerna i vetenskapsradets skrift God forskningssed anvants

(Vetenskapsradet, 2011). Enligt Bryman (2004) finns det hos olika forfattare
meningsskiljaktigheter om vad som &r och inte &r etiskt acceptabelt. Studiens uppléagg faller
inte under lagen om etikprévning och ans6kan har darfor inte lamnats in.

Informerat samtycke (Vetenskapsradet, 2011) har inhamtats skriftligt fran elevernas
vardnadshavare. En blankett (se bilaga 3) delades ut till elevernas vardnadshavare, som fyllde
i om eleven fick delta i videofilmad intervju och om elevens ansikte fick synas i bild. De
elever som fick delta men inte fick synas i bild, filmades sa att endast handerna syntes och
elevens beskrivningar av berakningarna spelades in. Eleverna och deras vardnadshavare
informerades om studiens syfte och mgjligheten att avbryta deltagande. Tillstand till
intervjuer med eleverna i de bada klasserna inhamtades dven muntligt hos skolornas rektorer
och via mail av klasslérarna. Anonymiteten for eleverna och skolorna i studien sékrades
genom att varje elev fick ett kodnummer som forvaras hos forskaren, och skolorna
betecknades med en bokstav. | studien inblandade elever, vardnadshavare, larare och rektorer
informerades om att datamaterialet endast skulle anvandas i forskningssyfte. Allt datamaterial
i studien har sparats pa en extern harddisk, som endast forskaren har tillgang till och forvaras
inlast.

Hansyn togs till elever som inte kunnat l6sa uppgifter eller anvant lang tid jamfor Bryman
(2004) “harm to participants” Bryman, 2004, 5.509) genom att intervjun avslutades da eleven
bedomdes inte orka med fler uppgifter. Eleverna i de bada klasserna fick inte reda pa
resultaten pa diagnosen och kande inte till urvalskriterierna infor intervjuerna. Eftersom en sa
stor del av eleverna (nastan halva klassen) intervjuades, uppstod inte nagot etiskt dilemma néar
elever, som inte lyckats sa bra pa testet, valdes ut.
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4. Resultat

Da tidigare forskning pekar ut elevers anvandning av fingerrakning som centralt, har i denna
studie elevers anvandning av fingrar i berékningar av i subtraktion kategoriserats i de
strategier som involverar fingrar och de strategier dar fingrar inte anvands:

Av de arton intervjuade eleverna anvéander elva elever dubbelrakning uppat eller nerat med
hjalp av fingrarna i sina berékningar i en eller flera uppgifter. Det betyder att 60 % av de
intervjuade eleverna anvander fingrar i sina berdkningar. Tre av eleverna anvénder
dubbelrakning pa fingrarna i alla uppgifter. De 14 elever (77 %), som raknar uppat eller nerat
pa talraden ett steg i taget, (vare sig de raknar med fingrarna eller ej), behandlar talen som
enstaka enheter (singel units) vilket gor att de inte anvander talens del-del-helhetsrelation for
att dela upp (decompose) eller sétta ihop (compose) tal i berékningarna. Fem av eleverna loser
nagra uppgifter med fingrar och andra uppgifter utan fingrar som stéd. Resultatet visar att
aven de elever, som inte anvénder fingrarna, &r osakra i berdkningar av uppgifter i
subtraktion. Endast sju elever loser alla uppgifterna utan fingrar varav tre elever har
svarigheter med vaxlingen 6ver tiotalet och loser inte uppgifterna korrekt. Dessa elever gissar,
far fel svar eller ger upp.

Utifran det variationsteoretiska ramverket &r ett antagande i studien att elevernas
berdkningsstrategier speglar hur de erfar tal. Enligt variationsteorin agerar man i vérlden
utifran hur man erfar den (Marton & Booth, 2000). Elevernas sitt att berdkna
subtraktionsuppgifter, har analyserats med fokus pa den variation som finns inom och mellan
strategier. Elevernas strategier har kategoriserats och skillnader inom och mellan strategier
beskrivits. Elever som anvander fingrar anvander dven berdkningsstrategier som beskrivits
under Ovriga strategier”.
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4.1 Elevernas berékningsstrategier

Elevernas berakningar beskrivs utifran de strategier som blivit synliga i analysen. En narmare
beskrivning av skillnaderna aterfinns langre fram i texten. Elevernas berakningsstrategier har
kategoriserats som:

Beréakningsstrategier med fingrar: Ovriga strategier utan fingrar:
Dubbelréakning uppat Upprakning av tal
Dubbelrakning nerat Dubblor
Fingermonster Tals del-del-helhet

Talfakta

Elva elever, 60 % anvéander dubbelrakning uppat eller dubbelrakning nerat med hjélp av
fingrarna i minst en uppgift. Fyra elever anvander dubbelrdkning uppat/nerat eller
fingermonster i alla uppgifter och tva elever anvander dubbelrakning uppéat/nerat i alla
uppgifterna.

| tabell 2 framgar pa elevniva, vilka uppgifter eleverna I6st med fingrar, vilka de 16st utan
fingrar, samt om de anvéant dubbelrékning uppat, dubbelrékning nerat eller fingermonster.
Dubbelrakning uppat anvander hélften av de 18 intervjuade eleverna, i uppgift 32-27 och en
tredjedel av eleverna anvander dubbelrdkning uppat i uppgifterna 13=7+_och 15-9.
Dubbelrékning med hjalp av fingrar markeras pa tva sétt (se tabell 2 for att visa om eleven har
anvant dubbelrakning uppat (D1) eller dubbelrakning nerat (D2). Nar eleverna avlast antal
med hjélp av fingrar utan att rakna dem (subitizing) betecknas det som M for fingermdnster.
Fingermonster anvander samma tva elever i de tre uppgifterna 13=7+_, 15-9 och 6+ _=14.

Av de 18 intervjuade eleverna &r det sju elever, som inte anvander fingrarna i berdkningarna
och tomma rader (se tabell 2) visar att fingrar inte anvénts i berakningarna. Vid atta tillfallen
gjorde elever inte uppgiften, markerade med -, antingen gav eleven upp for att uppgiften var
for svar eller sa fick eleven inte den sista uppgiften 82—7 eftersom de andra uppgifterna varit
svara. En elev gjorde uppgiften 32-27 med dubbelrdkning men svarade inte pa de andra
uppgifterna eftersom de var for svara for eleven. Tals del-del-helhetsrelation, dubblor och
uppraknade tal forekommer i bada grupperna av elever som anvéander fingrar och inte
anvander fingrar i sina berdkningar. Nagra elever har anvéant mer &n en strategi for att losa
uppgifterna och da har bada strategierna tagits med i resultatet.
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Tabell 2. Elevers fingerstrategier. Av tabellen framgar vilka olika fingerstrategier varje elev anvéant, D1 =
dubbelrékning uppat, D2 = dubbelrakning nerat, M = fingrar som fingermonster, tom rad = anvande inte fingrar
och - = gjorde inte uppgiften/gav upp.

Elev Uppgift 1 Uppgift 2 Uppgift 3 Uppgift 4 Uppgift 5 Antal
13=7+_ 32-27 15-9 6+ =14 82-7 uppgifter med

fingerrékning,
inom parentes
dubbelrékning

Anna D1 (1)

Bertil

Cecilia D1 D1, D2 D2 D1 - 4 (4)

David M D1 M M D2 5(2)

Elina

Fredrik M D1 M M D2 5(2)

Gustav

Hanna D1 D2 (2)

Ivan M, D2 D1 2(2)

Jason

Kia D1 D1 D1 D1 D2 (5)

Lotta - - -

Mans - D1 - - - (1)

Nora D1 D2 (2)

Olle

Pia D1 D1 (2)

Robert

Simon D1 (1)

Antal elever 6 9 6 5 4

dubbelrékning

och

fingermonster

Av tabell 2 framgar att dubbelrakning uppat och nerat med hjalp av fingrar forekommer
oftare an fingermonster. Fingermoénster anvands av tre elever dar fingrarna &r ett stod for att
uppfatta antal. Dubbelrakning uppat ar vanligast i uppgift 32-27 dar hélften av eleverna
anvander fingrarna i sina berékningar. Dubbelrakning nerat anvands av eleverna i tre av
uppgifterna, 15-9, 32-27 och 82-7, tre elever i berékningar av uppgiften 15-9 och fyra elever
i 82—7. En elev var oséker och anvande bade dubbelrakning uppat och nerat i uppgift 32-27.
Oavsett berdkningsstrategier med eller utan fingrar ar det atta elever som far fram ett felaktigt
svar i sina berékningar och fyra eleverna som gav upp nér de inte kunde l6sa uppgiften. 1
nedanstaende text analyseras elevernas olika strategier

| dubbelrakning anvéander eleverna fingrarna for att halla reda pa antal steg uppat eller nerat
pa talraden. Utifran beskrivningar, som tva elever gor. framgar att de haller tva talrader
samtidigt i huvudet nar de sager antalet steg 1,2,3,4 men upptacker att det ar svart och 6vergar
till att anvanda ett finger i taget for att halla reda pa var pa talraden de befinner sig, vilket ar
nagot som identifierats i tidigare forskning (Svenson & Sjoberg, 1982; Neuman, 1987; Gray
& Tall, 1994).

30




Dubbelrakning uppat med hjalp av fingrarna anvénds i uppgifterna 13=7+_, 15-9, 6+_=14
och 32-27. Dubbelrakning nerat anvands pa samma satt som dubbelrékning uppat men
forekommer inte lika ofta som dubbelrakning uppat, (se tabell 2). Dubbelrékning nerat
anvands av eleverna i tva av uppgifterna, 15-9 och 82-7. Elever, som anvander
dubbelrakning uppat och nerat i sina berakningar, anvander inte talfakta eller talens del-del-
helhetsrelation utan tar ett steg i taget och uppfattar talen som enstaka enheter (singel units)
vilket enligt Fuson et al., (1997, s.152) kan vara svart speciellt i subtraktion nar talen har en
tiotalsdvergang.

Fingermonster anvénds av tre elever i uppgifterna 13=7+_, 15-9 och 6+_=14 dar fingrarna ar
ett stod for att uppfatta antal och eleverna loser uppgifterna samtidigt som fingrarna visar en
bild av talet (subitizing). De elever som anvander fingermonster visar antal med hjalp av alla
fingrarna pa bada handerna, till exempel sju fingrar plus tre fingrar, 7+3=10 eller sex fingrar
plus fyra fingrar 6+4=10 (Neuman, 2013, s.19). | strategin fingerménster behandlar eleverna
tal som grupperade enheter (se tabell 2) och talens del-del helhet framgar nar eleverna visar
hur fingrarna delas upp.

Strategin tals del-del-helhetsrelation dar fingrar inte anvands, férekommer i alla uppgifterna
och mest i uppgiften 82—7 dar 7 delas upp i 2+5 och 82 i 80+2. Uppdelningen av talen
underlattar berékningen eftersom eleverna da utfor berakningen i tva steg, forst utfors
subtraktionen 82—2 och sedan 80-5 for att komma fram till svaret 75. | kategorin tals del-del-
helhetsrelation anvander eleverna ett jamt tiotal som hallpunkt (benchmark) for att underlatta
berékningen genom att dela upp ett tal, vilket kraver kunskaper om hur talens delar forhaller
sig till helheten. Ett exempel &r uppgiften 13=_+7 dar kunskaper om delarna i talet 10 en ar
hjalp genom att eleven forst adderar tre till sju fér att komma till tio 3+7=10 och sedan
fortsatter tre steg fran tio 10+3=13, lagger ihop de tva treorna for att komma fram till svaret 6,
som enligt Murata och Fuson (2006) ar en effektiv strategi. | uppgiften 6+ =14 anvander
eleverna tiotalet som hallpunkt genom att forst rakna fyra steg fran sex upp till tio och sedan
fyra steg fran tio till fjorton, 6+4=10, 4+4=8. Fuson et al., (1997 s.145) beskriver en strategi
for berékning over tiotalet, som tva elever anvander i uppgiften 15-9 forst raknas 10-9= 1 och
sedan 1+5=6

Dubblor 6+6 eller 7+7 anvénds av flera elever i uppgifterna 6+ =14 och 13=7+_= som en
hjélp att 16sa uppgifterna, vilket &r en strategi som Murata och Fuson (2006) menar inte &r den
mest effektiva. Det gar inte att avgéra om elever som anvander dubblor har lart sig dubblorna
utantill. Nar eleverna anvént dubblorna 4+4 och 3+3 har det inte rédknats in i kategorin
dubblor utan som en strategi att se tals del-del-helhetsrelation.

Talfakta anvander endast en av de intervjuade eleverna i tva uppgifter, eleven »vet” att 15—
9=6 och ser direkt att 32—27=5.

Uppréaknade tal (singel counting) uppat eller nerat, anvander elever i uppgiften 32-27 och 15—
9 nar de sager ett rakneord i taget pa talraden. Elever kan hora rakneordens antal till exempel i
uppgift 32-27=5 28,29,30” med eller utan hjalp av ett finger i taget for att halla reda pa
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antalet steg (Neuman, 1989). Eleverna behandlar i detta fall talen som enstaka enheter (singel
units).

Hur ofta de olika strategierna forkommer i uppgifterna framgar av tabell 3. Eleverna anvander
vid nagra tillfallen mer &n en strategi i berakningen vilket innebar att antalet elever (n)
overstiger 18 i nagot fall. Gemensamt med elever som anvander fingrar och de som inte
anvander fingrar ar att tals del-del-helhetsrelation, dubblor och uppréknade tal férekommer i
bada grupperna.

Tabell 3. Antal tillfallen olika berdkningsstrategier anvinds, pa uppgiftsniva.

Uppgift | Dubbel- | Dubbel- | Finger- Tals del- Dubblor | Upprdknade | Talfakta | Skriftliga
rakning rakning ménster del- tal rakne-
uppat nerat helhets- metoder/
med med relation Algoritm

fingrar fingrar

13=7+_| 4 0 2 4 7 0 0 0
3227 |9 0 0 4 0 1 1 0
159 |2 4 3 8 0 1 1 0
6+ =14 | 4 0 2 7 7 0 0 0
82-7 |0 4 10 0 1 0 2
Totalt | 19 8 7 33 14 3 2 2

| tabell 3 framgar att berdkningar med fingrar, dubbelrakning uppat, nerat och fingermonster
de mest frekventa anvanda strategierna. Tals del-del-helhetsrelation forekommer i
berdkningar med och utan fingrar och ar den enskilt mest forkommande strategin, vilket visar
sig genom att eleverna anvander tiotalet som hallpunkt (benchmark) i berakningarna och delar
upp talen for att komma till ndrmaste tiotal. Elever som anvénder fingermdnster utnyttjar
tiotalet som en hallpunkt och anvéander da talens del-del-helhetsrelation vilket inte ar fallet
vid dubbelrdakning med fingrar. Dubblor anvands i tva av uppgifterna av elever som inte
anvénder fingrarna.

Véxling Over tiotalet, har tidigare forskning (Fuson et al., (1997, s.152) visat att elever kan ha
problem med. Uppgiften 32-27=5 vallar problem for fyra av eleverna som inte kan véxla 6ver
tiotalet utan gor berdkningen av uppgiften 32-27=5 genom att forst rdkna tiotalen 30-20=10
och sedan entalen dar de vander pa talen 2-7 men tanker 7-2 och svarar 5+10=15 eller ger
upp nér de inte kan. Néar eleverna forst raknar tiotalen for sig och sedan entalen anvander de
“talsorter” for att utfora berdkningen, vilket Fuson (2003) beskrivit som ett problem eftersom
svaren ofta bli fel. Tva elever gav upp nar de inte visste hur man véxlar éver tiotalet nar de
anvande talsorter for tiotalen och inte visste hur de skulle gora med entalen. Tva elever
anvander algoritm vid berakningen, men visar att de inte ar helt sékra pa sjalva proceduren.
En elev inser att 15-9 &r lika svar att rdkna ut med huvudrakning som med algoritm eftersom
eleven visar ha svarigheter med vaxlingar Gver tiotalet och klarar inte proceduren. En elev
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anvande algoritm och kunde l6sa uppgiften 82—7=75. Skriftliga rdknemetoder/Algoritm har
inte kategoriserats som en strategi men finns med i tabell 3 eftersom tva elever anvander
algoritm vid berékningen.

4.2. Skillnader i strategier med fingrar

Elevers olika sétt att anvanda fingrarna i berdkningarna av uppgifterna har kategoriserats som
fingermonster och dubbelrakning?. | nedanstdende text beskrivs en analys av elevernas
berdkningsstrategier nér de anvant fingrarna for att 16sa uppgifterna.

4.2.1 Dubbelrakning

Vid dubbelrékning med hjalp av fingrar anvéands ett finger i taget for att halla reda pa antalet
steg uppat och nerat i berakningarna och var pa talraden de befinner sig. Eleverna haller reda
pa tva talrader samtidigt, en for att rakna upp eller ner pa talraden och en for att halla reda pa
antalet steg och visar det genom till exempel genom att vika ut eller vika in ett finger i taget.
Eleverna haller reda pa antalet rakneord med hjalp av fingrarna och behandlar talen som
enstaka enheter (singel units) pa talraden.

4.2.2 Dubbelrékning uppat

Dubbelrékning uppat anvands av eleverna i uppgift 13=7+_, 6+ =14, 32-27 och 15-9. Ingen
elev anvande dubbelrakning uppat i uppgiften 82-7. I exemplen nedan beskrivs de olika satt
som identifierats gallande hur eleverna anvander dubbelrékning uppat i uppgiften 32-27.

Fyra av de nio eleverna, som anvander dubbelrékning uppat i uppgift 32-27, haller reda pa
antalet steg med hjalp av att vika ut eller vika in ett finger i taget fran 27 upp till 32.

Kia loser uppgiften 32-27 med att forst saga 32, tinker tyst, haller ihop bada handerna pa
bordet, rér med sma rorelser ett finger i taget och svarar 5. Vid forskarens fraga ”Hur gjorde
du da?” forklarar Kia svaret ”5” genom att lagga bada handerna pa bordet och bérja rakna
fran 27 samtidigt som hon pa hoger hand forst lyfter tummen och sedan ett finger i taget,
raknar hogt fran 27 upp till 32. Kia ger en forklaring: ”Hon hade ju 27 (lyfter tummen och ett
finger i taget pa hoger hand och séager) 28,29,30,31,32 ja, lite s4”, (rad 5-6). Kia raknar uppat
pa talraden och haller reda pa antalet steg ett i taget med hjalp av fingrarna, tva talrader
anvands samtidigt, en for att rakna upp pa talraden och en for att halla reda pa antalet steg.
Néar Kia forklarar sin 16sning for forskaren, visar hon hela handen som en bild av talet fem
som inte rdknas utan antalet fem uppfattas genom subitizing.

25e2.1.30ch2.1.4
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Excerpt 1
Kia uppgift 32-27
1. E: 32 (Ror lite pa fingrarna)..5
F: Hur gjorde du da?
E: Jag raknade fortfarande pa fingrarna
F: Kan du visa pa fingrarna hur du gjorde da?
E: (Lagger bada handerna pa bordet) Hon hade ju 27 (lyfter tummen och ett finger i
taget pa hoger hand) 28,29,30,31,32 ja lite sa
F: och da blir svaret?
E:5

O N kW

Kia anvander dubbelrakning uppat med hjalp av ett finger i taget aven i de fyra uppgifterna
13=7+_, 6+_=14, 32-27 och 15-9.

Nora anvander dubbelrakning uppat pa ett annat satt an Kia i uppgiften 32-27. Nora borjar
med att ta fram en knuten vansterhand, viker ut ett finger i taget och samtidigt sager:
”1,2,3,4...” , (rad 8-9). Nar Nora sager ~1,2,3,4” visar det att hon haller en talrad for sig sjalv
i huvudet och forsoker rakna antalet steg upp till 32, men &ndrar sig inser att det ar battre att
borja pa 27 och rakna uppat med hjalp av ett finger i taget fran 27. Antalet steg haller Nora
forst i minnet nar hon siager 1,2,3,4”0ch borjar sedan om och raknar med hjélp av fingrarna
pa samma satt som beskrivs av Svenson och Sjoberg (1982, s.94). Nora visar sin forklaring:”..
nej vanta (Knyter handen igen och borjar om med ett finger i taget) 28,29,30,31,32 (haller
hela véansterhanden pa bordet, viker ut ett finger i taget, tar fram tummen pa hégerhanden) 33
sa!”, (rad 9-10). Nédr Nora har kommit till 33 dr hon ndjd och visar sitt svar, ”6” genom hela
den ena handen och tummen pa den andra handen. Hon slutar inte vid 32 utan raknar ett steg
for langt och far da svaret 6.

Excerpt 2
Nora uppgift 32-27
1. Eh...(Ténker nigra sekunder med handerna under bordet)..6
F: Hur tanker du da?
E: Eh...vet inte
F: Du réknar pa nagot satt
E: Jag raknar pa fingrarna
F: Ta fram dina fingrar och visa hur du gér nar du raknar pa fingrarna, sa far jag
se....(uppmuntrar till att visa)
E: Eller jag vet inte ..(tar fram en knuten vénsterhand och viker ut ett finger i taget,
borjar med tummen,) 1,2,3,4. nej véanta

©COoN kWD
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10. (Knyter handen igen och borjar om med ett finger i taget) 28,29,30,31,32 (haller hela
vansterhanden pa bordet, viker ut ett finger i taget, tar fram tummen pa hdgerhanden)
33 sa!

Nora och Simon, som beskrivs nedan, anvander dubbelrékning uppéat néar de beraknar 32-27
men pa ett annat satt an Kia. Nar Nora och Simon haller séger 1,2,3,4 ar det exempel pa att de
har tva talrader samtidigt i huvudet och raknar forst pa en talrad 1,2,3,4, for att ta reda pa
antalet steg och pa en annan talrad fran 27 upp till 32 pa talraden men att de gor det pa tva
olika sétt.

Simon haller ihop bada handerna pa bordet, ror lite pa fingrarna och raknar uppgiften 32-27
tyst for sig sjalv och svarar ”13”. Ndr han uppmanas av forskaren att forklara siager han 13
for att 13+27 dr 32. Ja, eller hur?” sedan ”12” och nédr han far frdgan hur svaret kan vara 13
séger han att han inte vet. Han viskar ”jag vet inte. Jag far 13 ifran min hjdrna” och forklarar
sedan att han anvéander fingrarna. Pa uppmaning fran forskaren tar han fram fingrarna pa
bordet, anvander pekfingret pa den ena handen, raknar pa ett finger i taget pa den andra
handen, raknar entalen fran 7 7,8,9,10,11,12”, (rad 3). Nar forskaren fragar hur manga steg
det ar visar Simon genom att peka pa talen som finns nedskrivna pa pappret. Simon visar hur
han réknar, tar fram handen och lyfter ett finger i taget samtidigt som han raknar 1,2,3,4,5”,
(rad 10-12). Av beskrivningen framgar att han bortser fran tiotalen och raknar antalet steg pa
talraden fran 7 upp till 12, ser pa fingrarna utan att rakna dem och anvander subitizing for att
uppfatta att det & fem steg mellan 7 och 12. Detta tyder pa att han raknar pa tva talrader
samtidigt, antalet steg mellan 7 och 12 och att han &r pa 27 pa talraden och ska till 32.

Excerpt 3
Simon uppgift 32-27
1. E: Sa (Tar fram bada handerna och lagger dem pé bordet)
2. F: Hur gor du?
3. E: (Pekar med pekfingret pa vénster hand pa ett finger i taget pa hdger hand )
7,8,9,10,11,12
F: Du tanker att du raknar fran 7
E: till 32
F: Hur manga steg ar det da?
E:5
F: Ar det 5 steg upp? Visa pa fingrarna hur du gjorde da!
10. E: (Lyfter ett finger i taget pa hogerhanden) 1,2,3,4,5
11. F: Du raknade inte 1,2,3,4,5. Du startade ju pa 27 sa du
12. E: jag raknade 1,2,3,4,5 (Visar pa talet som ar nerskrivet)
13. F: Aha, du raknade antalet steg du gick uppat, det var det som var 1,2,3,4,5
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Det som skiljer Nora och Simon &r att Simon inte namner att han raknar fran 27 upp till 32
utan séger i stallet att han raknar fran 7 upp till 12, medan Nora raknar upp fran 27 till 33
aven om hon raknar ett steg for langt. Bada anvander dubbelrakning uppat dar de visar antalet
steg med ett finger i taget och anvénder talen som enstaka enheter (singel units).

Anna raknar fel pa talraden nar hon loser uppgiften 32-27. Hon funderar nagra sekunder pa
uppgiften, haller bada handerna pa bordet och ror knappt synbart pa fingrarna. Det framgar att
svaret hon ger dr 4 men pa fragan hur hon vet det, forklarar Anna sin berdkning genom att
vika ut ett finger i taget pa vanster hand och berattar att hon raknar “uppat 28, 29, 30, 32 alltsa
skiljer det 4>, (rad 5). Anna inser inte att svaret ar fel, da hon missar ett tal pa talraden.

Excerpt 4

Anna uppgift 32-27
1. E:...(Blundar, tinker och ror lite pa fingrarna)..4
2. F:Hur vet du det?
3. E: For da hade kompisen mindre dn jag och da kan man ga uppat sa som till exempel
4. om det var da, hur manga var det 27 da gar man uppat 28, 29, 30 (Visar med ett finger
5. itaget pa vanster hand) 32 alltsa skiljer det 4.

Resultaten ovan tyder pa att Kia, Nora, Simon och Anna inte behandlar talen som grupperade
enheter (composed units) och anvander sig inte av talens del-del-helhetsrelation utan gér en
berékning. | sina berakningar anvander de dubbelrakning uppat och visar ett finger i taget for
att halla reda pa antalet steg och var pa talraden de befinner sig. | de sétt de léser uppgiften
behandlar de talen som enstaka enheter (singel units) som raknas ett i taget.
Subtraktionsuppgiften 13-7 loser eleverna genom att rakna upp ett steg i taget fran 7 till 13
for att fa fram den saknade delen. Dubbelrdkning uppat anvands av fyra elever i uppgiften
13=7+_ och fyra elever i uppgiften 6+_=14.

Hanna anvander dubbelrakning uppat i uppgift 13=7+_. Nar hon far fragan tanker hon tyst
for sig sjalv, haller ihop bada handerna pa bordet och bojer lite pa ett finger i taget pa den
hogra handen och svarar 76>, (rad 1). Forskaren fragade Hanna hur hon gjorde och da klappar
hon med hogerhanden pa véansterhanden for att visa att hon anvént fingrarna. Hanna sager
Jag raknade pa med fingrarna”, (rad 8). Da forskaren uppmanar Hanna att visa hur hon
gjorde med fingrarna svarar Hanna »8,9,10,11,12,13” samtidigt som hon viker ut ett finger i
taget med vansterhanden och ytterligare ett finger pa hogerhanden for att visa att det ar sex
steg fran 8 upp till 13, (rad 10-11). Hanna raknar ett steg i taget och haller ordning pa det
antal steg hon tagit fran 7 upp till 13 med hjélp av fingrarna och behandlar talen som enstaka
enheter (singel units).

36



Excerpt 5
Hanna uppgift 13=7+_
1. E:Eh,e€h,....6,va
F: Hur vet du det?
E: Jag eh.. raknade (klappade pa handerna)
F: Hur réknade du?
E: Eh att ..mm 7 var det va? Vad var det? (Tittar pa fragan pa frageformularet)
. Jahal 13 st
7. F: 13 st tillsammans och du har hittat 7 och hur manga har din kompis hittat da?
8. E: Jag raknade pa med fingrarna
9. F:Javisst, visa hur du gjorde med fingrarna!
10. E: (Tar vénsterhanden ett finger i taget och fortsatter sen med hogerhanden ytterligare
11. 2 fingrar) 8,9,10,11,12,13

o0 AW

Ytterligare tre elever Kia, Pia och Cecilia, anvander dubbelrékning uppat i uppgiften 13=7+_
och léser uppgiften genom att lyfta ett finger i taget for att halla reda pa antalet steg fran 8 upp
till 13 samtidigt som de réknar uppat pa talraden till 13. De réknar antalet sagda rékneord och
behandlar talen som enstaka enheter (singel units) och inte som grupperade enheter
(composed units).

Subtraktionen 14-6 IGser eleverna genom att rakna upp fran 6 upp till 14 for att fa fram den
saknade delen 8. Anna loser uppgiften 6+ =14 med hjélp av kunskaper om dubblor 6+6=12
vilket framgar av Annas forklaring, (rad 3). Nar hon far fragan i uppgiften tanker hon tyst
medan hon haller ihop bada handerna pa bordet och ror lite pa tva fingrar pa hogerhanden och
svarar ’8”. Hon visar att hon vet att skillnaden mellan 14 och 12 ar tva och adderar tva till sex
for att komma upp till 14 nédr hon sdger att “man géar uppat fran 6,7,8”. Anna visar sin
berakning fran 6 upp till 8 nar hon anvéander dubbelrakning uppat genom att halla i tva fingrar
pa vansterhanden samtidigt som hon séger 76,7..,8” for att halla reda pa de tva stegen upp till
14, (rad 5-6).

Excerpt 6
Anna uppgift 6+ =14
1. E: (Héller ihop bada handerna pé bordet och ror lite pa tva fingrar) ...8
F: Hur vet du det?
E: For om det hade varit 12 barn da hade jag behovt hamta 6 glas eftersom jag hade
stallt fram 6 men nu var det 2 mer och da kan man ga uppat fran 6,7, 8
. (Visar med fingrarna genom att halla i tva fingrar pa vansterhanden med
hdgerhanden)
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Cecilia anvéander olika satt i sin berdkning av uppgift 6+ =14, “rdkna fran borjan”/’rakna
alla”® och dubbelrékning uppat. Hon bdrjar med att anvanda kunskaper om dubblor: *Det kan
vara 6, .. 6+6”, (rad 1), angrar sig och fortsatter med att rakna fran borjan vilket betecknas
som att rikna alla” samtidigt som hon knyter handen och viker ut ett finger i taget for att
halla reda pa antalet steg, dubbelrakning uppat och far fram svaret 8 *(mumlar snabbt
1,2,3,45,6,) 6,7,8,9,10,11,12,1314, jag ska hdmta 8 vénta....”, (rad 2-4). Hon visar att hon
inte litar pa att hon fatt ratt svar och anvander dubbelrakning uppat genom att vika ut ett
finger i taget medan hon raknar uppat fran 7 tva ganger: ”Ok jag borjar fran 6 (knyter hoger
hand och viker ut ett finger i taget) 7,8,9,10,11,12,13,14 (Haller fram handen och raknar tva
omgangar pa samma hand), Jag far det till 8. Ska jag stélla ut 8, vanta?”, (rad 7-8). Cecilia ar
inte nojd med svaret och visar att hon inte litar pa sig sjalv och raknar en gang till genom att
skriva ner 6, lamnar ett mellanrum och skriver 14, (rad 10). ”Ska jag stalla ut 8, vanta (tar
pennan) jag hade dukat upp 6 (skriver 6) ok det skulle bli vad heter det.. jag hade 14 personer
(skriver 14 och slapper pennan) 7,8,9,10,11,12 ja ok da ska jag lagga till 8 da”. Hon
kontrollerar en sista gang att svaret ar 8 och anvéander rakna fran bérjan och dubbelrékning
uppat, (rad 6). ”Nu ska rdkna 6 plus 8 snabbt 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11 (Viker ut ett finger i taget
pa hoger hand) 12,13,14, ja jag tror 87, (rad 12). Cecilia anvander dubbelrékning uppat for att
fa fram svaret men visar att hon ar oséker pa om svaret ar ratt genom att rakna om flera
ganger. Cecilia anvander inte talens del-del helhet, utan behandlar talen som enstaka enheter
(singel units) som raknas.

Excerpt 7
Cecilia uppgift 6+ =14

1. E: Detkanvara6, .. 6+6 dr nej véanta
(Knyter héger hand och viker ut ett finger i taget) (mumlar snabbt 1,2,3,4,5,6,) 6, 7,
8,9,10, 11, 12, 13 14, jag ska hamta 8 vanta, vanta hur manga glas stéllde jag ut nu
igen?
F: Du hade satt ut 6 men ni ar 14 barn
E: Ok jag borjar fran 6 (knyter hoger hand och viker ut ett finger i taget)
7,8,9,10,11,12,13,14 (Haller fram handen och raknar tva omgangar pa samma hand)
Jag far det till 8. Ska jag stélla ut 8, vénta
(tar pennan) jag hade dukat upp 6 (skriver 6) ok det skulle bli vad heter det.. jag hade
10 14 personer (skriver 14 och sl&pper pennan)
11.7,8,9,10,11,12 ja ok da ska jag lagga till 8 da. Nu ska jag rakna 6 plus 8 snabbt
12.1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11 (Viker ut ett finger i taget pa hoger hand) 12,13,14, ja jag tror 8
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Cecilia anvéinder “rdkna alla” ndr hon snabbt rdknar fran borjan 1,2,3,4,5,6 for att sedan
fortsdtta med de tal som fattas upp till 14, Fuson (1988) beskriver det som “’sequence counting

¥ Se (Carpenter & Moser, 1984 ; Fuson,1988, 2003) under Tidigare forskning och teoretiskt ramverk
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all” ndr en elev snabbt sager alla rakneorden i det forsta talet och ar redo att rakna vidare
uppat men inte ar helt saker pa berakningen.

Ytterligare tva elever Kia och Ivan, anvander dubbelrakning uppat dar Kia raknar fran 7 upp
till 14 pd samma sétt som beskrivits i uppgift 32-27. Ivan forklarar forst skillnaden mellan 6
och 8 och visar det genom att peka med hdgerhandens pekfinger pa ett finger i taget pa
vansterhanden och fortsatter sedan pa hogerhanden och sager »7,8,9,10,11,12,13,14” for att
halla reda pa antalet steg fran 7 upp till 14. De fyra eleverna som anvander dubbelrékning
uppat i uppgiften 6+ =14 anvander inte talfakta eller talens del-del-helhetsrelation utan
dubbelrakning uppat med hjalp av ett finger i taget for att halla reda pa antalet steg fran 7 upp
till 14 for att fa fram svaret 8. Kia och lvan behandlar tal som enstaka enheter (singel units) i
stéllet for grupperade enheter (composed units).

Elevernas anvandning av talfakta och véxling Gver tiotalet provas i uppgiften 15-9. Tva
elever, Kia och Pia anvander dubbelrakning uppat i uppgiften 15-9 pa tva olika satt dar Kia
visar ett finger i taget medan hon raknar fran 9 upp till 15 pa samma satt som hon gjort i
tidigare uppgifter 13=7+_, 6+ =14 och 32-27.

Pia beskriver sin berdkning pa ett annat satt. Hon sager att hon anvinder “Pytte lite fingrarna”
nar hon raknar upp fran 9 upp till 15, (rad 7). Pia beskriver hur hon tinker med fingrarna “jag
tankte fingrarna och sa, sen gjorde jag, jag tankte inte fingrarna men jag téinkte 1,2,3”, (rad 9-
10). Pia beskriver att hon bade med och utan hjalp av fingrarna, forsoker halla reda pa antalet
steg”1,2,3” som en talrad i huvudet samtidigt som hon riknar p4 talraden fran 9 upp till 15.

Excerpt 8
Pia uppgift 15-9
1. E:ochdetvarl5s............... 6
: Hur tanker du da?
: Jag ténker.. 9 och sen réknar jag upp till 15
. Ett i taget da eller?
: Mmm
: 9,10...Du anviinde inte fingrarna nu den hir gingen? Réknade du i huvudet da?
: Pytte lite fingrarna
: Pytte lite fingrarna fast det inte syntes
. E: jag tankte fingrarna och sa, sen gjorde jag, jag tankte inte fingrarna men jag tankte
10.1,2,3
11. F: men du tankte fingrarna pa nagot satt i huvudet da?
12. E: mm

©ooN Ok WN
T mT™m T m T

Kia och Pia anvander inte talens del-del-helhetsrelation och behandlar inte talen som
grupperade enheter (composed units) utan som enstaka enheter (singel units). Med hjalp av
fingrarna haller de reda pa antalet steg i sina berakningar for att fa syn pa skillnaden mellan 9
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och 15, vilket ar dubbelrdkning uppat. Kia och Pia anvander inte tiotalet som hallpunkt
(benchmark) i berdkningen.

4.2.3 Dubbelrékning nerat
Dubbelrékning nerat forekommer hos eleverna i tva av uppgifterna, 15-9 och 82-7, tre elever

i berdkningar av uppgiften 15-9 och fem elever i 82—7. Eleverna anvénder dubbelrékning
nerat nar de visar ett finger i taget for att i huvudet halla reda pa antalet steg, raknar de sagda
orden och var de befinner sig pa talraden. De raknar nerat i uppgift 15-9 pa tva olika sétt,
antingen raknar de nio steg nerat fran 15 eller sex steg ner fran 15 till 9. I uppgift 827
anvander eleverna dubbelrakning nerat nar de med hjalp av fingrarna haller reda pa antalet
steg fran 82 ner till svaret 75.

Tre elever Hanna, Ivan och Cecilia anvander dubbelrakning nerat i uppgiften 15-9. Nér
Hanna far uppgiften 15-9 svarar hon »4” genom att resonera med sig sjilv om det gir att
anvanda 9-5 men blir oséker och sdger att hon inte vet hur man kan gora, (rad 3). Hanna
forklarar att man kan rakna nerdt fran 15 till 9 genom att stracka ut ett finger i taget och
samtidigt rdkna 714,13,12,11,10,9”, (rad 4-6). Hon raknar ner pa talraden fran 15-9 och
anvander ett finger i taget for att halla reda pa antalet steg till 9 pa samma satt som beskrivs
av Svenson och Sjcberg (1982, s. 94). Genom subitizing ser Hanna pa de utstrackta fingrarna
utan att rakna, att det ar sex steg ner fran 15 till 9, (rad 12). Hanna visar inte att hon ser talens
del-del-helhetsrelation och anvénder inte tiotalet som hallpunkt, utan anvander dubbelrakning
nerat med fingrarna i sin berakning och behandlar talen som enstaka enheter (singel units).

Excerpt 9
Hanna uppgift 15-9

1. E:Mm jag har mm ...eh.... 4 kvar

2. F: Hur tanker du da?

3. E:Jag vet inte hur man kunde men jag gjorde si att jag flyttade, nej vénta, ..... for att
4. eh...... 9 minus 5 det gar ju inte eller nej jag vet inte hur man kan...kan man gor sa

5. hir nej, det kan man inte.......... 15-9 eh... for att nej vénta. Jag vet inte hur man ska
6. forklara...... Ok

7. 15 kan man ju gora (Stracker fram vanster handflata och tar fram ett finger i taget pa

8. hogerhanden, borjar med hoger pekfinger, gar sedan over till vansterhanden och

9. stracker ut ett finger i taget, tittar, pa antalet utstrackta fingrar fyra pa vanster hand och

10. tva pa hoger hand) 14,13,12, 11, 10, 9
11. F: Och vad blir svaret da?
12.E: 6

Ivan anvéander dubbelrakning nerat i uppgift 15-9 pa ett annat satt 4n Hanna och inser inte att
svaret ar fel trots att han raknar om antalet steg tva ganger. Ivan forklarar att han tanker som
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om det var en verklig handelse att han &ter upp nio godisbitar, (rad 5-6). Han forklarar att
svaret pa uppgiften dr ”4” genom att snabbt vika ner ett finger i taget pa vanster hand utan att
rakna, (rad 11-13). Nar han uppmanas att visa med fingrarna lagger han handerna pa bordet,
raknar forst ett finger i taget pa vanster hand och sedan tummen och pekfingret pa hoger hand
och raknar fran 15 ner till 9, ser att det ar tre fingrar som inte ar rdaknade och menar att 3 &r
svaret, ”14,13,12,11,10,9; 3 menar jag”, (rad 21-25 och bild 3). Nar han uppmanas att visa
annu en gang raknar han fran 14 till 9 pd samma satt med fingrarna forst pa vanster hand och
tar sedan tummen pa tummen pa hoger hand, ser fyra fingrar som inte ar raknade pa hoger
hand och svarar ”4”, (rad 29-33 och bild 4%).

——_—

Bild 3. Bilden visar lvans Bild 4. Bilden visar Ivans

berékning fran 15, ett steg i berakning fran 14, ett steg i taget
taget till 9. lvan ser de till 9. Ivan ser de kvarvarande fyra
kvarvarande tre fingrarna fingrarna som svaret och inte de
som svaret och inte de sju sex stegen fran 15 till 9, som &r ratt
stegen fran 15 till 9. svar.
Excerpt 10
Ivan uppgift 15-9
1. E:i.......... 4
2. F: Hur tanker du da?
3. E:15-9
4. F: Och hur rédknar du ut det?
5. E:.attdet .. att alltsa. Jag tanker liksom typ att det var pa riktigt typ, hur det skulle se
6. ut om man tog bort det liksom
7. F: Och hur gor du da?
8. E:eh....... eh,,..att... jag tdnkte lite med fingrarna ocksa att jag tog bort ...
9. F: Visa med fingrarna da hur du gjorde! Lagg fingrarna pa bordet sa att jag far se hur
10. du tankte
11. E: Alltsa.. typ att... (ldgger fram bada hianderna pa bordet)...jag hade typ..15 och sa
12. raknade jag bara ner sa har 9 (viker tummen och ett finger i taget snabbt med vénster

13. hand utan att rakna)
14. F: Réknade du 9 steg nerat?

* Tillstand till fotografering av elevens hander har inhdmtats av eleven och dess vérdnadshavare
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15. E: Jaa

16. F: Och da startade du pa 15 och raknade .....kan du visa med fingrarna hur du gor da!
17. E: Om det héar var 15 (Har bada handerna pa bordet, ror lite pa alla fingrar, tar med
18. hoger hand ett finger i taget pa vanster hand) tar jag typ 14, 13, 12, 11, 10, 9

19. F: Det var s du gjorde! Och da kom du till

20.E: 4

21. F: Kan du visa pa fingrarna en gang till

22. E: (Haller med hoger hand och borjar rakna pa tummen pa vanster hand, en finger i
23. taget pa hoger hand, fortsatter rakna tva fingrar pa véanster hand men séger lite fel,
24. hoppar Over 13, réattar sig direkt) 14,13,12,11,10,9. 3 menar jag

25. F: Vilket ar det som ar svaret da?

26.E: 3
27. F:.. r det 3 som &r svaret?
28. E: ...det ar

29. F: kan du visa med fingrarna igen? Du startade pa 15 (Pekar pa elevens fingrar)

30. E: 14,13,12,11,10,9 (Haller med hdger hand och borjar rédkna pa tummen pa vanster
31. hand en finger i taget , fortsatter rakna tummen pa vanster hand och haller fram

32. fyra fingrar pa hoger hand utan att titta pa dem)

33. F: Och da svarar du?..

34.E: 4

Ivan visar att han ar osaker pa om han ska borja rakna pa 15 eller 14 och raknar forst antalet
steg ner fran 15 till 9 och sedan fran 14 till 9 efter uppmaning fran forskaren att visa en gang
till. Han anvander sina tio fingrar och ser de kvarvarande fingrarna pa hoger hand som svar pa
uppgiften i stallet for de raknade stegen. Han raknar tva ganger och reagerar inte pa att det da
ar tva olika svar 4 och 3. Ivan visar att han ar osaker pa var han finner svaret nar han raknar
pa fingrarna. Eftersom han ser att han har kvar fyra respektive tre fingrar menar han att de
fingrar som inte ar raknade ar svaret pa uppgiften. Ett satt att se svaret pa uppgiften, som
stdmmer Overens med hur lvan l6ser uppgiften, beskriver Neuman (2013) nedrakning i
uppgiften 9—7 med dubbelrakning pa ett liknande satt. Eleven gar 7 steg bakat men vet inte
vilka ord som representerar den del av talet som tas bort och vilka som representerar de som
sedan aterstar” (s.11).

Cecilia anvander ocksa dubbelréakning nerat med hjélp av fingrarna nar hon l6ser uppgift 15—
9 men pa ett annat satt an lvan. Cecilia raknar nio steg nerat i uppgiften 15-9 genom att vika
ner ett finger i taget. Hon beskriver hur varje finger far representera det “’tal” som tas bort,
(rad 2-4). Cecilia anvander en hand, haller reda pa att nar handen ar knuten, har 5 tal tagits
bort och &r det ett tal till som ska tas bort "tar bort 0:an”, (rad 3). FOr att vara sédker sdger hon
att hon “har 9” och borjar om igen och riknar tre steg ner till 7 men ndjer sig och ar saker pa
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att svaret ar 6. Cecilia behandlar talen som enstaka enheter (singel units) som raknas ett i
taget.

Excerpt 11

Cecilia uppgift 15-9
1. E: 15 minus 9 da (tar fram hoger hand och viker ner tummen och sedan ett finger i
2. taget, haller handen knuten) tar bort 5:an vad heter det tar bort 4:an tar bort 3:an och
3. vad heter det tar bort 2:an tar bort 1:an, tar bort 0:an da har jag 9 vad heter det 9,..ta
4. bort 9:an, ta bort 8:an ta bort 7:an, jag far det till 6 godisar

Ivan och Hanna raknar 15-9 pa tva olika satt, Cecilia raknar nio steg nerat medan Hanna
raknar sex steg ner till 9. De tre eleverna Hanna, Ivan och Cecilia visar att de &r osdkra pa om
berékningarna &r ratt nar de anvander dubbelrakning nerat. Ingen av de tre eleverna anvander
talens del-del-helhetsrelation eller narheten till talet 10 och behandlar inte talen som
grupperade enheter (composed units) utan som enstaka enheter (singel units).

| uppgiften 82—7 anvander fyra elever dubbelrakning nerat. Kia, David och Fredrik raknar
bakat fran 82 och visar att de bade vet var de befinner sig pa talraden och raknar antalet steg
nerat nar de viker ett finger i taget medan de raknar sju steg nerat fran 82 och landar pa 75.
David forklarar hur han haller reda pa antalet steg genom att vika in ett finger i taget pa den
ena handen och gar sedan 6ver till andra handen for att halla reda pa att det &r sju steg ner och
landar pa talet 75 pa talraden, (rad 5-8). David haller ordning pa antalet sagda rakneord med
hjalp av fingrarna och vet att nar han vikt in sju fingrar har han raknat ner till ratt tal pa
talraden men séger att ”Det ar lite svart att forklara”, (rad 8).

Excerpt 12
David uppgift 82—7

1. E: Hmmm....(lagger upp bada hinderna pé bordet lyfter och viker in fingrar pa
vanster hand utan att sdga nagot) alltsa det var ganska svart, far se,
vanta 82, 81 (viker in tummen och ett finger i taget pa vasterhanden) 81, 80, 79,
78,77 (gar over till hogerhanden och haller fram tre fingrar) 76, 75.
Jag riknade sd hir att ...jag ,, jag hade 10 (ldgger upp bada hdanderna pa bordet) jag
rdknar med den déir , man kan séga att jag rdknar med...jag raknar med (visar alla
fingrar) 81, 80, (viker ner tummen och ett finger i taget pa véansterhanden och gar sen
over pa hogerhanden) 79, 78,77,76,75. Det ar lite svart att forklara.

O N R wDd

David l6ser uppgiften, men visar inte att talet 7 kan delas upp i 2 och 5 for att underlatta
berakningen, utan anvander dubbelrékning nerat med hjalp av ett finger i taget for att halla
reda pa antalet steg och var pa talraden han befinner sig pa samma sétt som Kia, David och
Fredrik, som behandlar tal som enstaka enheter (singel units).
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Nora anvéander dubbelrakning nerat i uppgiften 82-7 pa ett annat satt. Nora haller reda pa
antalet steg nar hon séager 1,2,...3,4 vinta nu” genom att vika ut tummen pa hoger hand och
ett finger i taget, men blir oséker och borjar om med tummen och ett finger i taget ” Vinta
1,2,3,4 5, (rad 6). Nar hon har vecklat ut hela hdger hand, viker hon upp tummen pa vénster
hand, sedan pekfingret) och fortsitter 26,7”. Nar hon vikt ut sju fingrar framgar det att hon ar
osaker pa var pa talraden hon befinner 5 jag menar 72 eller... Véanta 71 tror jag”, (rad 6-9).
Det forefaller som om hon forsoker halla tva rader i huvudet dels de sju stegen fran 82 och var
pa talraden hon befinner sig nir hon séiger »Jag tanker...forst tar jag 82 (pekar pa talet 82 pa
post-it lappen) och sa da sa tanker jag , da maste jag veta hur lange jag ska rakna det ar da
som jag raknar pa fingrarna”, (rad11-12). Efter fragan fran forskare om hur hon gor nér hon
sdger “ett” svarar Nora ”Da &r jag pa 81.. sen pa 80, 79, 78, 77, ja och sen 76 eller jag vet
inte”, (rad 17). Att rakna ner ett steg i taget fran 82 till 75 i minnet s som Nora gér, menar
Svenson och Sjoberg (1982) & mer komplicerat &n att anvanda ett finger i taget och rakna ner
till 75 med hjalp av fingrarna.

Efter uppmaning fran forskaren att visa med fingrarna, byter Nora strategi och visar hur hon
raknar ner pa talraden fran 82 sju steg nerat samtidigt som hon viker ut ett finger i taget, fem
fingrar pa vanster hand och tva fingrar pa hoger hand, (rad 20-22). Nora uppfattar troligen
antalet steg med hjalp av de utvikta fingrarna genom subitizing eller att sju fingrar &r en bild
som vikts ut samtidigt som hon séger talet 75. Nora delar inte upp talet 7 i 2 och 5 for att
underlatta utrakningen, utan anvander dubbelrakning nerat med hjalp av ett finger i taget och
behandlar talen som enstaka enheter (singel units).

Excerpt 12
Nora uppgift 82—7

1. E: Anvénder inte fingrarna men jag maste ridkna ut det forst...... (tar fram fingrarna)
2. F:Rakna garna hogt, det gar jattebra
3. E: (Knyter hoger hand, viker ut tummen, pekfingret och langfingret) 1,2,...3,4 vénta
4. nu, glémde av, vanta, jag maste rakna om (Knyter hoger hand igen, viker upp tummen
5. igen och ett finger i taget) 1,2,
6. Vanta 1,2,3,4 5 (har vecklat ut hela hoger hand och har véanster hand knuten, viker upp
7. tummen pa véanster hand och sedan pekfingret) 6,7. 5 jag menar 72 eller...
8. F: Blirdet 72?
9. E: Viénta 71 tror jag
10. F: Nar du raknar 1,2,3 hur tanker du da? For du tanker nanting mer i huvudet da?
11. E: Jag tanker...forst tar jag 82 och sa da sa tanker jag , da maste jag veta hur lange jag
12. ska rakna det ar da som jag raknar pa fingrarna
13. F: Ja, du visar att du tar 1 steg bakat genom att ta 1:an eller du, sager 1? Du menar att
14. da ar du pa? Nar du sager 1
15. E: Da ér jag pa 81,
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16. F: och sen da?

17. E: sen pa 80, 79, 78, 77, ja och sen 76 eller jag vet inte

18. F: det ar valdigt tydligt hur du sager men var ska du landa da? Visa med handerna hur
19. du haller reda pa det

20. E: Det var (Viker fram fingrarna igen och bérjar med tummen och ett finger i taget pa
21. hoger hand) 81,80,79,78,77,76, (viker ut tummen och pekfingret finger pa vanster
22. hand och tittar pa dem) 75

David, Fredrik och Kia anvander dubbelrakning nerat pa samma satt nar de lyfter eller viker
ut ett finger i taget, nar de raknar sju steg samtidigt som de raknar ner pa talraden fran 82. De
vet att de kommit fram till svaret ndr de vikt ut sju fingrar. Antalet sju ser de genom att titta
pa fingrarna utan att rakna dem (subitizing). Noras sétt att beskriva sin berékning bérjar med
att hon séger ~1,2,3,4” och sa vidare for att bade rakna stegen och ha talraden fran 82 ner till
75 i huvudet. Nar hon inser att det ar svart med tva talrader samtidigt i huvudet gor hon pa
samma satt som David, Fredrik och Kia och visar ett finger i taget medan hon raknar ner pa
talraden fran 82 till 75. Ingen av eleverna visar att de har fatt syn pa att talet 7 kan delas upp i
2+5, anvander inte talens del-del-helhetsrelation, da de inte behandlar tal som grupperade
enheter (composed units), utan anvander dubbelrakning nerat med hjalp av ett finger i taget
och behandlar tal som enstaka enheter (singel units).

4.2.4 Fingermonster
Fingermonster, dar fingrar anvands for att representera en bild av tal utan att rdkna antalet

fingrar, anvands av tva elever i uppgiften 13=7+_, tre elever i uppgiften15-9 och tva elever i
uppgiften 6+ =14. lvan anvander fingermonster samtidigt som dubbelrakning nerat vilket har
beskrivits i tidigare text. Fredrik och David, som exemplifieras nedan anvéander fingermonster
i uppgifterna 13=7+_, 15-9 och 6+ =14 och behandlar tal som grupperade enheter
(composed units).

Fredrik visar med hjalp av fingrarna berdkningen av uppgift 13=7+_. Talet 7 representeras av
alla fingrar pa hoger hand, tummen och pekfingret utstrackta pa vanster hand, (rad 1-3). Han
visar att tre fingrar dr nervikta pa vanster hand och menar att om man tar med dem sa &r det
tio, ” da ar ju..det 10 om man har upp alla”, > hér ar det 3 fingrar kvar”, (rad 4-5). Fredrik
sager att han maste ldgga till 3 ”sa 3 och sen sa skulle det va 13 sé da sa lagger jag till...3 till
och da blir det alltsa 6, (rad 5-6). Det framgar att Fredrik ser de tre nervikta fingrarna som
skillnaden mellan 7 och 10 och att han ska l&gga till ytterligare 3 for att komma till 13. Né&r
forskaren vill forsta var 3 kommer ifran forklarar han” FOr att vi skulle samla 13 och man har
inte 13 fingrar” och ser da att det ar tre hopp fran 10 till 13, (rad 8-10).
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Excerpt 13
Fredrik uppgift 13=7+_

1. E: Om dér ar 7 (visar fingrarna pa hoger hand och de tva utvikta fingrarna pa vanster
hand)... om man.... da &r ju..det 10 om man har upp alla (visar bada handerna med
utstrackta fingrar) da sa (visar tummen och pekfingret pa vansterhanden) sa kan man
rékna att det ....hdr ar det 3 fingrar kvar (Visar tre fingrar som ar nervikta pa
vinsterhanden) s& 3 och sen s skulle det va 13 sa dé sé ligger jag till...3 till och da
blir det alltsa 6.

F: Varifran far du dom 3?

E: For att vi skulle samla 13 och man har inte 13 fingrar sa da kan man ju inte rakna
sd, sa att da sa raknar man 11, 12 sen 13 och det &r da hoppar man 3, da hoppar man
10 fran 11 till 12 och 13 och da har man plockat 6

© oo Nk wDd

Fredrik visar att han har fatt syn pa talens del-del-helhetsrelation och tar fram fingrarna och
anvander fingermonster nar han visar en bild av talet 7 som ett stod i berédkningen. Av
beskrivningen framgar att han kan se uppdelningen av talet 13 i 10+3 och utnyttjar tiotalet for
att sedan addera 3+3=6.

David anvander fingermonster i uppgift 13=7+_ och visar talet 7 med fingrarna pa samma satt
som Fredrik. Forklaringen av tillvagagangssattet skiljer sig fran hur Fredrik resonerar. David
haller med vanster hand i tummen och pekfingret pa hoger hand, stracker ut de kvarvarande
tre fingrarna pd hogerhanden, svarar 777, tar sen fram tummen pa hdgerhanden och svarar
6, nar han visat sju fingrar och tagit fram tummen pa vanster hand, (rad 1-3). David sager
att han ar medveten om att han inte har 13 fingrar och visar med bada handerna att han
anvander 10, tar bort 7 och har 3 kvar, (rad 8). Han beskriver att det & 13 som han visar
genom att vika ut tre fingrar “och da har jag 3 kvar men det blev ju 13 sa da tar jag fram 3
till”, (rad 8-9). David fortsatter sedan att forklara att han har fyra fingrar kvar som blev dver
som tas med i den fortsatta beriikningen > eftersom att om man tar bort dom ocksa sa blir det
10 (viker in hela hogerhanden och vinsterhanden) sa jag tar och lagger till 137, (rad 10-11).
David visar att han adderar 3 till 10 for att komma till13.

Excerpt 14
David uppgift 13=7+_
1. E: (Haller fram bada handerna pa bordet. Haller med véanster hand i tummen och
2. pekfingret pa hoger hand, stracker ut de kvarvarande tre fingrarna pa hogerhanden)
3. 7 (tar sen fram tummen pa hogerhanden) 6
4. F: For att, hur? Visa hur du gjorde!
5. E: (Med tva hander pa bordet.) Jag gjorde sa hér, i stallet for att anvanda 3 fingrar
6. (pekar pa de tre fingrarna pa hdgerhanden) for att jag har inte 13 fingrar sa jag raknar
7. 10 forst (lagger bada handerna pa bordet) forst sa tar jag bort 7 (visar hela vanster
8. hand, tummen och pekfinger pa hoger hand)och da har jag 3 kvar men det blev ju 13
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9. sadatar jag fram 3 till till (viker ut tre fingrar till, hela héger hand och tummen pa
10. vanster hand)och de déar blev dver nér jag raknade (pekar pa fyra fingrar pa
11. hégerhanden)

Fredrik och David anvander fingermdnster som ett stod i berdkningarna och visar att de har
fatt syn pa talens del-del-helhetsrelation i uppgiften 13=7+_. Av beskrivningarna framgar, att
de ser uppdelningen av talet 7 i 3+4 och talet 13 i 10+3 och utnyttjar tiotalet som hallpunkt,
genom att halla talet 10 i huvudet. De anvander fingrarna som representationer av tal som ett
stdd i berdkningen och behandlar tal som grupperade enheter (composed units).

Fredrik och David anvander fingermonster i uppgiften 15-9. Fredrik visar att han tittar pa
fingrarna och ror pa dem med sma rorelser medan han tanker och svarar 6>, (rad 1-4). Néar
han far fragan fran forskaren hur han vet svaret beskriver han att han forst tar bort 5:orna men
kommer ihag att han var pa 5 och tog bort ett i taget till han var pa 9 > Jag fick 15 d4 tar jag
bort 5:orna forst sa kommer jag ihag att jag var pa 5 och da tog jag bort eh,, sa tog jag bort sa
tills jag var p& 97, (rad 6-7). Fredrik visar med fingrarna att han tar bort fyra fingrar pa vanster
hand, bara tummen &r utvikt) “och da har jag tatt bort den ocksa, det blir 6 kvar”, (rad 9-11).
Fredrik forklarar att han tanker bort fem fran 15 och fem fran 9 och far subtraktionen 10-4=6.

Excerpt 15
Fredrik uppgift 15-9
1. E:...... (Lagger upp bdda hinderna pd bordet, vinder upp handflatorna, tittar pa

handerna, ror lite med lillfingret pa hdger hand, pa fingrarna pa véanster hand, knyter
3. vanster hand, tar bort handerna fran bordet och funderar, lagger fingrarna pa bordet ror
4. pa alla fingrar pd bada hinderna)....6
5. F: Och hur gjorde du da?
6. E:Jag fick 15 da tar jag bort 5:orna forst sa kommer jag ihag att jag var pa 5 och da
7. tog jag bort eh,, sa tog jag bort sa tills jag var pa 9 (rér pa fingrarna lite snabbt)
8. F: Ska du visa pa fingrarna!
9. E: Forst tar jag bort 5 da tar jag bort den, den och den (har handflatorna uppat pa bada
10. handerna). Visar pa fingrarna att han tar bort fyra fingrar pa vanster hand, bara
11. tummen &r utvikt) och da har jag tatt bort den ocksa, det blir 6 kvar
12. F: Da blir det 6 kvar, det ar det du visar med den tummen dar

Fredrik anvander talens del-del-helhetsrelation nar han delar upp talet 15 i 10+5 och 9 i 4+5
med hjalp av fingrarna.

David I6ser uppgiften 15-9 pa ett liknande satt som Fredrik. David visar hur han viker in alla
fingrarna pa vanster hand och alla fingrar utom lillfingret pa hoger hand D4 har jag 6 kvar”,
(rad 1-3). Nar han far fragan hur han vet svaret visar han genom att lagga upp fingrarna pa
bordet att lillfingret visar att han hat tagit bort 10 och har 1 kvar. Beskrivningen han ger, visar
att han har delat upp 15 i 10+5 ndr han séger att han sedan har kvar fem som han lagger till
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den etta han hade sedan tidigare 1+5=6 ” Jag tar bort 9 och sa har jag en kvar fran 10:an sa jag

tar bort 9 och sa har jag ju 5 kvar att radkna med” och beskriver det genom att sdga ” 1,2,3,4,5
och 67, (rad 5-8).

Excerpt 16

David uppgift 15-9

E: 15 (lagger upp bada handerna pa bordet viker in alla fingrar pa vanster hand och
alla fingrar pa hoger hand utom lillfingret) Da har jag 6 kvar

F: Hur vet du det?

E: (Lagger bada handerna pa bordet, lyfter lillfingret pa hogerhanden)

E: Jag tar bort 9 och sa har jag en kvar fran 10:an sa jag tar bort 9 och sa har jag ju 5
kvar att rakna med for jag raknar (Visar ett finger i taget fran lillfingret och alla
fingrarna pa hogerhanden) 1,2,3,4,5 och 6 (tar tummen pa vansterhanden) sa 5
pluslblir 6

=

O N gk owd

Fredrik och David anvander talens del-del-helhetsrelation med hjélp av fingermonster nar de
med fingrarna delar upp talet 15 i 10+5, 9 i 4+5, 10 i 9+1 och ser 10-4=6. De anvander
tiotalet som hallpunkt.

Fredrik och David anvander fingermonster nar de I6ser uppgiften 6+ =14 pa liknande satt
genom att de bdrjar med 6 och vet att det ar fyra steg mellan 6 och 10 och sedan fyra steg
ytterligare till 14. De anvander fingrarna for att se antalet men aven rakna antalet steg.

Fredrik anvander fingermonster i uppgiften 6+_=14 nar han viker in fingrarna pa vanster hand
och viker ut alla fingrarna pa héger hand, med hjalp av ett finger pa hoger hand raknar fingrar
pa vanster hand och svarar ”8”, (rad 1-3). Han beskriver hur han vet svaret 6, nér han raknar
upp till 10 jag borjar pé 6 och sen plussar jag pa 1,2,3,4,”, (rad 6). Nar han visar tva hander
och sager att alla fingrarna ar 10 visar han att han vet att han ar pa 10 ska till 14 och att det &r
fyra steg dit ”da rdknar jag 1, 2, 3, 4, (viker ut ett finger i taget pd hogerhanden) och alla har
ar 14 for det har ar 10 (visar bada handerna) sa da ar det bara 4 till (rér pa fyra fingrar pa
hogerhanden) sa blir det..”, (rad 7-10).

Excerpt 16
Fredrik uppgift 6+ =14

1. E: (Tar fram bada handerna, viker alla fingrar pa véanster hand och viker ut fingrarna
pa hoger hand. Anvander lillfingret pa hoger hand och raknar fingrarna pa véanster
hand en finger i taget, haller ihop fingrarna mot varandra pa bada handerna).. 8
F: Hur? Det gjorde du genom att....
E: Alltsa (visar tummen pa vanster hand med de andra fingrarna invikta) jag borjar pa
6 och sen plussar jag pa 1,2,3,4, och da raknar jag om har (Visar med att vika ut ett
finger i taget pa vansterhanden) 1, 2,3,4,5 och sa borjar jag om pa den har handen
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8. (visar pa hogerhanden) och da raknar jag 1, 2, 3, 4, (viker ut ett finger i taget pa
9. hogerhanden)och alla har ar 14 for det har ar 10 (visar bada handerna) sa da ar det
10. bara 4 till (ror pa fyra fingrar pa hogerhanden) sé blir det...........

David raknar uppgift 6+_=14 med hjéalp av fingermonster och visar att fingrarna representerar
talet 8 nar han knyter vanster hand och viker ut tre fingrar pa hoger hand, (rad 1). Nar han
forklarar hur han vet svaret visar han att han utgar fran 10-6=4 “da tar jag bort 6 och sa har
jag 4 kvar”, (rad 5). David sdger att det &r fyra till och att han delar upp 14 i ett tiotal och fyra
ental ”Jag har 4 frén 10:an och 4 frin ental”, (rad 6-7). Han menar att han da har tva fyror
kvar som han adderar for att fa svaret 8.

Excerpt 17
David uppgift 6+ =14
1. E: (knyter alla fingrarna pa vanster hand och viker ut tre fingrar pa hoger hand) 8
2. F: Hur vet du det?
3. E: For det jag tog bort 6 (Haller bada handerna pa bordet) ungefar samma princip
(knyter véanster hand och viker in tummen péa héger hand)
da tar jag bort 6 och sa har jag 4 kvar (pekar pa de 4 fingrarna pa hogerhanden)
men da har jag 4 kvar fran, eller jag har tva fyror kvar for att, vad ska jag saga. Jag
har 4 fran 10:an och 4 fran ental sa da tar jag, 4 (visar de fyra fingrarna pa hoger
hand och tummen), 5 (b6rjar pa tummen pa och tva fingrar till pa vansterhanden) 6,
7, 8. Det ar lite svart att forklara

© o N gk

Fredrik och David anvander fingermonster i uppgiften 6+_=14. Det som skiljer &r att Fredrik
raknar upp fran 6 till 10 och David raknar 10-6 . De har fatt syn pa att det ar fyra steg mellan
6 och 10 och sedan fyra steg ytterligare till 14 vilket de visar nar de adderar for att komma till
14. De anvénder fingrarna for att se antalet och rékna antalet steg. Fredrik och David
anvander talens del-del-helhetsrelation nédr de delar upp 10 i 4+6 och 14 i 10+4, anvander
tiotalet som hallpunkt och behandlar talen som grupperade enheter (composed units).

De elever, som anvander fingermonster anvander talens del-del-helhetsrelation och
beskrivningarna tyder pa att det att de haller tiotalet, som en enhet samtidigt som de behandlar
talen som grupperade enheter (composed units), i motsats till de elever, som anvénder
dubbelrékning uppat och nerat, som behandlar talen som enstaka enheter (singel units) och
raknar ett steg i taget pa talraden med hjalp av fingrarna for att hitta svaret.

4.3. Skillnader i strategier utan fingrar

Av de 18 intervjuade eleverna var det endast sju elever som gjorde alla berékningar utan hjalp
av fingrar. Strategierna &r kategoriserade som: talfakta, tals del-del-helhetsrelation, dubblor
och uppraknade tal. De olika kategorierna redovisas utifran respektive uppgift och hur
eleverna l6st uppgifterna. | uppgiften 13=7+_anvénder sex elever dubblor och ser att 6+6=12
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och 7+7=14 nar de loser uppgifterna och fyra elever anvander tiotalet som hallpunkt
(benchmark) i uppgiften 13=7+_. | uppgift 6+_=14 anvénder sex elever dubblor 6+6 och 7+7
och fem elever anvéander tals del-del-helhetsrelation och tiotalet som en hallpunkt
(benchmark) i berdkningen nér de delar upp 10 i 6+4 och sedan adderar 4+4 for att komma till
14. En elev beskriver sin utrdkning och anvinder dubblor plus tva 7’6 plus 6 dr 12, 12 plus 2 ér
14 och det var 14 sa tankte jag 6 plus 8 ér 14”.

| uppgift 32-27 anvander sju elever tals del-del-helhetsrelation med hjalp av tiotalet i
berdkningen. Upprékning av tal anvénds vid fingerrakning nér ett finger i taget raknas, men
aven av en elev som inte anvande fingrarna, utan bara muntligt réknade upp ett steg i taget
(singel counting), vilket inte &r en effektiv strategi enligt Cheng (2012) eftersom eleven
behandlar tal som enstaka enheter (singel units) och inte som grupperade enheter (composed
units). | uppgift 15-9 anvander atta elever tals del-del-helhetsrelation och utnyttjar tiotalet
som hallpunkt och en elev anvander upprakning av tal utan fingrar. | uppgift 82—7 anvandet
tio elever tals del-del-helhetsrelation genom att dela upp 7 i 2+5 for att underlatta
utrakningen. Fyra av eleverna raknar med negativa tal utan att sdga det och ser att det fattas 5
nar de raknar 2-7 och visar det genom att subtrahera 5 fran 80 for att komma till 75. En
berékning som dven beskrivs av Marton och Neuman (1989) nér ett tiotal anvands som hjélp
genom att forst ta 2 fran 7 och samtidigt se att 80-5=75.

En elev anvénder upprékning av tal och raknar ner ett steg i taget och behandlar talen som
enstaka enheter (singel units). Tva elever forsoker losa uppgiften med algoritm men l6ser
aven uppgiften med huvudrékning.

Elina anvéander dubblor i uppgiften 13=7+ . Hon beskriver att 7+7=14 och funderar sedan
vidare pa vad 6+6 ar eftersom 7-1=6 och 14-1=13, (rad 3-4). Med hjalp av det resonemanget
ser Elina den saknade delen 6 och kan l6sa uppgiften &ven om hon séger att hon ar oséker.

Excerpt 18
Elina uppgift 13=7+_
1. E: Han har hittat 6 snackor
2. F: Hur vet du det?
3. E:7plus 7 dr 14 minus 1 dr 6 och 6 och ... vénta lite jag vet inte ... 7 plus 7 &r 14 och
4. satar man 7 minus 1 &r 6 och 14 minus 1 ar 13

Yiterligare fem elever I6ser uppgiften pa liknande sitt som Elina genom att utnyttja
kunskaper om dubblorna 6+6 och 7+7. Fyra elever anvande talens del-del-helhetsrelation och
tiotalet som en hallpunkt (benchmark) i berékningen av uppgift 13=7+_ och behandlar talen
som grupperade enheter (composed units).

Gustav sager att han forst tror att det &r en addition av talen 13 och 7 Jaha! 20 ... sammalagt
ar det 20 i alla fall”. Efter att fatt uppgiften ldst en gang till svarar Gustav att det & 3 men &r
osédker ” Jaha! Hm. 3 .. tror jag”. Gustav funderar vidare och ser att 7+3=10 och utnyttjar det
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for att sedan addera 3 for att komma till 13. ”Vinta, nej...6.... For 7 plus 3 ar 10 och sen
plussa 3 sa han hitta 6 och jag hitta 7. Av beskrivningen framgar att Gustav raknar 7+3=10
och sedan 10+3=13 for att l6sa uppgiften. Genom att utnyttja hur 10 kan delas upp och att 10
kan anvandas som hallpunkt kunde Gustav losa uppgiften dven om han borjade med att
missuppfatta subtraktionen som en addition dar tva tal skulle adderas.

Jason raknar uppgiften 13=7+_ pa ett annat satt. Hans beskrivning tyder pa att han gissar att
svaret ar 6 och provar om det stammer genom att visa hur han adderar 7+5 genom att dela upp
712+50ch 61 145 ”Eh... for att 2 plus 5 det blir 7 och da sa tar jag 5:an och plussar den ihop
med, eller med 6:an”. Han fortsatter sin forklaring dar han adderar de tva 5:orna for att fa tio
och sedan 2+1=3 1 plus 5 det blir 6 och sa tar jag dom tva 5:orna och plussar ihop dom och
dé blir det 10 och sen ar det 2 frdn 7:an och en fran 6:an och sa plussar jag ihop det”. Jason
anvander talens del-del-helhetsrelation, nér han delar upp 7 i 2+5 och 6 i 1+5 och visar att
han har kunskap om att 7+6=13 men &ar oséker och provar om det stiammer vilket ger en
utrakning i flera steg.

| uppgift 6+ =14 anvander sex elever dubblorna 6+6 och 7+7 pa liknande sétt som i uppgift
13=7+_. Elina forklarar hur hon 16ser uppgiften ” 6 plus 6 ar 12 12 plus 2 &r 14 och det var 14
sa tankte jag 6 plus 8 ir 14” och behandlar talen som grupperade enheter (composed units).
Fem elever anvander kunskaper om tiotalet for att gora berdkningen. Det som skiljer ar att
Jason anvander negativa tal i sin berédkning nér han réaknar 4-6=2 for att sedan subtrahera 2
fran 10, 10-2=8 och far fram ratt svar. Han visar att han & medveten om att det egentligen &r
— 27 Jag raknade 4 minus 6 och d4 dr det 2 kvar och dé sé tog jag 10 minus 2”.

Bertil réknar uppgiften 6+ =14 med hjélp av tidigare kunskaper genom att forst saga att han
gissar att svaret &r 8 ” det hér ar en gissning men jag tror det dr ..maste hdmta 8 da”. Han ger
sin forklaring till svaret nir han delar upp 6 i 2+4 for att addera 2+8=10 > Men for att 6 da tar
man bort 6, 2 fran 6 och lagger till 8 och da blir det 10 och sen plus 4 sen har man kvar utav
6”, (rad 1-2). Av beskrivningen framgar att han anvander 4 som ar kvar och tanker att det ar
fyra steg kvar till 14, men avslutar med att han vet att 6+8=14 ”For att jag vet att 6 plus 8 ar
147, (rad 17).

Excerpt 19
Bertil uppgift 6+ =14
1. E: Men for att 6 da tar man bort 6, 2 fran 6 och lagger till 8 och da blir det 10 och sen
plus 4 sen har man kvar utav 6
F: Sa du tanker att du raknar uppat pa nagot satt da?
E: Hmm
F: Eller hur tanker du?
E: Jag tanker att man tar och raknar fran det lagsta talet och sa plockar man nara fran
det och lagger till det
F: Och det l&gsta talet ar?
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9.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

6

: och sa lagger du till vad?

- 2 till 8:an

: Du lagger till 2 sa att det blir 8? Eller du séager 2 till 8
- Nej jag tar 2 fran 6 och lagger till till 8:an
: 8:an var far du 8:an ifran da?

: Fran hur manga glas man maste hamta

: Hur vet du att det ar 8 glas da?

: FOr att jag vet att 6 plus 8 ar 14

: Sa du kommer ihag det?

: Mm (Nickar)

Bertil anvander talens del-del-helhetsrelation men &r inte saker pa svaret och gér da en ny
berékning for att ta reda pa om 8 ar ratt svar och sager till slut att han vet att 6+8=14. Bertil
och Jason anvander sina kunskaper om tal pa olika satt. Jason kommer fram till svaret med
farre led &n Bertil genom att Jason anvander talens del-del-helhetsrelation nar han delar upp
10 i 2+8 och behandlar talen som grupperade enheter (composed units).

| uppgift 32-27 anvander en elev talfakta medan tre elever Olle, Lotta och Gustav har
svarigheter med véxlingen over tiotalet. Gustav vet inte hur han ska lésa uppgiften ~Jag har i
alla fall en tia mer &n den andre. Han har 20, han har tva tior och jag har tre tior.. Ja mera
ental? ..Nja....jag fattar inte”. Gustav visar att han ar osaker pa hur han ska gora med entalen
och ger upp nar han inte kan l6sa uppgiften.

Olle ser tiotalen och entalen for sig och raknar 30—20=10, vander sedan pa entalen och raknar
2-7=5 ”Eh..20-30; 10 eh.. 2-7 ; 5, 15>, (rad 1). Han blir osaker pa om svaret ar ratt och sager
att ”det blir 07, (rad 3). Olle ser inte att 2—7 ar ett negativt tal -5. Han adderar 10+5=15 utan
att inse att det behdvs en vaxling dver tiotalet och upptacker inte att 15 ar fel svar.

Excerpt 20

Olle uppgift 32—-27

E: Eh..20-30; 10eh.. 2-7; 5,15

F: Sa har du 15 fler?

E: Jag vet inte. (Tittar pa talen igen pa bladet) nej, det blir 0. Det ar svart.

F: Du beréattade hur du téankte. Du beréttade att du tog 30-20 eller hur?

E:ja

F: och sa fick du det till 10 och sen sa tog du 2-5 eller 27 blir 5, tankte du?
7. Stammer det da?

8. E:Ja, jag trodde nir du sa ”Blir det 15 D4 trodde jag att jag hade gjort fel.
9. F:Jag vill bara veta hur du tanker, jag kommer inte berédtta om det ar rétt eller fel utan
10. jag vill hora hur du resonerar. Ar du nojd med 15?

11. E: Ja

ok wbdE
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Lotta har liknande problem med vaxling 6ver tiotalet som Gustav och Olle, nar hon ska losa
uppgift 32-27. Forst gissar hon ett svar som inte ar korrekt 13, (rad 1). Hon visar sin
osédkerhet nér hon réknar med tiotalen och entalen ”Dar &r det 20 det & mindre &n 30 och sen
har jag 2 och 7 vet jag inte riktigt. Jag vet inte om det ar ratt”, (rad 3-4). N&r hon far se talen
nedskrivna resonerar hon pa samma sétt och ser inte hur hon ska losa uppgiften ”Dér ar det 10
mer den &ar hogre an den (Visar pa 3 tiotal och 2 tiotal) sa da har jag 10 mer sen fattar jag inte
dom tva (Visar pa entalen 2 och 7) hur jag gér med dom”, (rad 7-8). Lotta ser att tre tiotal &ar
mer dn tva tiotal men hon vet inte hur hon ska géra med entalen nar det star 2 och 7, vilket
tyder pa att hon ar osaker pa vaxlingen 6ver tiotalet.

Excerpt 21
Lotta uppgift 32-27
1. E: (Tanker tyst...) viskar 13 ja 13
2. F: 13, hur tanker du da?
3. E: Dar ar det 20 det ar mindre an 30 och sen har jag 2 och 7 vet jag inte riktigt. Jag vet
4. inte om det ar ratt
5. F: Saom jag skriver 32 har och 27 dar (Skriver pa ett papper) s kan du peka hur du
6. menar
7. E: Dar ar det 10 mer den ar hogre an den (Visar pa 3 tiotal och 2 tiotal) sa da har jag
8. 10 mer sen fattar jag inte dom tva (Visar pa entalen 2 och 7) hur jag gér med dom
9. F: Hur ska du gora med dom om du har 2 pa den ena och 7 pa den andra?
10. E: .....(rycker pa axlarna)
11. F: Du vet inte? Du vet inte hur du ska tanka? Skillnaden mellan 32 och 27?

Olle, Lotta och Gustav fran excerpten ovan visar osakerhet om hur de ska ga till vaga nar de
ska losa uppgifter med vaxling dver tiotal. De ser att tiotalen gar att subtrahera 30—20=10 men
nar de ska subtrahera entalen far de problem. Gustav och Lotta inser att de inte vet hur de ska
I6sa 2—7 medan Olle &r ndjd med sitt svar och menar att 2-7=5. Olle ser inte att 5 &r ett
negativt tal som ska subtraheras fran tiotalet utan gor en addition 10+5 och far ett felaktigt
svar. Fuson (1997) menar att missuppfattningen kan bero pa att elever generalserar additions-
och subtraktionsberakningar. Olle, Lotta och Gustav har svarigheter med vaxling och
anvander inte talens del-del-helhetsrelation.

| uppgiften 15-9 anvénder atta elever tiotalet i sina berakningar. Tre elever anvander 15-10
och vet att de tagit bort ett for mycket och adderar 5+1=6. Bertil beskriver hur han réknar
”Det blir for att om man har 10 minus 15 da blir det 5 sa tar man bort tian da blir det ju 5 men
nu tog vi bort 9 bara alltsa blir det 6 kvar”. Han vinder p4 talen 10-15 men visar att han ar
medveten om att det & 15-10 eftersom han adderar 5+1=6. Elina anvander talfakta, hon vet
att 15-9=6 och sdger 76 plus 9 blir 15”. Robert l6ser uppgiften 15-9 med hjélp av
multiplikation och brdk. Han visar fem treor som: 3+3+3+3+3=15, (rad 1). Robert beskriver
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att han ser de fem treorna som delar av talet 15 i multiplikationstabellen och kombinerar det
med brak (3+3+3)+(3+3) nir han séiger "tva tredje delar och d4 blir det 6 sammanlagt”, (rad
2-3).

Excerpt 22

Robert uppgift 15-9
1. E:Ja, ja forst tdnkte jag 3:ans tabell &r ju fem 3:or som ar 15.
2. Och sa tankte jag att om jag ater upp 9 sa ar det ju 3 sana delar av 15 som blir uppéatna
3. och sa att det blir ja, 5 sa blir det ja tva tredjedelar och da blir det 6 sammanlagt

Robert anvéander talens del-del-helhetsrelation nédr han l6ser uppgiften med hjalp av treans
multiplikationstabell, ser talens delar och behandlar talen som grupperade enheter (composed
units).

| uppgift 82-7 anvander tio elever talens del-del-helhetsrelation pa olika satt. Jason ser att 7
kan delas upp i 2+5 for att underlatta 16sningen “tanker att om man tar 2 fran 5:an eller
menar...att ..rdknar 7 minus 2 da blir det ju 5 minus och da blir det sd& 80 minus 5”. Olle
anvander negativa tal i sin berakning, ser att 82—-2=80 och att det sedan &r fem till att ta bort.
“Eh.. 2- ehh 82, 80 och 5-80. Det blir 75”.

Bertil delar upp talen pa ett annat sétt an Jason och Olle genom nar han utgar fran talet 6 nar
han delar upp 7 i 1+6 och 82 i 80+2 ”Da tar man om man skulle haft 6 sa tar man sa tar
man... tar man bort 2 fran 6:an da har man 80 kvar”. Bertil borjar med 6-2=4 for att fortsatta
med 80-4=76 men haller 1 i huvudet som &nnu inte tagits bort ”sen s minus 4 d har man ju
70 ..76 minus 1 det blir 75”. Bertil haller reda pa de olika delarna av talen i sin berakning nar
han delar upp 7 i 1+6 i stallet for i 2+5 som Olle och Jason gor i sina berakningar. Bertils
berékning innehaller fler led &n Olles och Jasons eftersom han landar pa 76 men Olle visar att
han vet att det &ar ett steg kvar till 75. Olle, Jason och Bertil anvéander talens del-del-
helhetsrelation, behandlar talen som grupperade enheter(composed units) och visar att de
beharskar véxling over tiotalet.

Hanna och Anna anvénder algoritm for att 16sa uppgift 82—7. Anna klarar algoritmen och
l6ser uppgiften medan Hanna inser att hon ar osaker pa véaxlingen “eh..mmm (vaxlar fran 8)
... 12-7 .....det dr.. nej, nej! Jag gor inte s4”, (rad 3-4). Hon gar tillbaka till huvudrékning och
visar att hon vander pa entalen och raknar 7-2 men visar att hon ar medveten om att fem ar ett
negativt tal utan att saga det och subtraherar 80—5=75 ”7-2 &r 5 och 5 minus ...80 ar 75”, ( rad
5).
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Excerpt 23
Hanna uppgift 82—7
1. E:eh,...hm...det dr. Far man stilla upp det?
F: Rakna som du vill, nér du raknar ut det
E: (Tar papper och penna och gor en algoritm) ..eh..mmm (vaxlar frén 8) ... 12-7
.....det ir.. nej, nej!Jag gor inte sa (gér tillbaka till post-it lappen och tittar pa den) 7-2
ar 5 och 5 minus ...80 ar 75
F: Sa svaret ar..?
E: 75

Nooak~wn

Anna visar att hon vet hur man gar tillvaga vid véxlingen Over tiotalet nar hon utfor
berdkningen av uppgift 82—7 med hjalp av algoritm. Hon forklarar proceduren och kommer
fram till ett korrekt svar. Anna raknar uppgiften ytterligare en gang och anvander talens del-
del-helhetsrelation nar hon delar upp 7 i 2+5 och utfor berdkningen pa samma satt som Jason
82-2=80 och sedan 80-5=75. Hanna inser att berdkning med hjélp av en algoritm inte &r till
hjalp eftersom hon behdéver gora en véaxling och hon visar att hon ar osdker pa hur algoritmen
fungerar. Hanna l6ser uppgiften pa samma satt som Olle och anvander talens del-del-
helhetsrelation, behandlar tal som grupperade enheter (composed units), nar hon raknar 2—7
och vet att det & — 5 som ska subtraheras, 80-5=75.
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4.4 Att behandla tal som enstaka enheter eller som grupperade enheter

Berakningsstrategierna innebér att talen i subtraktion i huvudsak behandlas av eleverna pa tva
olika satt, som enstaka enheter® (singel units) eller som grupperade enheter (composed units).
| strategierna behandlar eleverna tal i subtraktion som enstaka enheter nér de anvander
dubbelrakning uppat, dubbelrakning nerat, fingermonster och i upprékning av tal (se tabell
4).

Tabell 4. Elevernas behandling av tal i de olika berakningskategorierna

Strategier Enstaka enheter (singel units) | Grupperade enheter
(composed units)

Fingerrakning

Dubbelrakning uppat X
Dubbelrakning nerat X
Fingermdnster X

(del-del- helhets relation)

Ovriga strategier
(utan fingrar)

Upprakning av tal X

Dubblor® X
Del-del-helhet X
Talfakta (“vet”) (x)

Av tabell 4 framgar att eleverna behandlar tal som enstaka enheter (singel units) nar de
anvander fingrarna i strategierna dubbelrakning uppat och dubbelrakning nerat. Néar fingrar
anvands som fingermonster behandlar eleverna talen som grupperade enheter (composed
units). | strategierna dubblor, del-del-helhet och talfakta behandlar eleverna talen som
grupperade enheter (composed units). | strategin uppraknade tal dér fingrar inte anvénds,
behandlar eleverna tal som enstaka enheter (singel units).

Sammanfattning av resultatet.

Studien visar att flertal av eleverna har problem med berdkningar i subtraktion och anvander
mindre effektiva strategier. Fingrar anvands i berdkningarna av mer &n hélften av eleverna dar
dubbelrékning uppat och dubbelrakning nerat ar de vanligaste strategierna (60%). Resultatet
visar dven att eleverna har problem med véxling 6ver tiotalet.

> Enstegsrakning
® Kan vara négot som eleverna lart sig utantill
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De berakningsstrategier eleverna anvander har kategoriserats som: dubbelrékning uppat och
dubbelrakning nerat, fingermaénster, upprakning av tal, dubblor, del-del-helhet och talfakta.
Utgangspunkten utifran variationsteorin &r att eleverna agerar utifran hur de erfar tal.
Resultatet visar att 77 % av eleverna anvander enstegsrakning och behandlar tal som enstaka
enheter (singel units) i strategierna dubbelrakning uppat, dubbelrakning nerat, uppréakning av
tal och som grupperade enheter (composed units) i strategierna fingermonster, dubblor, del-
del-helhet och talfakta.
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5. Diskussion

Syftet med studien &r att identifiera elevers olika berdkningsstrategier i subtraktion genom att
i detalj analysera de sétt eleverna anvénder for att 16sa aritmetikuppgifter. For att undersoka
detta har arton elever i arskurs tre intervjuats. | studien besvaras féljande forskningsfragor:

- Vilka berakningsstrategier for subtraktion anvéander elever i arskurs 3?

- Vad medfor elevernas berdkningsstrategier for hur de behandlar tal?

Vilka berakningsstrategier anvander eleverna?

Av de arton intervjuade eleverna i studien anvander elva elever dubbelrékning uppat och
dubbelrakning nerdt med hjalp av fingrarna i en eller flera uppgifter. Fyra av de arton
intervjuade eleverna anvander fingrarna i berdkningarna av alla uppgifterna. Resultatet i
studien tyder pa att eleverna inte har utvecklat automatiserade kunskaper i subtraktion inom
talomradet 1-20. Elevernas strategier har i studien kategoriserats som “strategier med fingrar”
(dubbelrakning uppat, dubbelrékning nerat, fingermonster) och “Ovriga strategier, utan
fingrar”, (talfakta, tals del-del-helhetsrelation, dubblor och uppréaknade tal).

Dubbelrakning uppat och dubbelrékning nerat anvander mer an halften (60 %) av de
intervjuade eleverna i sina berdkningar. Ett intressant resultat i studien ar att fjorton av de
intervjuade eleverna, (77 %) behandlar tal som enstaka enheter (singel units) nar de
dubbelraknar med hjalp av ett finger i taget eller anvander strategin uppréaknade tal, nagot
som gor berakningarna onddigt komplicerade. Elever, som dubbelraknar och réknar uppéat
eller nerat pa talraden med hjalp av ett finger i taget for att halla reda pa antalet steg,
behandlar talen som enstaka enheter pa en talrad i stallet for grupperade enheter. Svenson och
Sjoberg (1982) menar att det inte ar en framkomlig vé&g Certainly, one step counting down
on one’s fingers is not the ultimate goal of the teaching of how to solve simpel subtractions™
(s.98). Eleverna i studien visar att de har sarskilt stora svarigheter i subtraktion nar de
anvander dubbelrakning nerat med hjalp av sina fingrar, nagot som dven identifierats i
tidigare studier (Neuman, 1987; Gray & Tall, 1994). Vid dubbelrékning haller eleverna tva
talrader samtidigt i huvudet, de sdger var de ar pa talraden samtidigt som de réknar antalet
steg, vilket kan ge eleverna problem i hogre talomraden (Neuman, 1987; Gray & Tall, 1994).
Elever i studien, som réknar dubbelrdkning i alla uppgifter har troligen inte urskilt tals del-
del-helhetsrelation. Att urskilja tals del-del-helhetsrelation &r en kritisk aspekt for dessa
elever och en dimension av variation (DoV) som behdver Oppnas upp. En del av eleverna
anvander olika strategier i uppgifterna (fingrar i nagra uppgifter medan andra uppgifter raknas
utan fingrar). Har ar det mer oklart om eleverna har urskilt tals del-del- helhetsrelation.
Dubbelrékning uppat och dubbelrékning nerat med hjélp av ett finger i taget ar en strategi
som ger eleverna problem eftersom antalet fingrar inte racker till ndr talen 6verstiger tio och
inte fungerar i ett hogre talomrade. En elev som anvande denna strategi ar osaker pa om det
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var talet eleven landade pa i berakningen eller om det var de kvarvarande fingrarna som var
svaret, en svarighet som dven Neuman (2013, s.11) beskrivit.

Fingermonster anvéander tre av eleverna och visar att fingrarna ar ett stod for att uppfatta
antal. Eleverna l6ser uppgifterna samtidigt som fingrarna visar en bild av talet utan att rdkna
antalet fingrar (subitizing) och erfar tals del-del-helhetsrelation. Aven elever, som
dubbelraknar anvander fingrarna for att avlasa svaret i berakningen och tittar inte pa fingrarna
utan visar att de uppfattar antalet bara genom att réra fingrarna.

Resultatet i studien visar att dven de elever som inte anvander fingrarna saknar effektiva
strategier och ar osékra nar de ska losa uppgifterna. Véaxlingen over tiotalet vallar problem for
nagra av eleverna i studien. De eleverna loser inte uppgifterna korrekt, gissar, far fel svar eller
ger upp. En svarighet ar nar eleverna subtraherar bade tiotal och ental fran det storsta talet,
vilket ger ett felaktigt svar i likhet med Fusons (2003) beskrivning av hur elever i USA gor.
Endast en elev anvander talfakta i tva uppgifter (32-27 och 15-9). Att endast en av de arton
intervjuade eleverna anvénder talfakta och direkt “’vet” svaret pa uppgifterna ar forvanande i
arskurs tre. Strategin med dubblor anvéander eleverna i studien som en hjalp att losa
uppgifterna. Dubblor &r dock inte en generell metod och tiotalet blir inte synligt i beréakningen
(Murata och Fuson, 2006).

Tals del-del-helhetsrelation anvénder eleverna nar de delar upp tal och ser talens delar vilket
forekommer i alla uppgifter och &ven bland de elever som anvander fingermonster. Denna
strategi menar Fuson (1997), Murata och Fuson, (2006), Cheng (2012) och Neuman (2013) ar
effektiv. Vanligast ar uppdelningen av talet 7=2+5 i uppgift 82-7=75. Elever, som inte
anvander fingrar i sina berdkningar utnyttjar, tiotalet som hallpunkt och “ser” till exempel
7+3=10, 6+4=10 som en hjalp att l6sa uppgifterna. Elever i studien som anvander
dubbelrakning anvander inte tiotalet som héllpunkt utan rdaknar uppat ett steg i taget till
exempel i uppgifterna 13=7+_ och 6+_=14. Att alltid rdkna enstegsrakning ett steg i taget
uppat fran den ena delen for att komma till helheten i subtraktionsuppgifter, kan enligt
Neuman (2013) vara ett problem, eftersom det ar antalet rakneord pa talraden som raknas i
stéllet for att se subtraktionen. Gray och Tall (1994) beskriver det som att eleverna inte ser de
ingaende delarna som en helhet utan som en process och kan da fa problem i sina
berdkningar.

Uppraknade tal (singel counting) anvander elever &ven utan hjalp av fingrar och innebér att
eleven sager alla rakneord ett i taget nar de raknar uppat eller nedat pa talraden, for att halla
reda pa antalet steg, vilket ar en komplicerad strategi att halla i huvudet (Neuman, 2013).
Eleverna ser talen som enstaka enheter (singel units) som réknas ett i taget vilket enligt Cheng
(2012) ar omojligt i ett hogre talomrade.

Resultatet visar att ett flertal av eleverna i den studerade gruppen inte anvénder de mest
effektiva strategierna nagot som aven identifierats i tidigare forskning av bland annat Svenson
och Sjoberg (1982). Svenson och Sjoberg (1982) menar att det &r anmérkningsvart att elever
under varterminen i arskurs tre har sa stora problem med berakningar i subtraktion.
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Vad medfor elevernas berdkningsstrategier for hur de behandlar tal?

Pa vilka olika satt visar berakningsstrategierna hur elever erfar och behandlar tal i
subtraktion? De strategier eleverna i studien anvander speglar hur de behandlar tal, (se tabell
4). Resultatet i studien visar att eleverna behandlar tal som enstaka enheter (singel units) eller
som grupperade enheter (composed units) i de olika berdkningskategorierna. Eleverna
behandlar tal som enstaka enheter (singel units) i strategierna dubbelrdkning uppat,
dubbelrakning nerat och vid upprékning av tal utan fingrar. Eleverna urskiljer grupperade
enheter (composed units) ndr de anvéander fingermonster, dubblor, talens del-del-
helhetsrelation och talfakta. Att anvdnda grupperade enheter (composed units) &r en mer
kraftfull strategi (Svenson & Sjoberg, 1982; Neuman, 1987; Murata & Fuson, 2006; Cheng,
2012).

De elever, som behandlar tal som enheter (single unit) och raknar ett tal i taget, i stéllet for att
se grupper av tal som kan delas upp (decompose) och sattas ihop (compose) riskerar att fastna
och inte komma vidare och utveckla mer avancerad matematisk kunskap (Cheng, 2012). De
elever som anvander tals del-del-helhetsrelation har stérre mojlighet att utveckla effektiva
strategier jamfort med de elever som dubbelrédknar. Elever, som anvéander dubbelrakning
uppat och nerat genom att halla tva talrader samtidigt i huvudet, utfor komplicerade
utrakningar som belastar arbetsminnet, ndgot som gor aritmetiska berakningar onddigt svara
och kan resultera i att elever ger upp. Yngre barns berdkningar med hjélp av fingerménster,
kan vara en hjalp for fortsatta aritmetiska berakningar medan dubbelrakning uppat och nerat
med hjalp av ett finger i taget kan ha motsatt effekt. Neuman (2013) menar att
”Dubbelrdkning anvand som huvudmetod i addition och subtraktion blockerar ndmligen
mojligheterna att utveckla huvud- och Gverslagsrakning och saledes alla forutsattningar for
vidare utveckling av aritmetiskt tdnkande” (s.13).

Konklusioner och kunskapsbidrag

Resultatet i studien visar att de intervjuade eleverna i arskurs tre har problem med berakningar
i subtraktion vilket kan paverka larandet i hogre arskurser. Resultatet i studien tyder pa att
eleverna inte har utvecklat effektiva strategier for att kunna hantera subtraktion inom
talomradet 1-20 och riskerar darfor att fa problem med aritmetiska berdkningar i
fortsattningen (Gray & Tall, 1994; Neuman, 1987, 1989, 2013; Mclintosh, Reys & Reys,
1992).

Resultatet i studien bekréftar tidigare studier (Fuson et al., 1994; Svenson & Sj6berg, 1982;
Neuman 1987; 1989; 2013: Gray & Tall, 1994) som visat att elever i arskurs tre har problem
med berédkningar i subtraktion. Tidigare forskning (Fuson et al., 1994; Svenson & Sj6berg,
1982; Neuman 1987; 1989; 2013) har beskrivit elevers svarigheter i berdkningar av
aritmetiska uppgifter i addition och subtraktion och da sarskilt i uppgifter med en
tiotalsovergang. »The count on/down/up of ones also frequently goes over a decade word,
which can be especially difficult for subtraction.” (Fuson et al., 1997, s.152). Eftersom
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elevernas kunskaper i talomradet 1-20 ar en grund for fortsatta mojligheter till utveckling av
aritmetiskt tankande &r det viktigt att larare har kunskaper om vilka strategier eleverna
anvander for att anpassa undervisningen och underlatta larande samt forebygga missforstand.
Neuman (1986) menar att elever dnda upp pa gymnasieniva anvander samma ineffektiva
strategier de tillagnat sig under de forsta skolaren.

Foreliggande studies kunskapsbidrag ar en kategorisering och synliggérande av elevers
berdkningsstrategier som identifierats i subtraktion. Studien bidrar med att beskriva inte bara
att eleverna anvander fingrarna i sina berakningar utan de detaljerade beskrivningarna visar
hur eleverna anvander fingrarna i sina berdkningar och ger ny kunskap om fingerrakning.
Studien bidrar ocksa med att visa hur eleverna behandlar tal i sina berakningar som enskilda
enheter eller grupperade enheter (singel units och composed units). Denna studie skiljer sig
fran tidigare forskning inom omradet (Svensson & Sjoberg, 1982), beskrivit att eleverna
anvander ett finger i taget i sina berékningar, genom att i detalj beskriva hur eleverna
anvander fingrarna i de olika berakningsstrategierna pa liknande satt som FASETT é&r det ett
bidrag i diskussionen om fingerrédkning; ”This study thus contributes to the ongoing
discussion on finger use and shows that it is not a matter of whether fingers should be used or
not, but how fingers can be used to support and facilitate learning to solve arithmetic tasks”.
(Bjorklund, Kullberg Runesson Kempe, accepted).

Studien bygger vidare pa kunskaper om elevers berakningsstrategier i subtraktion dar fingrar
bade kan vara en hjalp och ett hinder for elevers fortsatt utveckling av effektiva
berdkningsstrategier.

5.1 Metoddiskussion
For att kunna besvara forskningsfragorna har videoinspelade semistrukturerade intervjuer

anvants. Enbart ljudinspelning hade inte gett mdjlighet att studera hur eleverna anvénde
fingrarna i berakningarna. | de semistrukturerade intervjuerna kunde elevernas beskrivningar
av lésningar fortydligas med ytterligare fragor vid behov, till skillnad mot strukturerade
intervjuer efter ett strikt frageformular, vilket inte hade gett tillracklig information i
foreliggande studie. variationsteorin (Marton, 2015; Marton, & Tsui, 2004) en teori om
larande, har varit ett redskap i analysen av elevernas berdkningsstrategier. Det som var
problematiskt i analysarbete var kategoriseringen av de olika elevsvaren. Alla de intervjuade
eleverna l6ste uppgifterna pa olika satt och vid nagra tillfallen var forklaringarna som
eleverna gav otydliga vilket medforde svarigheter med kategoriseringen. Det kan innebara att
en annan forskare skulle kunna tolka svaren pa ett annat satt och fa ett nagot annat resultat an
vad som beskrivits i denna studie.

Diagnosen som gjordes i inledningen av studien gav mojlighet for forskaren att fa en
overblick over elevernas kunskaper i addition och subtraktion i de bada klasserna, och en
mojlighet att gora ett urval av elever for intervju. Elever, som valdes ut for intervju, hade ett
flertal fel och eller tog lang tid pa sig for att I6sa uppgifterna i diagnosen. Det blev en
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avvagning av antalet fel och lang tid, dar elever som tog lang tid pa sig var dverrepresenterade
bland de som valdes ut for intervju. Efter diagnosen valdes tio elever fran de bada klasserna ut
for intervjua men efter bortfall av tva elever i den ena klassen, intervjuades arton elever. Det
hade varit lovvart att intervjua alla 43 eleverna i de bada klasserna men materialet hade da
blivit alltfor omfattande och tidskravande fér denna studie.

Eleverna svarade pa fragorna sa gott de kunde och visade engagemang i arbetet med att I6sa
uppgifterna. Att intervjuerna spelades in kan ha paverkat eleverna och deras svar (Bryman,
2004, 2011). Vi kan inte sakerstélla att de forklaringar eleverna gav till sina l6sningar var
exakt det satt de loste uppgifterna pa. De forklaringar eleverna gav kan vara ett sétt att
tillfredsstalla forskaren, som stallde fragorna och min langa erfarenhet som larare kan ha
speglat det satt som fragorna stalldes och hur svaren tolkades. Det begransade antalet elever i
studien och de sarskilda urvalet av elever, gor att resultatet inte gar att generalisera till elever i
arskurs tre pa andra skolor i Sverige, men resultatet indikerar att elever i den studerade
gruppen anvander mindre avancerade strategier i berdkningar av uppgifter i subtraktion.

5.2 Didaktiska implikationer och fortsatt forskning
Foreliggande studie &r ett bidrag till larares praktik genom att komplexiteten i elevers

strategier i subtraktion synliggjorts. Hur kan utveckling av elevers strategier framjas?
Undervisning redan i forskolan och forskoleklassen, som syftar till att ge eleverna mojlighet
upptécka tal, hur talen ar relaterade till varandra och hur olika raknesatt hor ihop, kan troligen
hindra att elever far svarigheter med aritmetiska berakningar langre fram nar talomradet
utvidgas (Mclintosh, Reys & Reys, 1992; Carpenter & Moser, 1984; Gray & Tall, 1994,
Neuman, 1987, 1989, 2013). Elever behover tidigt fa mojlighet att se sambandet mellan
addition och subtraktion genom att bada raknesatten introduceras samtidigt (Fuson, et al.,
1997). Eftersom forskningen (Fuson, 2003) visat att automatiserad kunskap, som enbart
bygger pa minneskunskap, inte hjalper eleverna med utveckling av taluppfattningen, ar det
viktigt att eleverna far arbeta med undersokande verksamhet for att upptacka flexibla
strategier inom det lagre talomradet 1-20 och sedan i ett utvidgat talomrade. Arbetet med att
fa syn pa tal och talens delar &r ett arbete som bor starta redan i forskolan och sedan fortsatta
genom hela grundskolan for att forhindra att elever fastnar i enstegs upprakning av enskilda
enheter eller dubbelrdkning. Forskare (Fuson, 1997; Murata & Fuson, 2006; Cheng, 2012;
Neuman, 2013) menar att elever behover fa syn pa tal som grupper av enheter som gar att dela
upp och sattas ihop i stallet for att se tal som enstaka enheter. Fuson (1997) menar att elever
tidigt behdver hjélp med att dela upp tal for att forebygga missuppfattningar.

Vid ett besok pa en skola i New York noterades en affisch om subtraktionsstrategier i ett
klassrum med elever i arskurs ett, (se bild 5). En av de foreslagna strategierna i subtraktion
uppmanar till dubbelrakning nerat med hjalp av fingrarna. Ar dubbelrdkning ar en utldrd
strategi av larare, eller en strategi eleverna anvénder sjalva? Ingen av nyborjareleverna i
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Neumans studie (1987, 2013) anvinde dubbelrakning nerdt. Ar det den tidiga
aritmetikundervisningen, som paverkar eleverna att utveckla icke hallbara raknestrategier?
Ytterligare forskning behdvs for att for att ta reda pa hur vanlig dubbelrakning med hjalp av
fingrarna &r i arskurserna 1-9. Det vore intressant att ta studera hur eleverna lar sig anvanda
dubbelrakning med fingrarna och om det &r en del av undervisningen i de lagre aldrarna. Gar
det med att tidig undervisning i forskolan forhindra dubbelrdkning med hjalp av fingrar, ar
ocksa en fraga for vidare forskning.
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Bilagor

Bilaga 1 Bilder fran undervisning i New York varen 2017

P

N o :n D-

:
AL JIN
e iy

ihied

~

Bild 5 Léararens beskrivning av olika strategier som en hjalp Bild 6 Léararens beskrivning av elevernas strategier.
for elever.
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Bilaga 2
Intervjufragor arskurs 3
Del—-del -helhet

13=7+ ; 13-7, 32-27
Fragor till barnet

Du och en kompis har samlat 13 snackor tillsammans. Du har hittat sju, hur manga har
din kompis hittat da?

Hur vet du det?

Kan du forklara?

Fragor till barnet:

En annan dag har du samlat 32 stenar och din kompis 27.

Hur manga fler har du da? (forutsatt att barnet kunde avgéra vem som har samlat flest)
Hur vet du det?

Kan du forklara?

Subtraktion
15-9, 6+_=14; 14-6,

Fragor till barnet:

En l6rdag far du 15 godisar och ater genast upp 9. Hur manga har du kvar da?
Hur vet du det?
Kan du forklara?

Fragor till barnet:

Tank dig att du ska duka till mellanmalet. Du satter ut 6 glas pa bordet. Ni ar 14 barn. Hur
manga glas behover du hamta?

Hur vet du det?

Kan du forklara?

Uppgift utan kontext
Post- it lapp
82-7
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Bilaga 3
Godkinnande av videoinspelad elevintervju for forskningsindamal *

Mitt namn 4r Britt Holmberg, lirarutbildare pa Goteborgs universitet. I mitt masterarbete
undersoker jag hur elever uppfattar tal inom talomradet 1-20 och vill i det arbetet ta hjilp av
klassens elever.

Eleverna gor férst en diagnos dir de utfér nagra enkla beridkningar. Utifran diagnosen viljs
nagra elever ut for en videofilmad intervju dir de enskilt far beritta hur de kommit fram till sina
svar pa nagra ytterligare uppgifter.

Dokumentation i form av bild och ljudupptagning i elevintervjuerna sker i forsta hand fér en
forskningsstudie och materialet kommer att férvaras inlast. De personer som medverkar 1 studien
kommer att vara anonyma i den vetenskapliga rapportering som kommer ut avstudien. Namn
kommer att dndras till fiktiva namn. Om du godkinner att ditt barn far intervjuas samt att
diagnosmaterial samlas in for att anvindas i forskningssammanhang ber vi dig skriva under denna
blankett och aterlimna till skolan. Fyll 1 blanketten dven om du inte vill att ditt barn deltar.

Det finns alltid méjlighet att avbryta sitt deltagande i projektet.

Med véinlig hilsning

Britt Holmberg

Adjunkt Gateborgs universitet
britt.holmberg@gu.se

Som vardnadshavare TOI ........ovviiiiiiiiiii e,

lamnar jag mitt samtycke till att han/hon fir intervjuas och finnas med pa film som anvinds i
forskningssammanhang.

O Ja, jag tillater att mitt barn deltar i studien och filmas under intervju
O Ja, jag tillater att mitt barn deltar i studien men endast med ljudupptagning

0 Nej, jag tillater inte att mitt barn deltar i studien

Underskrift virdnadshavare Underskrift virdnadshavare


mailto:britt.holmberg@gu.se

Bilaga 4

Hah
DIAGNOS AG3 oS
Namn Klass
1a ib
§46=__ 347m__ 100-6=__ 10-3=__
5+__=10 2+__=10 10-1= __ 10-__=8
_+9=10 _+6=10 10—__=5 10—-_=7
2a 2b
9+2=__ 44+9=__ 14-9=__ 17-8=__
Q+6=__ 549=__ 12-9=__ 18-9=__
9+8=__ 7+9=__ 15-6=__ 16-9=__
3a 3b
847 =__ 5+8=__ 13-8=__ 14—-6=__
8+4=__ 8+8=__ 16-8=__ 15-8=__
3+8=__ 846=__ 12-8=___ 11-3=__
4a 4b
144 __ =19 2+__=18 18=3+__ 19=16+__
13+__=17 5+__=18 15=24+__ 18=13+ __
11+ __=17 3+__ =19 19=44+___ 17=14+ __
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Bilaga 5
Extrauppgifter

24 +9 = 25+8-=
7+ 25 = 6+ 24 =
23+8= 26 +7 =
23-8-= 24 -7 =
21-19 = 21-2-=

24 -9 = 25-8-=



