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Abstrakt

Syftet med denna studie &r att undersdka elevers mentala bilder av begreppen funktioner och
forstaderivata, samt deras forstaelse av hur en funktionsgraf hinger samman med tillhérande
forstdderivatas graf. For att ge ett teoretiskt ramverk for olika synsétt pd matematiska begrepp
samt for hur mentala begreppsbilder kan beskrivas, presenteras 1 denna studie tva artiklar — Tall
och Vinners ”Concept image and concept definition in mathematics with particular reference
to limits and continuity” (1981) samt Sfards “On the dual nature of mathematical conceptions:
reflections on processes and objects as different sides of the same coin” (1991). Med hjélp av
de 1 dessa artiklar presenterade teorierna undersoks tre elevers mentala bild av begreppen
funktion och derivata samt elevernas forhdllningssitt till dessa begrepp. Undersdkningen gors
med hjélp av enskilda, semistrukturerade intervjuer med eleverna. Den teoretiskt tematiska
analysen av elevernas forhéllningssétt gors utifran den av Sfard beskrivna operationell-
strukturell-dualismen. Sirskilt elevernas hanterande av sambandet mellan funktionsgrafer och
den grafiska framstéillningen av tillhérande derivata undersoks. Resultatet pekar pa tva saker:
For det forsta att elevernas mentala bild av derivatabegreppet ar timligen fragmentarisk, medan
deras mentala bild av funktionsbegreppet verkar vara mer koherent. Hur de grafiska
framstéllningarna av funktioner och tillhdrande derivata hdnger samman har eleverna ingen
utvecklad forstdelse for. For det andra pekar denna studie pa att det dr mdjligt att pa ett mycket
nyanserat vis undersoka individers matematiska tillvigagangssitt utifrdn Sfards operationell-
strukturell-dualism. De didaktiska konsekvenserna av denna studie bestir av att det & mojligt
att som larare kartligga elevers mentala begreppsbilder och att jobba mot att utveckla dessa till
att bli sammanhédngande och anviandbara. Studien pekar dven pé att det ar virdefullt att som
larare vara medveten om olika synsitt pd matematiska begrepp.



Forord

Det har varit en stor utmaning att skriva detta examensarbete. Hér vill jag gdrna tacka ndgra
personer som har bidragit till att skrivprocessen néstan hela tiden har kénts rolig och
stimulerande. Tack Ida Andersson for att du tog dig tid att 1dsa min uppsats nir den fortfarande
var kaotisk och langt ifrn klar — dina synpunkter och konstruktiva kritik har varit ovirderliga.
Ett stort tack till min handledare Laura Fainsilber — ditt intresse och din kunskap om matematisk
forstéelse, begreppsbildning och didaktik samt ditt engagemang i min skrivprocess har gett mig
bade drivkraft och inspiration under arbetet med min uppsats. Jag vill hir dven passa pa att
tacka mina tre intervjupersoner Frodo, Carina och Lena, som tog sig tid att delta i denna studie.
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Inledning

Nar ar det egentligen vi forstar nagot? Nér kan vi borja séga att vi har fatt grepp om nagonting?
Ar det nir vi kan hiinga med i ndgons resonemang? Ar det nir vi kan fora resonemanget sjilva?
Ar det niir vi kan anviinda oss av ett begrepp for att 16sa nigot storre problem eller ir det forst
ndr forstdelsen sipprar in i1 vart undermedvetna och innehallet finns dér som en intuition, en
automatism som aktiveras nir den behdvs? Fradgan dr djupt filosofisk och grundar sig i
epistemologiska fragor som vad dr kunskap? Kan kunskap likstdillas med forstaelse av ndgot?
Gadr det att forsta ndgot helt och fullt? Om svaret pad fragan “kan kunskap likstédllas med
forstaelse” skulle vara ja/, blir frigan om just forstdelsens natur allt mer angeldgen. Inte minst
for oss lérare. En stor del av vart samhéllsuppdrag bestér i att formedla kunskap till elever. Lat
oss titta ndrmare pa matematikdmnet och en matematiklarares uppdrag: jag upplever ofta att det
elever far med sig pa matematikundervisning &r praktiska fardigheter 1 algebra,
sannolikhetsldra, geometri, olika sorters problemlosning och statistik. Leder utdvandet av
praktiska fardigheter till forstéelse? Eller ar forstelse for en procedur en forutsittning for
genomforandet? Nar en elev 10ser en uppgift ritt, har hon da begripit det matematiska innehéllet
uppgiften behandlar? Eller gar hon bara efter ett recept, steg for steg, och 16ser uppgiften pa det
viset? Icke att forglomma det ack sd vanliga svaret jag far da jag frdgar ménniskor 1 min
omgivning vad de tycker om matematik; att det dr kul ndr man forstdr. En annan frdga apropa
forstaelse: Vad hiander under all den tid innan “polletten trillar ner”? Yrar den of6rstdende
omkring 1 halvmorker tills lampan plotsligen tdnds eller blir det sakta men sdkert ljusare och
ljusare fram tills den efterldngtade, forstdelse-bringande helhetsbilden trdder fram? I denna
uppsats undersoker jag matematisk begreppsbildning, forstelse och olika sitt att forhélla sig
till matematiska begrepp.

1.1 Syfte och fragestallning

Syftet med denna fallstudie 4r att undersdka och belysa tre elevers olika syn pa begreppen
funktioner och derivatan’ samt deras forstielse av hur en funktionsgraf hinger samman med
den grafiska framstillningen av tillhorande forstaderivata. Forhoppningen ar att, med hjélp av
tva teorier om begreppsbildning och forstaelse, lyckas kartligga de viktigaste dragen for
elevernas framtida ldrande i1 deras bild och forstaelse av begreppen funktioner och derivatan.

I denna studie utgar jag fran foljande fragestillningar:
e Hur kan en individs forstdelse av ett begrepp beskrivas?
e Hur vixer matematisk forstdelse fram?

o Vilka olika tillvigagangssdtt forekommer hos elever i hanterandet av funktioner och
derivatan? Hur tar de sig uttryck?

e  Hur hanterar elever sambandet mellan den grafiska representationen av en funktion
och tillhorande derivata?

' Varje gdng som jag i denna uppsats anvinder begreppet derivata, syftar jag till forstaderivatan.
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2 Teoretisk bakgrund

I denna del kommer det sammanfattas och presenteras tvd vetenskapliga artiklar. Den forsta ar
skriven av David Tall, professor emeritus pa University of Warwick och Shlomo Vinner,
professor emeritus pd Hebrew University of Jerusalem och publicerades 1981. Denna artikel
behandlar individers begreppsdefinitioner och mentala begreppsbilder av grinsvédrde och
kontinuitet. Den andra artikeln skriven av Anna Sfard, forskare pd University of Haifa,
publicerades 1991 och handlar om tvéd olika sitt att forhalla sig till matematik, samt om
individers forstaelseprocess i ldrandet av matematiska begrepp. De teorier som presenteras i
artiklarna utgor det teoretiska ramverket for analys av denna studies empiriska data.

2.1 Tall och Vinner

Artikeln av Tall och Vinner (1981)* bir titeln Concept image and concept definition in
mathematics with particular reference to limits and continuity och behandlar den kognitiva
strukturen som hos en individ associeras med ett givet begrepp. I en sadan kognitiv struktur
ingér bl. a. alla med ett givet begrepp associerade bilder, egenskaper och procedurer. Hos de
flesta individerna ingér dven nagon form av begreppsdefinition 1 den kognitiva strukturen som
utgdr den mentala bilden av ett givet begrepp. Det dr mgjligt att en sddan mental begreppsbild
inte dr helt koherent och att den innehéller attribut som motséger varandra.

2.1.1 Begreppsdefinition

Tall och Vinner betonar att det finns formella och personliga begreppsdefinitioner. Lt oss borja
med att reda ut vad en formell begreppsdefinition anses vara. Enligt Tall och Vinner ar det en
»form of words used to specify [a] concept™ (Tall & Vinner, s. 152), alltsd en sammanséttning
ord som anvénds for att specificera ett begrepp. Ett exempel f6r en formell begreppsdefinition
ar Dirichlet-Bourbaki-definitionen for funktioner:

f:X - Yarendelmangd av XXY sa att om (x,y,) € foch (x,y,) E f =y, =Y,

Formella definitioner av detta slag dr accepterade av matematikersamfundet. Lirandet av
formella definitioner kan ske pa olika sdtt. Bland gymnasieelever ar det vanligt att formella
definitioner lérs in utantill, utan storre relation till begreppet som helhet. P4 universitet ar det
vanligare att definitioner lirs in meningsfullt, med stark koppling till den egna matematiska
praktiken. En personlig begreppsdefinition dr ddremot en individs egna forklaring av ett givet
begrepp. Aven en individs personliga rekonstruktion av en formell definition av ett begrepp kan
sdgas vara en personlig begreppsdefinition.

2.1.2 Den mentala begreppsbilden

En mental begreppsbild utgérs som sagt av den totala kognitiva strukturen som en individ
associerar med ett visst begrepp. Denna kognitiva struktur inkluderar bilder, egenskaper och
procedurer som associeras med ett begrepp. Aven en individs personliga begreppsdefinition av
ett givet begrepp dr del av individens mentala bild av begreppet. Det &r inte enbart under
mattelektionerna och andra formella sammanhang som mentala begreppsbilder byggs upp och
utvecklas, utan det sker dven i1 informella situationer utanfér skolan. En individs mentala
begreppsbilder fordndras och revideras da individen utsitts for nya stimuli och situationer och
1 takt med att individen mognar. Hér ar det viktigt att tilligga att dven eventuella felaktiga

? Varje gang som jag i denna uppsats refererar till Tall och Vinner refererar jag till deras artikel skriven 1981.
Darfor kommer jag i fortsdttningen inte att skriva ut artalet.



uppfattningar om ett begrepp ar en del av individens mentala bild av begreppet 1 frdga. Som
det 1 avsnitt 2.1.4 kommer att forklaras mer ingdende, kan sddana felaktiga uppfattningar om
ett begrepp innehalla fron till kognitiva konflikter hos individen.

2.1.3 Den framkallade mentala begreppsbilden

Om vi tinker oss den mentala begreppsbilden som méngden av alla med ett begrepp associerade
bilder, procedurer och egenskaper, sa ar den framkallade mentala begreppsbilden den delen av
en individs mentala bild av ett begrepp som 1 en viss situation dr aktiverad. Till exempel
aktiveras under den algebraiska utrdkningen av en funktions storsta virde inte nddvéandigtvis
den delen av begreppsbilden som innehéller grafer och koordinatsystem, utan mojligtvis snarare
den delen som innehaller de for utrdkningen nddvindiga procedurerna. Beroende pé situation
kan helt olika, mgjligtvis motsédgelsefulla delar av den mentala begreppsbilden framkallas.

2.1.4 Potentiell konfliktfaktor

Tva delar av en individs mentala begreppsbild som skulle kunna hamna i konflikt med varandra
kallar Tall och Vinner for potentiella konfliktfaktorer. Det dr mojligt att de potentiella
konfliktfaktorerna forblir oupptdckta och ddrmed aldrig leder till nagon faktisk kognitiv
konflikt hos studenten. I sddana fall fortsétter respektive del att framkallas 1 olika situationer,
utan att studenten blir varse om att de tvd delarna motsidger varandra. Ett exempel pa en
potentiell konfliktfaktor som Tall och Vinner tar upp blir tydligt i féljande scenario som handlar
om talet v/5. En individ — 14t oss kalla honom Kristian — fr som uppgift att placera talet V5 i
nagon av talméngderna naturliga tal (N), rationella tal (Q) eller reella tal (R). Kristian placerar
talet v/5 i R-ladan. Vid ett annat tillfille, da dven talmingden komplexa tal (C) finns att vilja
p4, skrivs talet v/5 som komplext tal V5 + 0i — ett komplext tal dir den imaginira delen ir 0.
D4 hamnar V5 + 0i (och didrmed V/5) i C-1adan. Alltsé ingar i Kristians begreppsbild av talet
V5 bade egenskapen dr ett reellt tal och dr ett komplext tal, beroende pé situationen och hur
talet framstélls. Det kan hidnda att dessa tvd uppfattningar aldrig framkallas samtidigt och
fortsétter finnas sida vid sida hos den studerande. Denna potentiella konflikt hos Kristian blir
till en faktisk kognitiv konflikt, d& Kristian konfronteras med att talet hade placerats 1 bdde R
och C. “Ett tal kan vil inte vara bade reellt och komplext?!” skulle kunna vara en av Kristians
reaktioner. Hér blir det tydligt hur en kognitiv konflikt 1 méinga fall leder till insikter. Kristians
kognitiva konflikt kommer — forhoppningsvis — leda till insikten att ett tal, exempelvis V5,
visst kan forekomma i badde R och C samtidigt, eftersom R 4r en delméngd av C. En kognitiv
konflikt bor alltsd inte betraktas som ndgot negativt, utan snarare som en nddvéndig del i
larandeprocessen.

I nidsta avsnitt presenteras tva teorier av Anna Sfard (1991). I motsats till Tall och
Vinners teori som handlar om att beskriva en individs begreppsbild av ett visst matematiskt
innehéll, fokuserar Sfards pd begreppsbildningen och pé individers synsitt pa begrepp, alltsa
snarare pa ett gérande an pa ett varande. Begreppsbilden l1dmnas dock inte helt &t sidan av Sfard
— hon ger till och med sjdlv en rétt sé koncis beskrivning av den mentala begreppsbilden, som
hon kallar conception’:

The whole cluster of internal representations and associations evoked by the concept’ — the concept’s
counterpart in the internal, subjective “universe of human knowing” (Sfard, 1991, s. 3)

3 eng.: uppfattning, idé, forestillning
* eng.: begrepp



2.2 Anna Sfard

I denna studie, som bér titeln On the dual nature of mathematical conceptions: reflections on
processes and objects as different sides of the same coin, behandlas utvecklandet av matematisk
forstaelse, samt olika sitt att forhalla sig till matematik. Sfard (1991)° anvinder ett kombinerat
ontologiskt-psykologiskt perspektiv. Ontologi &r inom filosofin namnet pd ldran om det
varande och behandlar till exempel fragor om hur vérlden eller tingen ar beskaffade samt vilka
deras visensbetingade drag dr (Wikipedia, 2018). I studien belyses & enda sidan matematiska
begrepps natur, vilket alltsa dr en ontologisk angeldgenhet, & andra sidan den psykologiska
frigan om hur dessa begrepp uppfattas av individen. Genom att analysera olika matematiska
definitioner och representationer kommer Sfard fram till att abstrakta begrepp kan uppfattas pa
tvd fundamentalt olika sitt. A ena sidan strukturellt, alltsi som objekt, & andra sidan
operationellt, som processer. | avsnitt 2.2.1 beskrivs dessa tva synsétt nairmare.

Sfard (1991) speglar matematiska forstdelseprocesser hos individer i1 den historiska
utvecklingen av matematiken och visar med hjélp av olika exempel att midnga matematiska
begrepp for en borjan uppfattades och behandlades enbart operationellt for att sa sméningom —
efter manga diskussioner, debatter och om och men — borja ses som sjdlvstindiga,
manipulerbara matematiska objekt. I figur 1 (s. 5) illustreras till exempel talbegreppets
utveckling fran att vara ndgot man riknade olika objekt med till att ses som en méngd med olika
delméngder sdsom naturliga, rationella och komplexa tal som 1 sin tur har olika egenskaper osv.

Utover att beskriva och problematisera de tva sitten att uppfatta abstrakta begrepp,
formulerar Sfard en tre-stegs-modell som beskriver hur en individs fOrstaelseprocess av
matematiska begrepp skulle kunna se ut. Med hjilp av denna modell illustrerar hon att en
forstéelse- och darmed larandeprocess ofta borjar med att individen fokuserar mycket pa
procedurer som har att géra med det begrepp som ska ldras in, medan individen senare under
larandeprocessen borjar se begreppet mer och mer pa ett strukturellt sitt, begreppet reifieras.
Modellen dr med andra ord en nyanserad beskrivning av den studerande individens
forstaelseprocess och bestéar av foljande tre steg:

(1) Internalisering
(2) Kondensering
(3) Reifikation®

Nar det 1 fortsdttningen skrivs att en individ lar sig ett hogre matematiskt begrepp eller ett
begrepp pd ndsta abstraktionsnivd menas det ett begrepp som kan ldras forst niar det/de
foregdende har larts in.

Sfard lagger sarskilt fokus vid det tredje steget i modellen, reifikationen, da detta steg
enligt henne dr nddviandigt for att internaliseringen av ett hogre matematiskt begrepp ska kunna
ske. Att pa nagot sétt kunna se eller forestilla sig abstrakta matematiska begrepp som objekt
verkar utgdra en visentlig del i matematisk forméga overlag.

I avsnitt 2.2.1 f6ljer forst en ndrmre beskrivning av en strukturell respektive operationell
forstaelse, sedan gors en nidrmare redogorelse av de tre stegen 1 Sfards modell. Bade
beskrivningen av det strukturella och det operationella synsittet 1 individers forstaelse och
forhallningssétt samt tre-stegs-modellen kommer att exemplifieras med hjilp av exempel som
illustrerar larandet och hanterandet av funktioner och derivata.

> Varje géng som jag i denna uppsats refererar till Sfard refererar jag till hennes artikel skriven 1991. Darfor
kommer jag i fortsittningen inte att skriva ut artalet.

¢ Reifikation kommer fran latinska res ("sak™) och facere ("géra”) och betyder fortingligande, alltsé att forestilla
sig ndgon komplex foreteelse som ett objekt, ett ting, som kan manipuleras och betraktas fran olika héll. Det
tillhoérande verbet ar att reifiera ndagot.



Complex
numbers

=D e\

ex. root

/ \\
Positive subtr. Negative
real — real

/ AN

Positive ex. root  Positive
rational | measuring irrational

RN

Natural division Positive
—_ N p
numbers | ‘measuring  fractions

=\

concrete
objects

S
counting

Figur 1. Utvecklingen av talbegreppet illustrerat med hjdilp av Sfards tre-stegs-modell i
spiralform.

2.2.1 Det strukturella och det operationella

Att ha ett strukturellt synsétt i motet med matematik innebér att kunna referera till det abstrakta
matematiska begreppet som om det var ett verkligt ting. Det innebédr dven att kunna uppfatta
hela begreppet “at a glance” (Sfard, 1991:4) och att kunna manipulera det som en helhet utan
att behdva tinka pa begreppets sma nyanser och egenskaper. Eller som Hadamard (1949)
beskriver: I need [an image] in order to have a simultaneous view of all elements... to hold
them together, to make a whole of them...; to achieve synthesis... and give the concept its
physiognomy”. Att istillet tilldmpa ett operationellt synsétt innebér att uppfatta ett begrepp som
en process som innebér bl. a. att se begreppet som ett verktyg. Hos likhetstecknet blir de tva
synsétten tydliga: Det kan ses som ett symbol for identitet, vilket 4r det strukturella sittet att se
pa saken, medan det dven kan ses som ett "kommando” f6r att utféra en operation, vilket vore
en operationell uppfattning av likhetstecknet. Medan den strukturella uppfattningen kan ségas
vara omedelbar och integrativ, dr den operationella snarare dynamisk, sekventiell och
detaljerad.

Sfard argumenterar for att dessa tva sétt att ta sig an matematiska begrepp, trots att de
pa forsta blick verkar inkompatibla — hur kan ndgot vara bade en process och objekt pd samma
gang? — egentligen kompletterar varandra. Hon tar avstamp 1 liknande uppdelningar som har
gjorts da olika teoretiker har forsokt beskriva matematiken och matematiskt tinkande. Hon
ndmner Halmos (1985) och Anderson (1976) som stéller den abstrakta och den eller
procedurbetonande matematiken mot varandra. Liknande uppdelningar gors av Henrici (1974),
som delar in matematiken i en dialektisk och en algoritmisk del samt Piagets (1971)
kategorisering av matematiskt tdnkande 1 ett figurativt, respektive operativt sddant. Piaget
fortydligar att det figurativa refererar till statiska tillstind och ddrmed kan sdgas hdnga samman
med Sfards idé om ett strukturellt synsdtt, medan det operativa handlar om transformationer
(Piaget, 1971) och hianger ndra samman med det operationella synsittet. Forutom uppdelningen
av sjdlva matematiken och det matematiska tinkandet har &dven uppdelningar av den
matematiska forstaelsen gjorts. Lesh och Landau (1983) har definierat kategorierna conceptual
och procedural forstaelse medan Skemp (1976) gor uppdelningen instrumentell och relationell
forstdelse. Som ndmnt ovan utmanar Sfard det dikotomiska 1 alla dessa uppdelningarna och
menar att hennes uppdelning — strukturellt vs. operationellt — snarare &r en dualism &n en



dikotomi. En dikotomi innebidr en uppdelning av en helhet i tva separata, msesidigt uteslutande
delar (Wikipedia, 2018), medan Sfard med en dualitet menar en uppdelning av en helhet 1 tva
varandra kompletterande delar.

Det ér inte ovanligt att ett strukturellt tankesétt inom matematiken (och andra omraden
1 livet for den delen) anses vara overldgset det operationella, att ’the special ability to develop
a structural conception is what distinguishes mathematicians from ’mere mortals’ (Sfard,
1991:9-10). Men Sfards tanke om att de tvéa synsitten inte gar att separera fran varandra och
bilder en dualitet gor det i princip 6verflodigt att ens diskutera vilket av de tva synsitten som
ar overlagset det andra. Nagot som diaremot ryms i Sfards teori dr att en operationell forstaelse
av ett begrepp kan forutsitta en strukturell uppfattning av begreppet och tvirtom. Bemastrandet
av procedurer, alltsd det operationella, ligger 1 mdnga fall till grund for en mer strukturell
forstaelse, medan det finns visst matematiskt innehdll — ofta geometriskt sadant — dér ett
operationellt tillvigagangssitt oftast foregas av en strukturell uppfattning 1 den studerandes
forstaelseprocess. Ett exempel pd det senare fallet dr introducerandet av cylindern och
utrdknandet av cylinderns volym. Ett vanligt sdtt for en lirare att introducera detta skulle vara
att visa en bild pa en cylinder, papeka bl. a. att basen dr cirkelformad, for att sedan introducera
formeln V = mr?h, som tack vare den grafiska, objekt-fokuserade introduktionen antagligen
blir mer lattillgdnglig och intuitiv dn utan en sddan introduktion.

I sin artikel analyserar och nyanserar Sfard distinktionen mellan den strukturella och
den operationella uppfattningen av matematiska begrepp. I figur 2 illustreras denna distinktion
med hjdlp av en tabell, ddr den ena spalten exemplifierar ett strukturellt, den andra ett
operationellt sétt att se pd olika matematiska begrepp. Till exempel kan en individ associera
funktionsbegreppet till ordnade par vilket indikerar en strukturell forstéelse, eller sa ser
individen funktioner som en regel som tar en fran ett x-vérde till det tilldelade y-vérdet och vice
versa, vilket &r ett tecken pa att individen snarare har en operationell forstielse av begreppet.

Structural Operational
Function Set of ordered pairs Computational process
(Bourbaki, 1934) or

Well defined method of
getting from one system
to another (Skemp, 1971)

Symmetry Property of a Transformation of

geometrical shape a geometrical shape
Natural Property of a set 0 or any number obtained
number or from another natural

The class of all sets number by adding one

of the same finite ([the result of]

cardinality counting)
Rational Pair of integers [the result of] division
number (a member-of a specially of integers

defined set of pairs)

Circle The locus of all points [a curve obtained by]
equidistant from rotating a compass
a given point around a fixed point

en
Figur 2. Distinktionen mellan strukturell och operationell forstaelse exemplifierat med hjdlp av olika
matematiska innehall (Sfard, 1991:5)

Forstielsen av just funktionsbegreppet undersoks i1 en studie gjord av Vinner och Dreyfus
(1989), dir deltagarna bland annat skulle ge exempel pa en funktion dér alla funktionsviarden
ar lika. Vissa svarade mera generellt med y = c, andra med specifika exempel som y = 5.



Dessa svar visar pd en strukturell forstdelse hos deltagarna. Andra deltagare gav istillet exempel
somy = z eller y = Ox, vilket kan antas vara ett uttryck for operationell uppfattning av

funktioner — en maste alltid gora ndgot med x for att fa ut ett y-virde. Ytterligare ett exempel
ar de rationella talen. En operationell forstdelse visar sig i att en individ ser rationella tal som
resultatet av en division av tva heltal, medan en individ med en strukturell forstaelse skulle
beskriva rationella tal som ordnade par.

2.2.2 Tre-stegs-modellen

I foljande tre avsnitt redogors de tre stegen 1 en av Sfards utvecklade modeller som beskriver
hur matematisk forstéelse utvecklas. Har sitts de olika stegen 1 modellen forst i relation till
matematisk forstaelse i1 allménhet for att sedan exemplifieras mer specifikt med hjilp av
funktionsbegreppet och derivatan.

2.2.2.1 Internalisering

Da ett nytt begrepp introduceras, 1dr den studerande vanligtvis kdnna olika procedurer som kan
utforas med hjédlp av det nya begreppet. Efter ett tag blir den studerande skicklig i1 att utfora
dessa procedurerna, hon borjar nu att internalisera dem. For att kunna appliceras, analyseras
eller jamfort behdver begreppet inte ldngre bli utfort steg for steg. Da en elev moter
funktionsbegreppet for forsta gangen ar det vanligt att hon stoter pd dvningsuppgifter dar hon
ska rikna ut olika y-virden med hjilp av givna x-virden och vice versa. I denna fas ar det dven
vanligt att rita grafer med hjdlp av virdetabeller. Forstaelsen av till exempel funktioner priaglas
1 internaliseringsfasen av bland annat algebraiska procedurer da olika x- och y-virden berdknas
samt pa virdetabeller som anvinds som hjidlpmedel for att kunna rita grafer. Grafer anvéinds i
denna fas vanligtvis som verktyg for att l4sa av olika y- eller x-virden eller for att 4 en bild av
ett visst handelseforlopp. Ett operationellt synsdtt dr oftast dominerande i denna fas.
Deriveringen av f (x) = x? hos en student som héller pa att internalisera derivatan skulle kunna
se ut pa foljande vis:

f(x) = x?
f'(x) =2x

Den studerande behdver inte skriva ut mellansteget f'(x) = 2 - x271.

2.2.2.2 Kondensering

Med kondensering menar Sfard den fas da langre procedurssekvenser “pressas samman’ till
mera hanterbara enheter. I detta stadium borjar den studerande kunna tdnka pa procedurer som
helheter, utan att behova utféra dem; procedurer blir allt mer intuitiva. Det &r i denna fas som
det nya begreppet borjar ta en tydligare form 1 den studerandes huvud. D& funktionsbegreppet
utvecklas hos den studerande, kdnnetecknas kondenseringsfasen av att den studerande till
exempel kan titta pa en funktion och tinka sig hur grafen ungefar kommer att se ut. Nar till
exempel funktionen f(x) = x? #r given kan en individ som i sin forstielse av begreppet
befinner sig 1 kondenseringsfasen snabbt se att funktionsvdrdet d&r samma dd x = 2 och dé
x = —2, och kommer till exempel inte behdva gora en utforlig virdetabell for att kunna rita
upp funktionsgrafen. Det blir dven mgjligt for eleven att tdnka igenom losningen av ett
matematiskt problem. I arbetet med ett extremvérdesproblem kan eleven till exempel tinka att
hon forst ska derivera funktionen for att sedan sitta f'(x) = 0, vilket ger henne ett eller flera
x-vdrden som hon sedan sétter in 1 ursprungsfunktionen for att f4 fram extrempunktens eller



extrempunkternas y-virde(n). Eleven kan i denna fas, som beskrivet ovan, tinka pa procedurer
som helheter. Hon behdver inte ldngre utféra dem for att de ska framstd som meningsfulla.

2.2.2.3 Reifikation

Forst ndr en individ kan uppfatta ett begrepp ungefar som ett rumsligt objekt, som har olika
egenskaper och kan manipuleras och betraktas fran olika hall, kan hon sidgas ha reifierat
begreppet. Sfard menar att det 1 detta steg hdander ett ontologiskt skifte — den plotsliga férmagan
att se nagot bekant i ett helt nytt ljus. Medan forsta och andra steget, internalisering och
kondensering, sker gradvist, kan detta steg sdgas likna ett instantaneous quantum leap, ett
Ogonblickligt kvantsprang, likt vatten som vdrms upp. Uppvarmningen sker gradvis, men
overgangen mellan flytande till gasformigt sker plotsligt vid exakt 100 °C. I utvecklandet av
funktionsbegreppet kan en individ som befinner sig i denna foOrstaelsefas forestilla sig
funktioner — bade framstillt som uttryck men dven som grafer, virdetabeller och teckentabeller
— som manipulerbara objekt med olika egenskaper. For att komma tillbaka till exemplet
f(x) = x2, s begriper en individ som ir i reifikationsstadiet egenskaper som att funktionen &r
symmetrisk, att den ér deriverbar, att lim x? = +oo0 och att det gir att géra operationer som

x—too

(f (x))? eller [ f(x)dx. Individen &r nu redo att Svergé till nésta abstraktionsniva, att lira sig
procedurer som forutsétter att de nu reifierade funktionerna med alla sina egenskaper kan
hanteras som sjélvstindiga objekt. Ett exempel pa en sddan procedur ar berdkning av integraler.
Sfard menar att reifikationen sker just ndr “an interiorization of higher-level concepts (those
which originate in processes performed on the object in question) begins” (Sfard, 1991:20),
alltsd di ett begrepp pa en hogre abstraktionsnivd som fOrutsétter begreppet 1 frdga borjar
internaliseras.

Négot som, enligt Sfard, pd ett avgérande sitt bidrar till reifikationen av matematiska
koncept dr beteckningar, symboler, grafer och andra representationer som pd ndgot vis
illustrerar det givna begreppet som ett objekt. Tallinjen, som stodjer reifikationen av negativa
tal, ar ett exempel pa en sddan representation. Barn som har internaliserat addition, subtraktion
och multiplikation med positiva tal associerar addition till exempel med att summan av tva
positiva termer blir stérre dn varje term for sig. Mdtet med summan av ett positivt och ett
negativt tal, till exempel (—4) + 6 = 2, kan da leda till férvirring. Introducerandet av tallinjen
kan bidra till att barnen utvecklar sin begreppsbild av addition fran ”en summa av tva positiva
termer dr alltid storre dn varje term for sig” till att till exempel “absolutbeloppet av en summa
av tva positiva respektive negativa termer ar alltid storre dn absolutbeloppet av varje term for
sig. Detta géller inte for summan av ett negativ och ett positivt tal”.

Ytterligare ett exempel pa en representation som underlittar reifikationen av ett begrepp
ar teckentabellen [figur 3, s. 9]. Teckentabellen anvénds péd olika sétt hos olika ldrare och
stddjandet av reifikationen av funktioner inte pé ett lika sjdlvklart satt som tallinjen stodjer
reifikationen av negativa tal. Vissa matematikldrare ser och behandlar teckentabellen enbart
som ett hjdlpmedel i ritandet av funktionsgrafen, alltsd ndgot med fokus pé den operationella
forstaelsen. Eleven far mojlighet att utveckla sin forstaelse av funktioner och funktionsgrafen
frdn att ha internaliserat procedurer till att befinna sig 1 kondensationsstadiet. Andra ldrare
anvinder teckentabellen som béde ett verktyg samt en representation av funktioner. Till
exempel 1 figur 3 har teckentabellen ritats sa att teckentabellens x-virden hamnar precis ovanfor
koordinatsystemets x-virden. Detta sitt att avbilda en funktions teckentabell och graf stddjer,
enligt vissa, elevers forméga att se sambanden mellan derivatans virde och funktionsgrafens
lutning

Sfards tre-stegs-modell skulle kunna ses som en tre-stegs-cykel eller tre-stegs-spiral, da
de tre stegen sker om och om igen. Efter att ha gatt igenom de tre stegen med ett visst begrepp
har den studerande hamnat i steg ett igen, 1 internaliseringsfasen, med det nya begreppet pa ett



Figur 3. En funktion med tillhorande teckentabell och graf, avbildat pd ett sditt sa att teckentabellen
och funktionsgrafen direkt kan relateras till varandra.

lite hogre abstraktionsnivd som forutsitter det begrepp som nyligen reifierats. Som Sfard
betonar sker reifikationen av ett visst begrepp dé en ny procedur eller ett nytt begrepp borjar
internaliseras. En individ har gétt igenom forstaelseprocessens alla tre steg forst ndr
hon ér tillbaka pa steg ett, internaliseringsfasen, fast pa nista abstraktionsniva. Dér borjar
cykeln om och den nya rundan kan avslutas forst nér nésta har borjat. Kort sagt sé forutsatter
internalisering av ett nytt begrepp fortingligandet av de begreppen och procedurerna som ligger
till grund for det nya begreppet. Har hamnar vi, som Sfard sjilv problematiserar, i ett dilemma,
eftersom reifikationen av ett begrepp forutsitter internaliseringen av ndsta samtidigt som
internaliseringen av ett begrepp forutsitter reifikationen av det forra. Vi har alltsa att gora med
tva foreteelser som forutsétter varandra, vilket dr ett cirkelresonemang och dérmed ett fel i
argumentationen.



3 Metod

I detta kapitel redogors for urvalet av intervjupersoner samt for de olika metoderna som
anviandes da intervjuerna genomfordes, transkriberades samt analyserades. Kapitlet avslutas
med nédgra ord om studiens trovardighet samt en beskrivning av de forskningsetiska principerna
jag under studiens gang har tagit i beaktan.

3.1 Urval

For att undersdka elevers begreppsbildning och forstaelse av funktioner och derivatan valde
jag att gora en intervjustudie pa en gymnasieskola 1 Véstra Gotaland. Intervjupersonerna ér tre
elever fran samma klass som gér i arskurs tre pa ekonomiprogrammet. De har alltsd haft samma
matematikundervisning sedan arskurs ett. Da jag genomforde intervjuerna léste eleverna kursen
matematik 3b. Det finns flera anledningar till att just denna grupp elever valdes ut. For det forsta
har de under veckorna fOre intervjuerna jobbat med det for studien relevanta innehallet
funktioner och derivatan. For det andra har jag viss inblick i1 elevernas personliga
matematikundervisning did jag wunder veckorna fOre intervjun var pa min sista
verksamhetsforlagda utbildning (VFU) pa elevernas gymnasieskola. Under VFU:n holl jag i
stora delar av deras matematikundervisning.

3.2 Kvalitativ fallstudie

Studien bestar av en enskild intervju med varje elev. Varje intervju bestdr av & ena sidan ett
samtal mellan mig och en av eleverna, foljt av en skriftlig uppgift [bilaga 1] som respektive
elev fick arbeta med under intervjun. Intervjuerna ar ca 45 minuter langa. Intervjuguiden som
jag under intervjuerna utgick ifran finns som bilaga till denna uppsats [bilaga 2]. Metoden jag
har anvdnt mig av ar den halvstrukturerade livsvérldsintervjun, med en fenomenologiskt-
hermeneutisk ansats. En fenomenologisk ansats anvénds i kvalitativa studier generellt da
forskaren intresserar sig for fenomen utifrdn aktdrernas egna perspektiv och beskriver véirlden
som den upplevs av dem” (Kvale & Brinkman, 2014:44). En utgdngspunkt inom
fenomenologin dr antagandet “att den relevanta verkligheten &r just vad manniskor uppfattar att
den dr” (Kvale & Brinkman, 2014:44). Det som &r relevant 1 denna studie &r just hur de
intervjuade eleverna upplever det matematiska innehdllet som presenteras for dem under
intervjuerna. I den delen av analysen da jag forsoker greppa elevernas forstéelse for funktioner
och forstaderivator, hur deras individuella begreppsbildning ser ut, utgar jag frdn en metod som
kallas hermeneutisk meningstolkning. En modell som férekommer inom den hermeneutiska
meningstolkningen dr den hermeneutiska cirkeln, dven kallad den hermeneutiska spiralen. En
viktig aspekt i den hermeneutiska cirkeln dr den stindiga rorelsen “bakat och framét mellan
delar och helheten” (Kvale & Brinkman, 2014:252). Denna rdrelse hittar vi savél 1 Tall och
Vinners teori om den mentala begreppsbilden savdl som i1 Sfards operationell-strukturell-
dualism. Nér det giller en individs mentala begreppsbild kan vi se ett begrepp som helheten i
sagda rorelse, medan alla bilder, egenskaper och procedurer som en individ associerar med
begreppet utgor delarna. Aven den strukturella och den operationella synen pa ett begrepp kan
sdgas utgora delar 1 begrepps-helheten. Férutom att jag i denna uppsats utgar ifrén att eleverna
forstar och tolkar begrepp 1 enlighet med den hermeneutiska cirkeln, féljer 4&ven min tolkning
av meningen 1 intervjuerna den hermeneutiska traditionen. Medan det fenomenologiska 1 min
metodik alltsd lagger grunden for mitt forhallningssitt till elevernas moten med verkligheten,
ar det hermeneutiska snarare ett sitt att se pa elevernas begreppsbildning och forstaelseprocess
samt ett rattesnore 1 min tolkning och analys av intervjuerna.

Kvale och Brinkman (2014) tar upp tvd kontrasterande forestillningar om intervjun som
kunskapskilla. A ena sidan att den kunskap som fis genom intervjuer ska ses som en rapport
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om den intervjuades tidigare erfarenheter, & andra sidan att intervjun dr en redogorelse av
kunskapen som producerats intersubjektivt mellan intervjuaren och den intervjuade. Kunskapen
som fas genom de 1 denna studie genomforda intervjuerna kan ses som bade beskrivande och
rapporterande. Intervjuns forsta del, dér eleverna svarar pa fragor som “’vad ér en funktion?”,
ger kunskap 1 form av en rapport om den kunskap och de forestillningar intervjupersonerna har
med sig in 1 intervjun. Intervjuns andra del diremot, dér eleverna 16ser och belyser ett
matematiskt problem med bade algebraiska och grafiska verktyg, mojliggdr en redogdrelse av
den under intervjun producerade kunskapen. Den produceras intersubjektivt, dd jag som
intervjuare och matematiklirare fanns ddr som hjélp och bollplank da eleverna jobbade med
uppgiften.

3.3 Genomfdrandet av intervjuerna

Intervjuerna hade tre komponenter; samtal mellan mig och intervjupersonen, visuell
kommunikation i form av teckningar och utrdkningar med hjilp av papper och fargpennor och
till sist visualisering av funktioner och derivatan med hjilp av GeoGebra'. Jag valde att
inkludera olika kommunikationsformer 1 intervjun, da enbart verbal kommunikation mdjligtvis
hade gett en for ensidig uppfattning om savil elevernas mentala begreppsbilder som det
strukturella och det operationella i elevernas sétt att ta sig an matematik. Som Sfard betonar
stodjer visuella representationer ett mer strukturellt sitt att se pa4 matematiska begrepp, medan
verbala beskrivningar och algebraiska utrdkningar snarare framhédver det operationella i
individers synsétt. Som det sdgs ibland: En bild kan séga mer &n tusen ord. Med inkluderingen
av olika kommunikationsformer i intervjuerna hoppas jag alltsa att f4 en nyansrik uppfattning
om elevernas bild av och forhallningssétt till funktioner och derivatan, en uppfattning som
forhoppningsvis rymmer bdde det strukturella och operationella synséttet.

Under intervjuerna har jag varit mycket medveten om maktasymmetrin i samtalen. Stor
tydlighet om syftet med studien och om mina intentioner har férhoppningsvis bidragit till att
eleverna blev motiverade till att vara 6ppna och érliga under hela samtalet. Utover det var jag
noggrann med att forsdkra eleverna om att det inte dr deras prestationer som kommer att avgora
om deras deltagande i studien dr givande, jag intresserar mig for deras tankar och associationer
kring funktions- och derivatabegreppet; hur néra eller langt associationerna dn ma vara fran de
formella definitionerna. Jag hoppas att dessa tydliggéranden till viss del eliminerade de
hdmningarna som elever kan uppleva i en ldrar-elev-situation pd grund av den i sédana
situationer rddande maktasymmetrin.

3.4 Transkription av intervjuerna

Det som undersoks i denna studie dr bland annat individers begreppsbilder av olika matematiska
foreteelser. Eftersom det dr omdjligt att kliva in 1 en individs hjdrna och ta kort pd hennes
mentala bilder av olika begrepp, ér ett sitt att komma 4t dessa bilder att be individen 1 fraga
berétta om den, illustrera sina tankar och berittelser samt skriva ner dessa pé papper. Just for
att det bara dr intervjupersonernas utsagor och anteckningar jag har tillgdng till 1 beskrivandet
och tolkandet av deras respektive begreppsbildningar och forstaelseprocesser har jag valt att
gora transkriptionen av intervjuerna ordagrant. Jag valde att inkludera utfyllnadsord som
”ehm...” 1 transkriptionerna for att fortydliga nér intervjupersonen behdvde fundera eller blev
osidker. I de fallen dér intervjupersonen funderade ldngre dn ndgon sekund skrev jag (funderar)
1 transkriptionen. Som Kvale och Brinkman (2014) betonar dr intervjutranskriptionen en
Oversittning fran det muntliga spraket spraket till det andra, fran det muntliga till det skriftliga,

7 GeoGebra ir ett datorprogram som i princip fungerar som en grafritande minirdknare med extra funktioner.
Programmet kan hantera algebra, geometri och analys.
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dar konstruktionen av utskriften bygger pa olika beslut och beddmningar som bor ha sin grund
1 avsikten med transkriptionerna och studiens syfte. Att inkludera bland annat saker som
“ehm...” 1 forsta transkriptionen motiveras med att en sadan ordagrann utskrift mdojligtvis
avsldjar nyanser 1 intervjupersonernas tankesétt och forstaelse som annars kanske forblivit i det
dolda. Dock har jag valt att 1 den hér rapporten aterge de olika citaten 1 en mer formaliserad stil
sd att citaten blir mindre modosamma att ldsa, just for att ordagranna intervjuutskrifter skapar
hybrider, artificiella konstruktioner som inte dr adekvata for vare sig det levda muntliga
samtalet eller den skrivna textens formella stil” (Kvale & Brinkman, 2014:218). Eftersom jag
for just lasflodets skull har gjort andringarna 1 citaten har jag valt att inte markera de stillena
dir dandringar har gjorts. Kort sagt sa har jag forsokt att ha kvar kdrnan 1 det som sdgs. Efter
citaten fortydligas hur och varfor jag uppfattar, tolkar och analyserar det som sidgs pa det viset

jag gor.

3.5 Kodningen och analysen av intervjuerna

Metoden jag anvint mig av under kodningen och analysen av det empiriska materialet kallas
teoretisk tematisk analys (Braun & Clarke, 2006). Den teoretiska tematiska analysen innebér
att kategorierna som det empiriska materialet kodas utifran dr givna av teorin. Denna studies
empiriska data kodades utifrdn séavil Sfards som Tall och Vinners teorier. Jag kategoriserade
all data 1 tre kategorier, Sfard, Tall och Vinner och intervjuaren paverkar. 1 de forsta tva
kategorierna ingdr ett antal koder. Koderna jag anvédnde for att undersoka de av Sfard beskrivna
fenomenen ar foljande: Internalisering, kondensering, fortingligande, operationellt synsditt och
strukturellt synsdtt. For att undersoka intervjuernas resonans med Tall och Vinners teori om
den mentala begreppsbilden anvinde jag mig av koderna vdirde vs. lutning, den mentala
begreppsbilden och intervjuaren paverkar. Koden den mentala begreppsbilden bestér av de tva
underkategorierna begreppsdefinition derivata och begreppsdefinition funktioner. Manga av
elevernas utsagor kodades utifrdn flera koder. Till exempel kan en elevs personliga
begreppsdefinition av funktioner sdga nagonting om till exempel hur eleven tillimpar ett
operationellt synsdtt i just denna situation. Darmed skulle utsagan kodas som bade
begreppsdefinition funktioner och operationellt synsdtt. Den tredje kategorin, intervjuaren
paverkar, formulerade jag eftersom det under analysen dr mycket viktigt att vara medveten om
ndr jag som intervjuare har lotsat den intervjuade eleven fram till ett svar och nér eleven har
varit sd sjilvstdndig som situationen tilldter henne att vara.

3.6 Forskningsetiska principer

Vetenskapsradet (2002) har formulerat fyra forskningsetiska principer, som jag ar forpliktad att
ta hinsyn till. Den forsta principen innebér att deltagarna blivit informerade om béde hur
informationen jag som forskare samlar in kommer anvéndas och intervjuernas uppliagg. Den
andra principen innebdr att deltagandet ar frivilligt och att deltagarna maste bli informerade om
att de nér som helst far avbryta intervjun om de sa vill. Det dr dven viktigt att deltagarna innan
start godkdnner att intervjun spelas in. Princip nummer tre gar ut pd att intervjupersonerna maste
vara anonymiserade i texten. Jag har valt att av anonymitets skél inte heller specificera
elevernas skola. Den fjirde principen kriver att det insamlade materialet endast nyttjas i denna
studies syfte. Inspelningarna kommer alltsé raderas dé inte langre behdvs for denna studie.

3.7 Trovardighet

For att en studie kan sdgas vara trovirdig behover den vara béde reliabel och valid. Min
medvetenhet om min roll under genomférandet av intervjuerna samt 1 kodandet av dessa
sdkerstéller reliabiliteten 1 denna studie. I analys och diskussion av det empiriska materialet ar
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jag genomgaende noggrann med att forklara tydligt varfor jag tolkar elevernas utsagor pa det
vis jag gor. Elevernas anteckningar och ritningar ar ofta till hjilp 1 dessa forklaringar. Utdver
reliabiliteten utgors en studies trovirdighet dven av dess generaliserbarhet. Generaliseringen
som utifran denna studie kan goras &dr naturalistisk, for att lana ett begrepp av Kvale och
Brinkman (2014:311). Naturalistiska generalisering utvecklas genom personlig erfarenhet; det
jag som forskare under studiens géng forvérvar ar till stora dela tyst kunskap om hur elever ser
pa matematik, tinker och resonerar. Denna tysta kunskap verbaliseras i denna studie och
Oovergar darmed “fran tyst kunskap till explicit pédstaendekunskap” (Kvale & Brinkman,
2014:311). Genom denna verbalisering kan ldsare av denna studie savél ta del av mina
erfarenheter och forhoppningsvis f& djupare forstdelse for de 1 denna studie presenterade
teorierna, da dessa blir greppbara genom att forankras i empiri. Utdver reliabilitet och
generaliserbarhet dr dven studiens validitet given, d& studien konsekvent besvarar de
behandlade forskningsfragor.
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4 Resultat

I detta kapitel presenteras en sammanfattning av studiens empiriska data. Kapitlet &r uppdelat i
tre avsnitt, ett avsnitt per intervjuperson. Anledningen till denna uppdelning &r att lasaren ska
fa en bild av de tre olika eleverna och elevernas tankesitt, da det &r undersokandet av just
individuella begreppsbildningar som &r ett av syftena med denna studie. Sammanfattningen
gors 1 enlighet med den hos Kvale och Brinkman (2014) beskrivna metoden for
meningskoncentrering. Denna meningskoncentrering gors genom kategorisering av meningen
1 intervjupersoners uttalanden. Kategoriseringen jag gjorde &dr bade teori- och datastyrd, vilket
enligt Kvale och Brinkman (2014) tjdnar flera syften. Ett av syftena med en kategoriseringen
ar att ge struktur at det innehallsméssigt ofta komplexa och formmassigt kaotiska empiriska
materialet. Ett annat syfte dr att en kategorisering underlittar jimforelsen av de olika
intervjuerna. I vart fall kommer olika elevers begreppsbildning samt deras tillvigagangssatt i
samtalet om och 16sningen av en uppgift att jimforas.

4.1 Lena

En av de forsta fragorna jag stéllde under intervjuerna var vilka styrkor och svagheter eleverna
anser sig sjdlva ha i matematik. Lena verkar ha en tydlig bild av badde sina kunskaper och sin
utveckling inom matematikdmnet. Hon betonar att hon har latt for algebra, da hon tycker att det
ar enkelt att komma ihag procedurerna som krévs for att rdkna ut saker och ting.

1) Lena: Jag har definitivt svagheter i problemlosning. Jag har alltid tyckt att de hdir
storre fragorna vart jobbiga, sana som dr mer ldsforstdaelse. Annars med uppgifter
som dr ganska simpla och utan mycket text, ndr det till exempel stdar "derivera”, da
har jag vdl dndd ldtt att komma ihdg metoden for det. Men det dr vdl ndr det dr
problemlésning sd har jag svadrt o hitta de grejerna som ska sitta i formlerna.
Liksom sdtta rdtt tal pa rdtt plats. Sen sd har jag alltid tyckt att det vart svart med
geometri. Men jag tycker dnda det dr kul med lingre utrdkningar typ eller lite sdnt...
Ganska sdaddr vad ska man sdga, typ bara paff pa med siffror. Det dr kul! Man far
upp lite fart i det.

Aven ekvationssystem tycker hon om att jobba med. Problemldsning och geometri har hon
diaremot svarigheter med, enligt henne sjdlv. Efter att Lena hade beréttat om sin matematiska
sjalvbild gick intervjun over till att handla om funktionsbegreppet. Jag bad henne berétta for
mig vad en funktion dr enligt henne. Hon gav foljande svar:

2) Lena: Y dr lika med nanting for att jag tinker oftast att y... jag ser framfor mig i
huvet
y = f(x)... kanske det dr heeelt fel men jag tinker pd den hdr formuleringen for
jag vet att den anvdinds ofta.

Nar vi senare under intervjun pratar om den grafiska framstéllningen av derivatan verkar hon
mindre séker dn nédr hon pratade om funktioner. I f6ljande utdrag ur intervjun ber jag henne rita
derivatans graf till en tredjegradsfunktionen [figur 4]:

3) Lena: Om man skulle rdkna ut derivatan precis hdr... Jag vet inte om man hade satt
en punkt. Eller tva punkter bredvid varandra? Men alltsa antingen faller det eller sd
6kar det o dd fordndras ju lutningen o da kan ju inte derivatan beskriva liksom hela

det hdr omradet.

Lea: Sd vad ldr derivatans vdrde vara vid de punkterna?
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Lena: Noll... Ar det bara ett streck da? Typ sa? [Ritar ett lodriitt streck genom
grafens maximipunkt]

Lea: Du ritar ett streck som ser ut som en symmetrilinje
Lena: Ja det gor det. Sa ddr derivatan dr noll dr symmetrilinjen
Lea: Ar det derivatans virde som dr noll eller...?

Lena: Nej men lutningen i den punkten. Derivatan dr vdl... betyder inte det att
derivatan dr liksom lika med... lutningen i en viss punkt pd grafen?

o

Qo

Figur 4. Lena ritar punkter och en linje som ska forestdlla derivatan.

Precis som hos de andra eleverna verkar det 1 Lenas informella definition av derivata ingé att
derivatan beskriver lutningen i en viss punkt pa grafen. Hon forklarar att derivatan &r noll precis
dir ”symmetrilinjen” dr. Att hon anvénder begreppet symmetrilinje 1 beskrivningen av en
tredjegradsfunktion indikerar att hennes forstielse av begreppet symmetrilinje inte ar kopplat
enbart till andragradfunktioners egenskap av att vara symmetriska. Istéllet verkar hon koppla
samman begreppet symmetrilinje med extrempunkter 1 allménhet, vilket dr en felaktig
anvindning av symmetrilinjen, da de flesta funktionerna — bl. a. tredjegradsfunktionen —inte ar
linjesymmetriska. Dock behdvs betonas att det dr forst da jag som intervjuare som kallade den
av henne ritade lodrita linjen for ”symmetrilinje” som hon borjar prata om den, det &r alltsa
inte sékert att hon hade tagit upp begreppet sjalv.

Efter att ha pratat om funktioner och forstaderivator 1 allmédnhet dvergar vi till att arbeta
med uppgiften [bilaga 1]. Trots att Lena vid flera tillfillen séger att hon har svért for
“mattespraket”, upplever jag att hon har en matematisk vokabuldr som hon anvénder sig av pa
ett naturligt sitt. Aven hennes matematiska skriftsprdk verkar ske naturligt, hon skisserar
koordinatsystem pa ett sjdlvklart vis och hennes utrdkningar har ett visst flyt. Nagra exempel
pa detta gér att se 1 figur 5.
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Figur 5. Lena skriver och ritar exempel pd funktioner.

Lena verkar som sagt trygg i algebraiska utrdkningar, vilket stimmer Gverens med hennes
matematiska sjilvbild. Denna trygghet visar sig dterigen da vi borjar arbeta med uppgiften. Det
forsta hon sager dr “’ska jag bara 16sa den hdr nu?”. Hon verkar inte bli stressad av uppgiften
och plockar direkt ut viktig information ur frigestéllningen, vilket vittnar om att Lena inte har
nagra storre svarigheter med lasforstielse:

4) Lena: Man kanske bara kan ... det den vill dr ju vilket véirde pd x som ger storsta
mdojliga volym. Sa det dr ett x-virde man ska komma dt. Och ndr de skriver "berdkna
med hjdlp av derivata” sd tinker jag att jag forst ska skriva ut alltsa sjédlva uttrycket
och derivera det.

Néigon ging da hon {Orsoker minnas proceduren som krdvs for att I6sa
extremvéardesuppgiften, har hon svérigheter med att komma ihédg alla procedurssteg:

5) Lena: Det dr ju nat rdknesdtt ddr, jag vet att vi gjort det innan ocksd. Man gor det
hdr forst o sen sa gor man det andra. Men det dr ju ndt steg ddr emellan innan man
sdtter in det i ursprungsfunktionen...

Lena kan 1 sina berdkningar tinka nagra steg framat, vilket blir tydligt d& hon skriver upp
uttrycket for ratblockets volym.

3
6) Lea: Vad stdir uttrycket f(x) = 16x% — 4x + x:f(')'r?

Lena: Volymen pad det ddr rdtblocket. Och det dr forenklat egentligen. Man kan
skriva det sa men man kan skriva det sahdr ocksd [pekar pa

polynommultiplikationen (8 — x)(8 — x) E]. Men det forsta uttrycker kinns ju

ldttare o derivera, det kdnner man igen.

Det uttryck hon forst far fram ar y = (8 — x)(8 — x) (E). Da hon funderar 6ver om hon ska
multiplicera parenteserna tdnker hon pa att hon senare kommer att behova derivera funktionen
och inser att det kommer att bli svért att berdkna derivatan om inte parentesuttrycken forst
multipliceras med varandra. Lena ar i allmédnhet noggrann da hon utfor berdkningar och verkar
inte tycka om att hoppa dver steg for att minska risken for slarvfel. Till exempel da hon deriverar
termen 4x2 skriver hon 4 - 2x2~1 och forst i néista rad 8x [figur 6].
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Figur 6. Lenas berdkningar under arbetet med rdtblock-uppgiften.

I det stora hela upplever jag att Lena under de tillfdllen under intervjun da vi tittar pa och
pratar om olika grafer inte verkar vara lika trygg som 1 dem algebraiskt praglade momenten.
Hennes osdkerhet blir tydlig framfor allt d& det kommer till att rita och tolka grafer till en given
funktions derivata. Ett exempel pa en sddan situation &dr dé vi 1 slutet pé intervjun med hjélp av
GeoGebra ritade funktionsgrafen till uttrycket for riatblockets volym samt denna funktions
derivata [figur 7]. Lena kommenterar:

7) Lena: Okej jag ska sdga vad jag tycker dr krangligt nu. Du sa ju att det oranga
strecket [se figur 7] ska vara derivatan. Men da dr ju... Derivatan dr ju lutningen i
en viss punkt pd grafen, men vilken punkt dr det?? (skrattar)

20
15

10

-5 0 5 10 15

-5

Figur 7. Grafen till funktionen for rdtblockets volym (gron) samt grafen till funktionens
derivata (orange).

Med Lena har vi alltsi att géra med en elev som ldtt kommer ithdg metoder och procedurer. Hon
har latt for ldsforstaelse och algebraiska uttryck medan hennes forstaelse av den grafiska
framstéllningen av funktioner och framfor allt av derivatan inte verkar vara lika intuitivt. Nér
hon vil kommer 1hdg alla steg 1 en procedur utfér hon den med sdkerhet. Glommer hon bort
nagot steg blir hon diremot osdker och verkar sakna verktyg for att komma pd vad det
bortglomda steget skulle kunna vara.
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4.2 Frodo

Eleven Frodo vill girna forsta innan hon gor. Hon sdger om sig sjdlv:

8) Frodo: Det har alltid tagit mycket ldngre tid for mig att ldra mig matte for att jag
bara vill forsta alltid. Jag kan till exempel inte acceptera att mw dr 3,14. Varfor dr det
3,14? For att jag ska kunna anvdnda det sa maste jag forsta hela alltet liksom.

Hon upplever att det tar lang tid for henne att ldra sig olika metoder och begrepp, just for att
hon inte tycker om att till exempel utfora procedurer dir hon inte har forstitt varfor olika steg
ska utforas samt var de eventuella 1 proceduren féorekommande formlerna kommer ifran.
Samtidigt som hon lagger vikt vid att verkligen forsta logiken bakom det hon lér sig &r hon dven
otalig, vilket enligt henne leder till mycket slarvfel.

9) Frodo: Jag hade jdttesvart for till exempel pq-formeln. Varfor kan jag bara byta in p och
q... Det gdr ju inte, det dr inte logiskt! Varfor kan jag byta ut bokstiver mot siffror? Sana
ddr grejer tar lite lingre tid, men ndr jag vdl ldrt mig dem sd sitter det... Sen sd dr jag
vdldigt snabb i tanken men det leder ofta till slarvfel. Ibland hinger jag inte med mina
tankar och hoppar dver ett steg o sd tinker jag inte att just det, man borde gjort sahdr...

Senare 1 intervjun dterkommer hon till bilden av att hon inte hédnger med sina tankar och att hon
ofta har ritt intuition 1 borjan nédr hon ska 16sa en uppgift, men att hon sedan inte litar pa sin
intuition och forlorar sig i1 olika procedurer. Hennes bild av sina kunskaper inom matematik
verkar vara att hon oftast har en helhetsbild av ett begrepp men saknar ménga av de tillhorande
detaljerna som till exempel vissa procedurer och formler. Enligt henne sjilv saknar hon &dven
tdlamod, nagot som skulle hjilpa henne i1 framf6rallt utférandet av ldnga berdkningar. Nar vi
senare under intervjun pratar om begreppet funktioner definierar hon det pa foljande vis:

10) Frodo: En linje? Alltsa en funktion beskriver en hindelse eller ett forlopp av tid skulle jag
sdga. Ndamen vdnta... Jag kanske har missuppfattat det helt men jag tdnker pd typ grafer o
sdnt.

Frodos personliga definition innefattar forutom grafiska representationer d@ven nagon form av
héndelseforlopp 1 tid. Under samtalet kring funktioner skriver hon ett algebraiskt exempel och
ritar tva grafer [figur 8] som hon beskriver i citat 11.

4. iy

\?

, = N5

Figur 8. Frodos exempel pad funktioner. Jag kallar den rdta linjen med negativ lutning for
graf 1, den rdta linjen med y’=0 for graf 2, grafen lingst till héger for graf 3.
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11) Frodo: K-virdet dr negativt och bdade x-vdrdet o y-virdet dr positiva [figur 8, graf
1]. Den [hon pekar graf 3] har ju bdade minimipunkter och tva maximipunkter, alltsd
extrempunkter som inte den hdr [graf 1] har. Jag tycker om dem [graf 1], de dr
vdldigt mycket enklare de hdr, de dr helt raka. Men alltsa man mdste réikna ut om
det finns nollstdllen, typ ndstan fyra stycken av dem, fem om man... [ldgger till en
minimipunkt i hogra dnden av graf 3 genom att lata grafen vinda uppdt istdllet for
neddat ...J] o sd finns det nollstdillen som det kanske inte finns pa samma sdtt hdar
[graf 1]. Det finns ju stillen ddr den [graf 1]skdr i bdade x- och y-axeln men inte ddr
noll dr lutningen, utan den har samma lutning genom hela alltet. Och ska den ha
samma lutning sd far den se ut.... sa! [ritar graf 2]

Begreppsbilden som Frodo verkar ha av funktioner innefattar grafer, bdde sddana med konstant
lutning (réta linjer) samt sdidana med varierande lutning. D4 hon pratar om graf 1 uttrycker hon
sig korrekt kring lutningen, hon sédger att k-vérdet dr negativt. Hon ndmner k-vérdet av eget
initiativ, vilket tyder pa att hon associerar réta linjer inte bara med grafer utan dven med formeln
y = kx + m. Hon ritar efter eget initiativ graf 2, som hon kommenterar med ”och ska den ha
samma lutning far den se ut sa”. Visst har graf 2 konstant lutning, men det har dven graf 1. Det
Frodo antagligen ville illustrera med graf 2 ar en rit linje som har samma y-varde for varje x.
Hér blandas begreppen [utning och y-vdrde ihop, nagot som vi dterkommer till 1 avsnitt 5.4.1
samt 1 diskussionen 1 avsnitt 6.3. Nér det géller réta linjer verkar vdxlandet mellan de olika
representationsformerna gi smidigt badde frdn algebraiskt uttryck till graf och vice versa. D
hon beskriver graf 3 dr hennes kommunikation inte lika tydlig; hon anvénder till exempel
begreppet nollstdlle da hon antagligen menar extremvdrde eller extrempunkt.

Efter att ha pratat om begreppet funktioner ber jag henne resonera kring begreppet
derivata:

12) Frodo: Alltsd forstaderivatan beskriver i en punkt pd den hdr linjen vad det dr for
lutning i just den punkten skulle jag sdga. Alltsd om man skulle rita en derivata
[ritar tangenter] dd skulle det vara lutningen pd den i just den punkten. Derivatan dr
i det hdr fallet noll [pekar pa tredjegradsfunktionens maximipunkt, se figur 9]. Men
om man skulle rita hdr sa dr lutningen negativ o sen sa dr det positiv lutning om
man skulle rita den hdr. For att om man tinker siffror sd dr det virdet, eller liksom
lutningen i en viss punkt.

Da jag ber Frodo rita en graf for derivatan till tredjegradsfunktionen [figur 9] borjar hon gora
det utan att tveka, vilket visar att hennes forstielse av begreppet derivata innefattar mgjligheten
att det for det forsta &r mojligt att rita derivatan som graf, for det andra att det med hjilp
derivatans graf gar att beskriva en funktions lutning. I samband med beskrivningen av savil
rdta linjer som tredjegradsfunktionen i figur 9 anvénder sig Frodo av begrepp som till exempel
positiv lutning, negativ lutning, punkt pd linjen samt minimi- och maximipunkt med sékerhet.
D4 derivatan ska beskrivas avtar hennes sdkerhet en aning, hon blandar ihop begreppen
extrempunkt och nollstdlle — vilket inte dr forvanande, dd en funktions eventuella extrempunkter
motsvaras av derivatans nollstillen. Aven begreppen lutning och virde forvixlar hon vid olika
tillfallen.
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Figur 9. Frodos anteckningar..

I intervjuns sista del, arbetet med uppgiften [bilaga 1], forsdker Frodo forst att 16sa uppgiften
genom att testa olika viarden. Precis som hon beskrev sig sjélv 1 borjan pa intervjun sé tinker
hon snabbt igenom olika alternativ, hon verkar vilja fa overblick:

13) Frodo: Egentligen borde jag gjort en san fin utrdkning ddr jag multiplicerar sidorna med
varandra. Men ndr jag bara tittar pd det sd tinker jag att volymen nog blir stérst dd

x = 4. Volymen blir 16 dd. Om man tar ndt storre tal pa %, dd blir det mycket mindre hdr
[pekar pa 8 — x| men om man tar ett ldgre tal bara for att man ska fda hégre hér [pekar pa
8 — x/ sa blir det noll komma nanting hdr [pekar pa E] vilket gor att om man multiplicerar
dem blir det mindre. Sa om man till exempel skulle ta x = 3 [Réknar (8 —3) - (8 —3) -

% = 18,75, vilket dir storre dn 16] Ah... sd jag tdnkte fel.

I hennes funderingar blir det tydligt att hon kdnner sig trygg 1 aritmetiska berdkningar samt
huvudrikning. Efter att ha testat olika x-vdrden inser Frodo att hon behover skriva ett uttryck

som beskriver riatblockets volym, “en sdan fin utrdkning”, vilket hon gor utan problem [figur
10].

Figur 10. Frodo berdknar och deriverar uttrycket for rdtblockets volym.

Da wvi tittar péd grafen till volymen 1 GeoGebra ldser Frodo av att den storsta volymen fas dé
x = 2,67. Sedan funderar hon pa hur hon skulle ridknat ut det pa pappret. Hon sédger att denna
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procedurkunskap sitter langt inne. Jag far hjilpa till for att hon ska komma pa att nésta steg i
den algebraiska 16sningen av uppgiften &r att 16sa ekvationen f'(x) = 0.

4.3 Carina

Carina &r en elev med véldigt svagt sjalvfortroende 1 matematik. Da jag bad henne beritta om
sina styrkor och svagheter 1 amnet svarade hon att hon nog inte har nigra styrkor. Hon forklarar:

14) Carina: Jag tycker att matte dr ett svdrt dmne o jag har lite problem med att forstd
instruktioner. Det pdaverkar ndstan alla dmnen. Och framfor allt matte da. Jag har
alltid haft svart for siffror, liksom att forstd mig pad tinket bakom. Det kdnns som att
det dr mycket man bara ska forstd, ddr det bara dr sahdr. Att det inte dr nan rimlig
forklaring bakom, jag vet inte...

Jamfort med Lena verkar Carina inte tycka att det dr lika l4tt att komma ihdg metoder. Hon
sdger att det ar just utantillkunskapen som kranglar till det f6r henne:

15) Carina: Jag vet inte hur jag ska beskriva det, men... Jag tycker det dr jobbigt ndr
ndgot bara dr pd ett sdtt utan att forsta varfor.

Nagot som hon tycker &r roligt att géra pd matten ar enkel ekvationslésning:

16) Carina: Lésa ekvationer, det kan jag tycka dr kul. Jag vet inte riktigt vad det dr som dr bra
med det men... [fnissar] Jag tycker det gar snabbt o enkelt i alla fall.

Hon berittar under intervjun att hon 6nskade att ldrarna gick igenom grunderna mer istéllet
for att bara rikna A-uppgifter pa tavlan. D4 jag ber Carina definiera funktionsbegreppet ger

hon f6ljande svar:

17) Carina: Jag tinker att en funktion dr en massa siffror o bokstiver som sedan blir en
graf. Och tvdrtom-hdllet.

Hon anger tva algebraiska och tvé grafiska exempel. Att hon saknar en grundtrygghet i &mnet

marks 1 bdde hennes matematiska skriftsprédk, grafiska framstillningar samt muntliga
kommunikation. Hennes exempel pa funktioner ar pd en grundldggande nivé [figur 11].

Figur 11. Carinas exempel pa olika funktioner.

Carina beskriver graferna i figur 11 pa foljande sitt:
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18) Carina: Funktionen [rdta linjen] kan va dt olika hdll beroende pa om den dr positiv
eller negativ. Och sen dr det andragradsfunktioner o sd kan de ju ga lite upp o ner
o... da dr det inte ndgon rdt linje, utan det kan va kurvor mer. Det hdr tror jag dr en
andragradsfunktion, och den har tva stdillen dér lutningen dr noll.

I sin beskrivning av graferna anvénder hon f4 matematiska begrepp. Till exempel anvénder hon
orden gdr upp och gar ner istillet for vixer/har positiv lutning och avtar/har negativ lutning.
De matematiska begreppen hon anvénder, positiv och negativ, anviands felaktigt.

Carinas begreppsbild av funktioner inkluderar sévil grafiska representationer som
algebraiska. Den fOrsta grafiska framstillningen av funktioner hon ritar dr den réta linjen
y = x, som hon ritar in i ett koordinatsystem. Hennes andra exempel pa en funktionsgraf ser ut
att framstélla en funktion av fjarde grad, dock saknar denna kurva sammanhang i form av ett
koordinatsystem. Att funktioner kan ha bade positiv och negativ lutning verkar vara en
dominant detalj 1 hennes mentala begreppsbild av funktioner. I citatet kommer det dven fram
en faktor som brukar skapa forvirring hos elever; att det &r skillnad mellan positivt virde och
positiv lutning, medan en funktion har negativt virde och dr avtagande. Det dr oklart om Carina
menar lutningen eller y-virden d& hon anvénder begreppen positiv och negativ i sin beskrivning
av den rdta linjen. Att hon kallar den andra grafen f6r andragradsfunktion ger oss anledning att
tro att hennes begreppsbild av andragradsfunktioner innefattar olika funktionsgrafer med
polynomgrad > 1. Efter att ha pratat om Carinas egna grafiska exempel pa funktioner, ritar jag
en tredjegradsfunktion [figur 12] som vart samtal kretsar kring en stund.

Figur 12. Carina ritar tangenter till en tredjegradsfunktion som jag ritade under intervjun.

Samtalet handlar nu om begreppet derivatan. 1 foljande citat ger hon sin personliga definition
av derivatan:

19) Carina: Forstaderivatan har man vdl for o kolla lutningen i en viss punkt?

Da jag ber henne rita grafen till tredjegradsfunktionens derivata [jamfor figur 9] minns hon att
hon pé mattelektionerna hade stott pa en liknande uppgift men sédger att hon inte kan komma
thdg losningen. Efter en stunds funderingar ritar hon tangenter som ska illustrerar funktionens
lutning.

Efter att ha pratat om funktioner och derivatan i mer allménna termer borjar jag och
Carina arbeta med uppgiften [bilaga 1]. Hennes reaktion efter att ha ldst igenom instruktionerna
till uppgiften:
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20) Lea: O det vi ska rikna ut dr for vilket x som det hdr rdtblocket far storsta mojliga
volym? Berdtta vad du tdnker!

Carina: Nd men det hdr, det hdr dr ju ndgonting jag inte tror att jag kan losa
riktigt... Det dr som att jag inte kan formeln for volym riktigt.

Eftersom hon kénner sig osdker 1 hur uppgiften skulle kunna 16sas, pratar vi en stund om hur
volymen pé ett ritblock berdknas. Med hjélp av formeln for volymen av ett riatblock far Carina

fram det korrekta uttrycket (8 — x)(8 — x) z. D4 hon forenklar uttrycket blir hennes svérighet
ndr det giller hanterandet av siffror tydlig. Hon utfor f6ljande berdkning:

(8—-x)(8—x)

(64 — x?)

Felet hon gor dr mycket vanligt; enligt min egna erfarenhet som matematikldrare dr det en
aterkommande svérighet bland gymnasieelever att komma ihdg och applicera sédvil
kvadreringsreglerna som metoder for multiplikation av parentesuttryck. Da jag pAminner henne
om att varje term i den ena parentesen behdver multipliceras med varje term i den andra genom
att rita forklarande bagar med blackpenna [figur 13], kommer hon ihdg detta rdknesétt och utfor
berdkningen korrekt.

Figur 13. Carina forenklar uttrycket for rdtblockets volym.

I nésta citat pratar jag och Carina om uttrycket som hon kom fram till efter att ha
multiplicerat ritblockets olika sidor med varandra:
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21) Lea: Det hiir ser ju ut som en funktion lite grann, det du har skrivit hdr nere

3
[pekar pd 16x — 4x? + %].
Carina: Ja det gor det, det saknas bara ndt sant hdr framfor [skriver f(x) framfor]

I Carinas mentala begreppsbild av funktioner ingar alltsé att det méste std f(x) =... for att det
ska rdknas som en funktion, bara sjdlva uttrycket utan f (x) framfor verkar inte vara anvandbart.

3
Nir vi har fatt fram funktionen f(x) = 16x — 4x2 + x: foreslar jag att mata in funktionen i

GeoGebra. P4 detta forslag svarar hon direkt:
22) Carina: O da kan man se det hogsta virdet.

Carina associerar den grafiska framstéllningen av funktionen direkt med att kunna lésa av ett
extremvdrde, 1 vart fall x-virdet som ger rétblockets storsta volym. Efter vi fétt upp grafen till

3
f(x) = 16x — 4x? + x: 1 GeoGebra [figur 14] fortsétter var konversation pa féljande vis:

23) Carina: Dd ser jag ju att... [funderar] det blir 19 tror jag.
Lea: [klickar pd speciella punkter']
Carina: 18,96
Lea: Vad dr det?
Carina: Det dr y-virdet.
Lea: For vilket x far vi det hdr y-virdet?
Carina: 2,67
Lea: Precis. Sd ndr x dr 2,67 da dr volymen 18,96

Carina: Jaha! Sd dd ska x hér vara 2,67 [pekar pa rdtblocket pd stencilen]

20

-5 0 5 10

3
Figur 14. Grafen till funktionen f(x) = 16x — 4x? + x:, ritat med hjdlp av GeoGebra

¥ Ett kommando i GeoGebra som gor att grafens extrempunkter markeras med prickar och beteckningar A, B, C,
osv. For att fa en lita med extrempunkternas x- och y-virden méste man klicka p& ndgon av prickarna.
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Den grafiska representationen av funktionen som uttrycker ritblockets volym, dtminstone da
0 < x < 8, verkar vara mer intuitiv for Carina én det algebraiska uttrycket. Vi kan prata om
x- och y-vdrden utan problem och hon verkar greppa att det ar just funktionens y-vdrden som
siger ndgot om ritblockets volymen. Aven att y ir beroende av x verkar hon ha utvecklat en
viss forstielse for.

Carinas matematiska kompetens verkar ligga pd en mer grundliggande niva dn vad den i
intervjun behandlade uppgiften kriver. D& Carina blir pAmind om metoder och olika samband
verkar hon komma ihag och och kunna anvinda dessa. Svarigheterna hon har ligger bland annat
1 att sjdlv komma pa och tillimpa olika metoder, knep och samband for att kunna 16sa uppgifter
och forsta begrepp. Detta kan bero pé att hon, enligt vad hon 1 borjan av intervjun beskrev, har
problem bade med siffror 1 allmidnhet samt med att forstd instruktioner.
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5 Diskussion

I detta kapitel kommer jag att diskutera studiens resultat, metod och analys. Under
diskussionens gdng kommer jag knyta an till de fyra forskningsfragorna som ligger till grund
for uppsatsen och reflektera dver 1 vilken utstrackning jag har lyckats besvara dem. Efter att ha
diskuterat resultatet kommer jag att diskutera mitt teoretiska ramverk i stort samt dess
anvandbarhet 1 besvarandet av den forsta och andra forskningsfrdgan. Sedan kommer jag att
diskutera huruvida metoderna jag valt har bidragit till att jag pa ett givande vis har kunnat
undersoka och mojligen besvara forskningsfragorna. Aven for- och nackdelar med att jag har
kint de tre respondenterna sedan innan intervjuernas genomforande kommer diskuteras. Till
slut kommer jag att redogora for de didaktiska konsekvenserna som jag anser att denna studie
ger upphov till bade f6r mig och andra (blivande) matematiklérare.

5.1 Analys

I detta avsnitt forankras studiens resultat i Tall och Vinners och Sfards teorier. I avsnitt 5.1.1
utgar jag, precis som i resultatdelen, fran de enskilda intervjupersonerna Lena, Carina och
Frodo. Efter att ha studerat elevernas begreppsbilder och forhallningssitt ndrmare undersoker
jag avsnitt 5.1.2 den hos eleverna dterkommande svarighet i hanterandet av sambandet mellan
funktionsgrafen och tillhdrande derivatas graf.

5.1.1 Elevernas begreppsbilder och forhallningssatt

Det jag analyserar i detta avsnitt dr de tre elevernas mentala bilder av begreppen funktion och
derivata sa som de kommer fram under intervjuerna, deras forhallningssétt i motet med
ratblocks-uppgiften [bilaga 1] samt elevernas matematiska sprak och sjilvbild. Har &r det pé
sin plats att betona att allt som skrivits 1 resultatdelen rérande funktioner och derivatan ocksa
kan réknas in i elevernas bilder av dessa begrepp.

5.1.1.1 Lena

De bilderna, egenskaperna och procedurerna som Lena tillskriver begreppet funktioner ér bl. a.
foljande:

Funktioner av grad 2 och hogre har extrempunkter

Symmetrilinjen

I extrempunkter ar f'(x) = 0

En minimipunkt kan beskrivas som “en glad mun”

f(x) ska sta i véinsterled

Med hjilp av f"'(x) kan vi underséka om en extrempunkt dr en max- eller minpunkt
Raéta linjer har konstant lutning

Personlig definition av funktionsbegreppet: y = f(x)

0O O O O O O O O

Vissa av punkterna indikerar operationella, andra mer strukturella element 1 Lenas mentala bild
av funktionsbegreppet. Att funktioner av minst grad 2 har extrempunkter och att en
minimipunkt kan beskrivas som “en glad mun” visar pa ett strukturellt sétt att se pa funktioner.
Aven att rita linjer har konstant lutning visar pd ett strukturellt tink. Lenas bild av att
andragradsfunktioner har en symmetrilinje kan ses som ett utryck for ett strukturellt synsitt,
samtidigt som symmetrilinjen kan anvdndas som ett verktyg, alltsd operationellt, for att berdkna
nollstillen och extrempunkten. Aven att f'(x) och f''(x) ses som verktyg i undersdkandet av
extrempunkter dr uttryck for det operationella i hennes synsétt. Hennes forestdllning om att
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f(x) ska sta i vansterled samt hennes personliga definition y = f(x) é&r inte lika sjalvklart
kategoriserbara. Jag skulle 1 Lenas fall sdga att bada dessa egenskaper hos funktioner visar pa
ett operationellt synsétt, da bdda egenskaperna kopplar funktioner till berdkningar.

Om vi tittar ndrmare pa Lenas utsagor om derivatan, ser vi att hon dven hér verkar tinka
overgripande operationellt. Faktumet att hon har svarigheter med séavil ritandet som tolkandet
av derivatans graf indikerar att hon inte har borjat se derivatan som ett sjdlvstindigt,
manipulerbart objekt med egenskaper dn. Trots att hennes personliga definition av begreppet
derivata betonar att den visar “lutningen i en viss punkt” [se citat 3] verkar hon ha anvindning
for derivatan enbart i algebraiska sammanhang, d& hon vill fa reda pd x-virden i funktioners
eventuella extrempunkter. Atminstone under intervjun behandlar Lena derivatan enbart som
verktyg och saknar i mina 6gon en strukturell syn pa begreppet. Att det operationella synséttet
dominerar hos Lena blir tydligt &ven 1 hennes reflektioner kring sina styrkor och svagheter inom
matematikdmnet [citat 1, s. 13].

Problemldsningsuppgifter, som Lena hidvdar att hon har svarigheter med, brukar kridva
ett strukturellt synsétt, dd man ofta behover titta pd begreppet i fraga “fran olika héll”. Lena
betonar att hon gillar uppgifter som dr ganska simpla med tydliga instruktioner, da hon har litt
att komma ihag metoden for att 16sa dem. Hon ndmner uppgifter dér det stir derivera”, vilket
ar typiskt for uppgifter som testar elevers procedurforméagan. Under foljande citat forsoker Lena
komma pa hur hon kan anvinda sig av derivatans uttryck for att komma fram till funktionens
extremvédrden [citat 5, s. 15]. Det dr tydligt att hon letar efter en metod, dir hon forst gor det
ena procedurssteget, sedan det andra. En elev med ett mer strukturellt tankesétt hade antagligen
tdnkt pd funktionen som en graf, hade ténkt pa lutning en i1 extrempunkterna och pa sambandet
mellan derivatans varde och funktionsgrafens lutning. Darigenom hade hon mgjligtvis kommit
pa att det i extrempunkter géller att f'(x) = 0, vilket féorutom en egenskap hos extremvérden
4ven #r en ekvation som kan 16sas. Aven hennes ordval i meningen “det #r ju nat riknesétt dir”
visar pa ett operationellt tink — det hon forsdker komma at verkar vara en procedur, inte ndgon
grafisk forstaelse av funktionsgrafer med tillhérande forstaderivator.

Det algebraiska och dirmed operationella 1 Lenas begreppsbild av funktioner ar bade
mer dominant och mer koherent och nyanserat dn det grafiskt strukturella. Detta blir tydligt i
citat 6 [s. 15]. Lena har greppat att uttrycken som utgdr funktionerna kan skrivas pa olika sitt,

3
alltsd t. ex. att (8 — x)(8 — x)f = 16x2% — 4x + x:, samt att uttrycket i hogerled ar léttare att

derivera dn uttrycket i vénsterled. Nér hon skriver ett uttryck tdnker hon alltséd redan pé att
uttrycket eventuellt kommer behdva deriveras. Detta skulle kunna tolkas som att hon befinner
sig 1 kondenseringsstadiet 1 Sfards tre-stegs-modell nir det kommer till hennes algebraiska
forstaelse av funktioner och derivator. Hon &r kapabel till att tdnka pa hela processer utan att
kdnna behovet av att utféra dem. Kondensationsstadiet dr ”a period of ’squeezing’ lengthy
sequences of operations into more manageable units” (Sfard, 1991:19).

Medan hon uppvisar mycket koherens 1 den operationsbaserade delen 1 hennes bild av
funktionsbegreppet, verkar den del som bestar av grafer och védxlandet mellan uttryck till graf
snarare inkoherent. Detta blev tydligt da hon fick titta pé grafen pa en en tredjegradsfunktion i
forsta delen av intervjun. Hon sa nistan direkt att det var en tredjegradsfunktion, associationen
fran graf till uttryck gick fort — vilket i sig &r ett tecken pé att hon foredrar algebrans procedurer
fore grafiska framstéllningar av funktioner. Senare, nér hon jobbade med riatblocks-uppgiften

3
och fick fram uttrycket y = 16x — 4x2 + x: for ratblockets volym verkade hon, efter att ha

matat in uttrycket i Geogebra, bli forvanad 6ver dess utseende. Denna forvaning kan tolkas som
att om hon fér en funktion i form av en graf vill hon hitta det algebraiska uttrycket for att kunna
berdkna saker. Men att tvirtom rita en graf utifrin ett uttryck skulle inte ge henne nigonting,
da grafen — 1 hennes mentala begreppsbild av funktioner — férutom att vara en illustration
antagligen inte dr anvindbar 1 sig. Féljande citat stodjer mitt antagande:
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24) Lena: De skriver "du far anvinda GeoGebra som hjdlpmedel”. Men jag tinker forst
pd att l6sa den algebraiskt, eftersom man kanske inte behover géra linjer liksom...
For att jag tdanker att det hdr ju dr en box och ingen kurva...

Sista meningen 1 citat 24 dr mycket talande; det verkar inte ingd i Lena begreppsbild av
funktioner att en funktionsgraf visar ett samband, 1 vart fall mellan x:et 1 uttrycken for
ratblockets sidor och rétblockets volym. For henne utesluter “boxen” (alltsa ratblocket) och
“kurvan’ varandra.

5.1.1.2 Frodo

Lat oss ta en titt pa de egenskaper, bilder och procedurer som Frodo verkar associera med
funktionsbegreppet:

Linjer och grafer

En funktion beskriver en hindelse eller ett forlopp av tid
Réta linjer och funktioner av hogre grad

Extremvirden

Nollstéllen

Positiv och negativ lutning

Positiva och negativa y-vérden

En funktion har en derivata

O O OO0 O 0O O O

Alla dessa punkter ger uttryck for att Frodo tillimpar ett huvudsakligen strukturell synsétt. D&
hon pratar om och hanterar funktioner verkar hon oftast associera till helheten snarare én till
detaljer eller olika procedurer. Som hon séger i citat 8 [s. 17] trivs hon bést d& hon {Grstér hela
alltet”, vilket jag tolkar som att hon inte riktigt trivs med att ’blint och lydigt” utfoéra procedurer
utan att ha en helhetsbild av begreppet i fraga. Som hon sjdlv sdger tar hennes sitt att ldra sig
matematiska begrepp och procedurer ldngre tid dn att bara ”acceptera” att vissa saker — som
talet m eller pg-formeln — bara dr som de dr. Frodos sjidlvuppfattning, att det gar langsammare
for henne @n for andra (vilka det nu &r) att lira sig matte, ma stimma 6verens med verkligheten.
En tankbar forklaring kan hittas 1 antagandet att hon oftast stravar efter en strukturell forstielse
som mdjligtvis dr mer krdvande &n en rent operationell forstaelse. Att se matematiska begrepp
som abstrakta entiteter, vilket dr karakteristiskt for ett strukturellt synsitt, krdver enligt Sfard
djupare begreppsforstielse dn lirandet av procedurer. Denna hierarki bland de tva synsitten
hittar vi dven 1 hennes tre-stegs-modell, dir reifikationen av ett begrepp — ett stadium som
genomsyras av att kunna se begreppet som ett sjilvstindigt objekt — foregds av det
procedurspriglade internaliseringsstadiet. Frodo ndjer sig inte med att utan djupare forstaelse
kunna utfora olika procedurer och dirmed kunna 16sa uppgifter. Hennes matematiska intresse
verkar ligga 1 det strukturella snarare &n det operationella, vilket skulle forklara hennes otalighet
ndr det kommer till procedurer.

Aven i hanterandet av derivatan visar Frodo en delvis strukturell forstielse. Hon verkar
vara nigorlunda trygg 1 att hantera derivatan som graf, vilket visar pé att hennes begreppsbild
av derivatan stracker sig utover beskrivningen av lutningen i enskilda punkter till att alla dessa
lutningar bildar en egen funktion. Trots att Frodo generellt sett verkar applicera ett strukturell
synsitt, visar hon under nagra tillfdllen under intervjun pa ett operationellt sitt att se pa bl. a.
derivatan. Hon verkar se den som ett verktyg. En intressant aspekt ar att Frodo ser
tredjegradsfunktionen [figur 9, s. 18]pa ett strukturellt sétt, som ett matematiskt objekt med
olika egenskaper (lutar olika mycket pa olika stillen, har extrempunkter, har en derivata),
medan hon nér det kommer till derivatan tillimpar ett mer operationellt tillvigagéngssétt. Frodo

28



verkar alltsd tillimpa ett strukturellt och ett operationellt synsdtt p4 samma ging, vilket
illustrerar att dessa tvé synsitt, eller element, som enligt Sfard tillsammans bildar en dualism,
kan forekomma samtidigt. Mer om detta 1 avsnitt 6.3 1 diskussionen.

5.1.1.3 Carina

Fo6ljande attribut associerar Carina med funktionsbegreppet:

Raita linjen

Positiv och negativ lutning

Oversittningen fran en funktions algebraiska till dess grafiska representation dr mojlig
Derivatan

Man kan rita tangenter till funktionsgrafen

Det maste sta f(x) =... for att ett uttryck ska representera en funktion.

O O O O O O

Carinas mentala begreppsbild av funktioner dr mycket fragmentarisk. Hennes forstielse verkar
vara ytlig, vilket visar sig 1 hennes vaga och tidmligen onyanserade beskrivningar av savil
funktioners egenskaper som de av henne och mig ritade graferna. Det synséttet som verkar
dominera hos Carina dr det operationella. Ndgot som &r idgonfallande ar att Carina ofta
tillimpar ett operationellt synsitt just i situationer da hon verkade kénna sig osdker, da hon
verkade tro att hon ska 16sa nagonting men saknade metod. Till exempel 1 citat 20 [s. 21], da&
hon ombes att reflektera kring uppgiften, fokuserar hon direkt pa de verktygen som mdjligtvis
behovs for att kunna komma fram till en 16sning, 1 detta fall formeln {6r volym. Att hon direkt
fokuserar pé verktygen och proceduren snarare dn pa exempelvis réitblockets olika egenskaper
indikerar att hon i1 denna situation tillimpar ett operationellt synsétt. Det &r mojligt att &ven mitt
ordval "1 det vi ska rdkna ut...” spelar in 1 att hon fokuserar pa sjdlva utrdkningen istéllet for de
strukturella aspekterna i uppgiften. Carina tilldmpar ett strukturellt synsdtt da hon pratar om
funktioner 1 allméinhet i citat 18 [s. 21].

D4 jag i slutet av intervjun foreslar att mata in funktionen som uttrycker rétblockets
volym i GeoGebra, reagerar hon direkt med att sédga att vi di kan ”se det hogsta vérdet” [citat
22, s. 23]. Det ar tydligt att hon fokuserar pé att 16sa uppgiften. Carina verkar se grafen som vi
med hjélp av GeoGebra kommer 4t, enbart som medel for att hitta en 16sning. Det ar typiskt for
ett operationellt synstt.

5.1.2 Derivatans graf

I denna del presenteras nigra utdrag ur intervjuerna med Lena, Frodo och Carina som jag for
overskadlighetens skull utelimnade i resultatdelen.

De tre eleverna delar sévil uppfattningen om att derivatan beskriver lutningen i en viss
punkt pd grafen, som en viss osdkerhet kring hur derivatans graf hédnger ihop med
funktionsgrafen med varandra. Denna osédkerhet for med sig en viss forvirringen kring
begreppen negativ, positiv, avtagande och vixande som jag ser hos alla tre elever. Jag har
intrycket av att eleverna har stott pa derivatan mer i algebraiska an 1 grafiska sammanhang.

Jag ger till en borjan nagra exempel for att fortydliga den bild jag har av elevernas
forvirring kring derivatans lutning och virde samt kring hur eleverna verkar uppleva att dessa
egenskaperna hianger samman med funktionsgrafen.

25) Carina: Lite olika beroende pd var man kolla pd sjilva linjen sd dr den... Hdr dr
den ju negativ, hdr dr den positiv o hdr dr den negativ [figur 12, s. 20].

Lea: vad dr det som dr negativt o positiv?
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Carina: Punkterna. Eller jag menar lutningen i punkterna.

Carina verkar kunna skilja pa begreppen vixande och positiv sdvél som avtagande och negativ
d4 hon ténker efter, dock dr hennes anvindning av de olika begreppen inte intuitiv dn.

26) [Lea och Carina tittar pd figur 15 i GeoGebra]

Carina: Ddr [pekar pd derivatans graf ddr x = 8] dr ju derivatan noll, men den ser
den ju ut o va avtagande... Eller nej! Den ser ut o va vixande

B & < ') 2

— 1A

Extrempunkt
(2.67, 18.96)

3
f(x) = 16x—4x2+%

f'(x):%xz—Sx'lﬁ 14

nmatningsfalt

Figur 15. Den bla grafen dr den gronas derivata.

Da Carina reflekterar 6ver derivatans beteende da x = 8, blir den i detta avsnitt behandlade
problematiken tydlig. Hon verkar osédker kring vilka av derivatans egenskaper som ér vdsentliga
dd den sitts 1 relation till funktionsgrafen — ar det derivatans y-virde eller lutning? Lat mig
fortsdtta med ett utdrag ur intervjun med Lena:

27) Lea: Den hdr parabeln [figur 16], vad har den for egenskaper?

Lena: den dr lika stor pd bdda sidorna av y-linjen, den dr positiv pa héger sidan o
negativ pd vdanster sidan for x.

Lea: Vad menar du med positiv o negativ?

Lena: Alltsd positiva x-virden pd héger sida och negativa x-virden pd vinster sida,
men y dr ju fortfarande positivt pd bdde sidorna

@0

N
Figur 16. Ett av Lenas grafiska exempel pd en funktion.
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Detta exempel innefattar inte ndgon beskrivning av derivatan, men det framgér intressanta
aspekter 1 Lenas uppfattning om x- och y-virden samt begreppen positiv och negativ. Da Lena
1 forsta repliken 1 citatet anviander Lena begreppen positiv och negativ dr det svart att med
sdkerhet avgéra vad hon menar. En mdjlighet dr att hon egentligen menar vdxande och
avtagande. Hon betonar 1 sin andra replik att x-vardena &r positiva pa hoger sida och negativa
pa vinster sida. Att detta alltid ar fallet 1 ett koordinatsystem verkar inte vara sjilvklart for
henne. Till sist sdger hon att y dr positivt pa bade sidorna, vilket kan tolkas som att det nu &r
y- viardena hon anser vara lika stora 1 sin forsta replik dd hon séger ’den ir lika stor pa bada
sidorna av y-linjen”.

28) Lea: Vad kommer derivatan vara mellan extrempunkterna? [Se figur 4, s. 14]

Lena: Mellan de hdr tvd sa kommer den vara positiv. Eller vixande. Och efter det,
efter att den har varit noll dd, sd blir den avtagande eller... negativ

Lena verkar vara sdker pd att derivatan kommer att vara positiv mellan extrempunkterna och
negativ efter maximipunkten. Dock ldgger hon till ordet véixande nér hon har sagt att derivatan
kommer vara positiv mellan minimi- och maximipunkten, och avtagande efter att hon har
berittat att f'(x) < 0 hdger om maximipunkten. Hon verkar ha lirt sig associera orden véixande
och positiv till varandra, samt avtagande och negativ. Att det &r derivatans
y-viarden som illustrerar funktionsgrafens lutning verkar hon dock inte ha utvecklat nagon
intuitiv forstéelse for.

I slutet pa intervjuerna med Lena kretsade samtalet kring de tva grafernas egenskaper
da x < 2,67 [figur 15, s. 29]. Da jag fragar Lena hur hon skulle forklara att funktionsgrafen och
grafen till forsta derivatan 1 princip gér at motsatta hall, svarar hon:

29) Lena: (skrattar) ja men har inte det o géra med det hdr med vixande o avtagande
typ... For den dr ju negativ vinster om y-axeln [hon pekar pa den gréna
funktionsgrafen]. Eller nej, eller den dr ju inte negativ, det dr den inte alls... hade
vart skonare om det var det (skrattar). Jag tycker att den egentligen dr stigande ddr

Lea: Vilken dr stigande?

Lena: Den grona. Den stiger ju uppdt, och den bld faller. Alltsd jag ser en san
teckentabell framfor mig, du vet en san nédr man sdtter plus och minus. Jag tdanker
att det vinster om y-axeln ska vara minus, och ddrfor blir den ... ah, nu kdnns det
som att det inte blir sa dnda! (skrattar)

Lea: Men om vi kollar mellan extrempunkterna da?

Lena: Ja! Alltsd hdr dr ju extrempunkten for derivatan. Och vinster om den sd dr
den fallande, men jag tinkte att den extrempunkten dr precis emellan funktionens
extrempunkter... Precis i mitten hdr, nanstans hdr dr den [funktionsgrafen] ju
ocksa fallande, men inte alls samma ddr... ndh... (fnissar)

Redan i Lenas forsta replik blir oklarheten kring grafers lutning och vérde tydlig: Hon sédger
forst att funktionsgrafen ar negativ dd x < 0, vilket ar korrekt, for att sedan rétta sig och sdga
att den ar stigande, vilket ocksa &r korrekt. Att bada egenskaper som hon tillskriver funktionen
ar korrekta har hon inte utvecklat ndgon forstaelse for, vilket blir tydligt da hon sédger att det
hade varit skont om funktionsgrafen hade varit negativ vanster dd x < 0. Hér kan kan vi tala
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om en kognitiv konflikt hos Lena. De delarna 1 hennes mentala begreppsbild av funktioner som
ger upphov till den kognitiva konflikten &r egenskaperna negativ och vixande. Det hon behdver
for att kunna undanr6ja konflikten ar en tydligare forstaelse for skillnaden mellan orden negativ
och avtagande samt mellan orden positiv och vdxande. En nyanserad forstaelse for dessa
egenskaper hos funktioner skulle fi Lena att inse att egenskaperna negativ och vixande inte
utesluter varandra. Denna insikt skulle 16sa den kognitiva konflikten som vi ser hos Lena.

Det forekommer alltsd hos alla tre elever en mer eller mindre djupgaende forvirring
kring sambandet mellan en funktion och tillhoérande derivata, framfor allt dd de framstélls
grafiskt. Fragan om vad denna forvirring beror pa kommer jag nu forsoka besvara med hjilp av
Tall och Vinners och Sfards teorier.

Lat mig titta ndrmre pa Tall och Vinners teori om den mentala begreppsbilden. De tre elevernas
begreppsbild av derivatan verkar fortfarande vara fragmentarisk. Eleverna verkar associera
manga olika attribut med forstaderivatan, bland annat att tangenter till funktionsgrafen ar nagot
slags hjidlpmedel 1 berdkningen av derivatan 1 en viss punkt, att derivatan har att géra med
lutning, att man med hjéilp av derivatans uttryck kan berdkna extrempunkters x-virden, att man
med hjdlp av derivatans graf kan ldsa av extrempunkters x-vérden, att derivatan har en ’bd;”
farre dn funktionsgrafen, skrivsittet f'(x) och att derivatan pa nagot vis kan ritas. En individ
som har en begreppsbild av derivatan som inte bara innefattar alla dessa punkter utan dir alla
de nyss nidmnda egenskaperna dven hinger samman och bildar en helhet, kan sdgas ha en
koherent mental begreppsbild av derivatan. Hos Lena, Frodo och Carina verkar de olika
egenskaper som de tillskriver derivatan inte hdnga ihop tillrackligt for att man skulle kunna tala
om koherens 1 begreppsbilden. Deras begreppsbilder dr snarare inkoherenta. Viktigt att pdpeka
hir &r att inkoherens och koherens 1 det hir fallet inte bildar ndgon slags dikotomi utan snarare
befinner sig 1 varsin dnde av en skala, dir de tre eleverna befinner sig pa olika stillen. Frodos
begreppsbild av derivatan dr, d&tminstone s& som jag har tolkat det, mest koherent av de tre,
medan Carinas begreppsbild verkar vara mest fragmentarisk, alltsd mest inkoherent. En del 1
elevernas begreppsbild av forstaderivatan dr nagon form av personlig definition och hos alla tre
beskriver den derivatan som ndgot som beskriver lutningen 1 en viss punkt. Eleverna verkar
fastna 1 idén om att det ror sig om lutningen i en viss punkt, vilket kan anses vara foga
forvanande, da detta dven forekommer i den formella definitionen av derivatan. Forsta delen av
definitionen sdger att derivatan av funktionen f i punkten x, definieras som gransvérdet

f(xo +h) — f(x0)
h

f'(xo) = }11_1:%

Att inte fran borjan, utdver idén om att derivatan beskriver en egenskap 1 en viss punkt, betona
derivatans grafiska egenskaper kan antas bidra till att det kinns kontraintuitivt for ménga elever
att forestélla sig och rita derivatan som graf. Ytterligare en faktor som mojligtvis bidrar till att
elevernas begreppsbild av derivatan saknar koherens dven efter manga veckors arbete med
funktioner, derivatan och andraderivatan hittar jag i titeln pa den ena av artiklarna som utgor
denna studies teoretiska ramverk: ”’On the dual nature of mathematical conceptions: reflections
on processes and objects as different sides of the same coin” (Sfard, 1991). Om vi ser
matematiska begrepp som ett mynt, har begreppet forstatts 1 sin helhet forst da badda sidorna
finns med 1 individens begreppsbild. Den ena sidan av myntet utgérs av de med begreppet
forknippade processerna, medan det dr begreppet som objekt som utgdér myntets andra sida. Att
med Sfards ord sdga att en individ kan se bagge sidor av begrepps-myntet skulle kunna forstis
synonymt med att individen har en koherent begreppsbild. Med denna bild i atanke vill jag
belysa sittet som jag upplever att derivatan behandlas 1 skolmatematiken. Det 4r mycket vanligt
att dvningarna 1 matematikbdckerna — som enligt min erfarenhet 1 hog grad brukar prigla
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matematikundervisningen — fokuserar mycket pa algebraiska utrdkningar av extrempunkter etc.
Forutom att en procedurbetonad undervisning snarare stodjer det operationella dn det
strukturella synséttet hos elever, forsvarar en ensidig representation av derivatan reifikationen
av derivatan.

Nagot som jag i avsnitt 5.2 lovade att diskutera dr min uppfattning om att ett
operationellt och ett strukturellt synsitt ibland tillimpas samtidigt, vilket blir tydligt da Frodo
verkar se pa funktioner pa ett strukturellt sétt samtidigt som hon verkar hantera forstaderivatan
operationellt. Frodo, som i mina 0gon har reifierat funktionsbegreppet, befinner sig i
hanterandet av derivatan snarare i internaliseringsstadiet. Som ndmnt tidigare karaktiriseras
reifikationsstadiet av ett strukturell tink, medan internaliseringsstadiet pridglas av det
operationella. Hon vixelverkar mellan reifikation av det ena och internalisering av det andra
begreppet, vilket forklarar att de tva synsitten forekommer samtidigt.

5.2 Det teoretiska ramverket

Lat mig borja med att diskutera Tall och Vinners teori om den mentala begreppsbilden. Teorin
har bidragit till att jag ser pd individers begreppsbildning pa ett mycket mer nyanserat sitt dn
innan arbetet med denna uppsats. Inférandet av olika element som kan innefattas av en individs
mentala begreppsbild, som bl. a. begreppets egenskaper, med begreppet associerade procedurer
och bilder samt olika sorters definitioner av begreppet, ger en struktur som mdjliggoér en bade
nyanserad och dverskddlig analysen av individers mentala bilder av olika matematiska begrepp.

Sfards operationell-strukturell-dualism dr upplysande av liknande anledningar: Den
kastar ljus pd typiska skillnader 1 olika individers beteende och tankegingar 1 arbetet med
matematiska begrepp. Att kunna dela in olika sitt att tdinka, kommunicera och agera pd 1 det
strukturella och det operationella synsitt har snarare fordjupat dn forenklat intrycken jag fatt av
min tre respondenters forhallningssétt till matematiskt innehdll. Sfards tre-stegs-modell har
ocksa bidragit till en nyansering och férdjupning av mitt intryck och min analys av de tre elevers
forstaelse av funktioner och derivatan. Aven min uppfattning av vad begreppsforstaelse innebér
har nyanserats genom studien av tre-stegs-modellen, vilket har bidragit till att jag har kunnat
gora en djupare analys av elevers forstaelseprocess dn vad jag hade kunnat utan Sfards modell.
Sarskilt reifikation-internalisering-dilemmat [se avsnitt 2.2.2.3] samt fragan om vad reifikation
egentligen innebdr har varit mycket inspirerande att reflektera dver. Dilemmat, s& som Sfard
sjalv beskriver det, ligger 1 att reifikationsstadiet och internaliseringsstadiet verkar forutsétta
varandra. Dock ser jag relationen mellan de tvd stadierna inte som att de forutsdtter varandra
utan snarare som en véixelverkan.

Denna studies teoretiska ramverk ger svar pd min forsta och andra forskningsfraga: Hur
kan en individs forstaelse av ett begrepp beskrivas och hur vixer matematisk forstaelse fram?
Tall och Vinners teori om den mentala begreppsbilden ger ett svar pa forsta delen av fragan,
som handlar om beskrivandet av individers begreppsforstielse. Modellen av den mentala
begreppsbilden och alla i en sddan begreppsbild forekommande nyanser sdsom personlig
begreppsdefinition, med begreppet associerade bilder, egenskaper och procedurer samt
konfliktfaktorer mojliggjorde en detaljerad och strukturerad analys av Lenas, Carinas och
Frodos mentala begreppsbilder av funktioner. Sfards synsitts-dualism har varit ett rittesnore 1
att ytterligare nyansera beskrivningen av elevernas begreppsbild. Ett svar pd den andra
forskningsfrdgan, som handlar om hur matematisk forstielse vixer fram, far vi av Sfards tre-
stegs-modell [avsnitt 2.2.2].

5.3 Metoddiskussion

Att anvinda mig av en fenomenologisk-hermeneutisk ansats bade i genomforandet och i
analysen av intervjuerna har av olika anledningar varit mycket givande. En anledning hittar vi
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1 den tredje forskningsfrdgans karaktir. Den handlar om att ta reda pa individers sétt att se pa
samt hantera funktioner och derivatan. Framfor allt individers sétt att se pa och uppleva saker
och ting dr en djupt fenomenologisk angeldgenhet. Nagot annat som jag genom den fjarde
forskningsfragan ville &t dr att ta reda pa hur de tre eleverna hanterar sambandet mellan den
grafiska representationen av en funktion och tillhdrande derivata. I mina forsok att besvara
denna friga har jag utgatt frdn Sfards teorier om det strukturella och det operationella synséttet
1 hanterandet av matematiskt innehall, hennes tre-stegs-modell samt den hermeneutiska cirkeln.
Den hermeneutiska cirkeln dr en modell som har varit ett stort stod 1 mitt forsok att f4 grepp om
elevernas hantering av funktioner och derivata samt elevernas forvirringen kring dessa begrepp.
Den har dven fungerat som en bro mellan Sfards och Tall och Vinners teoribildningar; bade
Stards och Tall och Vinners olika modeller och teorier gar att koppla till den hermeneutiska
cirkeln. Hér dr det pa sin plats att aterigen betona att jag tillimpat ett hermeneutiskt tankesétt
pa tvd nivéer; pa den ena nivan dr eleverna subjekten vars forstielseprocess av det matematiska
innehdllet beskrivs med hjilp av bland annat den hermeneutiska cirkeln. P4 den andra nivan ar
det jag som &r subjektet som tolkar och forsoker forsta elevernas utsagor for att komma fram
till en beskrivning av deras mentala begreppsbilder, synsétt och forstaelseprocess. Att ha
kunskap om nagra delar av elevernas skolvardag sa som kursuppldgg, lairomedel och deras
ordinarie matematikldrares undervisningssdtt samt att ha mott dem 1 olika
undervisningssituationer gor att jag pa nagorlunda goda grunder kan forestéilla mig elevernas
forstaelsehorisont’. Detta upplevde jag som huvudsakligen fordelaktigt, savil i genomforandet
av intervjuerna som i analysen av det empiriska materialet, men jag ser dven vissa nackdelar
bade med att ha inblick 1 elevernas skolvardag och med att sjdlv ha hallit i vissa delar av deras
matematikundervisning undervisning. En sddan nackdel dr att det finns vissa begrepp och
procedurer som jag undermedvetet tinker att de behérskar eller 4tminstone borde behirska,
vilket far mig att tolka elevernas utsagor mer vélvilligt an vad jag annars hade gjort. Man skulle
kunna sédga att jag dr partisk, badde eftersom jag vill att eleverna ska kénna sig duktiga och for
att jag vill kdnna att jag har lyckats formedla kunskap. Partiskhet kan utgéra negativ paverkan
pa reliabilitet men min medvetenhet om denna torde minska risken for detta i min studie.

Som jag beskrev 1 avsnitt 3.2 anvindes olika kommunikationsformer under
genomforandet av intervjuerna. Utdver samtalet uppmanades eleverna kommunicera sina
tankar dven genom skriftliga utrdkningar samt illustrationer. Anvidndandet av GeoGebra
utgjorde intervjuernas tredje, digitala kommunikationsform. Det var Tall och Vinners
beskrivning av de olika elementen som ingér i den mentala begreppsbilden — alla med ett
begrepp associerade bilder, egenskaper och procedurer — som inspirerade mig till att lata
intervjuerna bestd av mer dn bara verbal kommunikation. Det skulle varit svért att bilda mig en
uppfattning om de bilderna och procedurerna som eleverna associerar med funktions- och
derivatabegreppet om de inte hade fatt rita grafer och gora algebraiska utrdkningar.

Kategorierna och koderna jag valde i kodningen av intervjuerna gav bade en ndgorlunda
hanterlig struktur at de trettiotal sidor empiriska materialet. Samtidigt som det genom
kodningen aterigen tydliggjordes att de olika 1 uppsatsen anvinda modeller och teorierna pé
manga sitt dverlappar samt nyanserar, forklarar och stirker varandra. Teoriernas dmsesidiga
nyansering priaglade dven struktureringen av analysen. Jag valde att dela upp analysen 1 ett
avsnitt per elev, samt ett avsnitt om derivata. De tre elev-avsnitten dr strukturerade pd samma
sétt: forst ges en sammanfattning av olika faktorer som eleven i fraga verkar associera med
funktionsbegreppet. Sedan beskrivs, exemplifieras och analyseras de olika faktorerna i
elevernas begreppsbild samt elevernas tillvigagéngssétt 1 intervjuns olika moment utifran
operationell-strukturell-dualismen. Mitt val att forst undersdka begreppsbilden och sedan

? Begreppet forstdelsehorisont ir taget fran hermeneutiken och betyder mingden av de medvetna savil som de
omedvetna uppfattningar, hallningar och foérutfattade meningar som vi hyser vid en given tidpunkt utan att
rikta var uppmaérksamhet pa dessa.
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elevernas synsétt — alltsd att forst belysa ett tillstind, ett vara, for att senare belysa ett
tillvdgagangssitt, ett gora — grundas 1 att det fOrsta innefattar det andra. I elev-avsnittens forsta
del beskrivs vilka bilder, egenskaper och procedurer eleverna associerar med begreppen
funktioner och derivata. 1 andra delen nyanseras dessa associerade bilder, egenskaper och
procedurer utifran Sfards operationell-strukturell-dualism. Analysen av elevernas
tillvdgagangssitt i motet med funktioner och derivatan kan alltsa ségas vara en sorts nyansering
av analysen av elevernas mentala begreppsbild av funktioner.

5.4 Didaktiska konsekvenser och framtida forskning

Arbetet med studien av elevers begreppsbild av funktioner och derivatan samt undersdkandet
av deras tillvigagangssitt 1 motet med begreppen har gjort att en hel rad fragor har formulerats
1 mitt huvud, fragor som spelar stor roll 1 mitt framtida lararyrke — bade nir det géller min
undervisning av funktioner och derivata, samt néar det géller matematikundervisningen 1 stort.
En frdga som kom upp tidigt under arbetet med uppsatsen var fraigan om vad min mentala
begreppsbild av funktioner och derivata egentligen ar. I brist pa utrymme och moéjligtvis dven i
brist pd ldsarens intresse avstar jag fran att ge en djupgdende beskrivning av mina personliga
mentala bilder av begreppen 1 fraga. Men det som slar mig da jag funderar pd saken ér hur
viktigt det dr att som matematikldrare bli medveten om sin egna begreppsbildning och dven om
vilket synsitt som dominerar hos en sjédlv. Att lara ut matematik till en helklass, till ett trettiotal
elever innebdr att behova forhélla sig till ett trettiotal olika sétt att se pd, ta sig an och hantera
nya sdsom vilbekanta begrepp. Det dr viktigt att for det forsta bli medveten om vilket synsitt
som dominerar hos en sjdlv och for det andra skaffa sig verktyg och kunskap om hur man kan
uppticka, utveckla och utmana andras. Ju fler sétt att se pd olika begrepp som jag som
matteldrare kan identifiera och relatera till, desto léttare blir de att kéinna igen hos de olika
eleverna jag moter. Eller for att sdga det hela med Tall och Vinners ord: en ldrare som ar
medveten om olika mentala begreppsbilder har mojligheten att upptécka eventuella inkorrekta
sadana och, genom att diskutera dem, rationalisera problemet'’.

En annan fraga som denna studie har fatt mig att stilla mig sjélv har att gora med de sju
formagorna som sedan inférandet av LGY 11 genomsyrar kursplanen i matematik och ddrmed
undervisningen. Har inforandet av dessa formagor bidragit till en mer nyanserad
matematikundervisning som tar hdnsyn till utvecklandet av bade operationella och strukturella
angreppssitt? Att ge ett utforligt svar pd denna fraga dr nagot jag dverldmnar till framtida
forskningsarbeten. Det jag kan gora 1 denna uppsats ar att svara utifrdn mina egna erfarenheter
1 undervisningssammanhang och utifran det jag under min utbildning lart mig. Det jag upplever
ute 1 skolorna &r att matematikundervisningens uppldgg &r starkt priglad av matteboken,
samtidigt som elevernas drivkraft 1 &mnet 1 manga fall utgors av att rdkna igenom uppgifterna
som ldraren skrivit upp 1 terminsplaneringen. Jag ser dven att det dr vanligt att stort fokus
hamnar pa rdkning, och ddrmed procedursférmédgan. Genom inforandet av formagorna och det
faktum att formagorna &r tétt kopplade till betygssittningen, tvingas matematikldrare &dven
fokusera pd de andra aspekter inom matematiken. Till exempel 1 beskrivningen av
problemldsningsformagan star bland annat att elever ska lara sig virdera valda strategier och
metoder, vilket krdver och bidrar till ett strukturellt tink samt en koherent begreppsbild. En
annan formaga som stddjer utvecklandet av det strukturella synséttet hos eleverna samt bidrar
till koherensen 1 elevers mentala begreppsbild dr begreppsformagan. Formuleringen att
”anvédnda och beskriva inneborden av matematiska begrepp samt samband mellan begreppen”

10 Egen oversittning av ”When the teacher is aware of the possible concept images it may be possible to bring

incorrect images to the surface and, by discussion, rationalize the problem” (Tall & Vinner, 1981:168)
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(Skolverket, 2017) betonar nagot som jag ndmnde 1 avsnitt 6.3, ndmligen att det dr just formégan
att kunna se hur olika begrepp och begreppsegenskaper hdnger samman som ar forutséttning
for en koherent begreppsbild.

Sammanfattningsvis kan jag sdga att studerandet av de olika teorierna och analysen av
denna studies empiriska material har gett mig tvd saker. For det forsta har jag skaffat mig
verktyg som jag kan anvinda mig av d& jag skapar mig en bild av elevers kunskapsutveckling.
Jag kan med hjdlp av de presenterade modellerna rikta min uppmérksamhet mot aspekter av
elevernas ldrande, forstielse och begreppsbildning som jag tror kommer bidra till att jag pa ett
nyanserat sitt kommer kunna anpassa min undervisning och mitt sétt att forklara de olika
innehéllen 1 min undervisning. Genom att ha gjort en djupanalys av intervjuerna med de tre
eleverna har jag blivit varse om att det ofta 4r smé nyanser 1 elevernas sitt att uttrycka sin
forstaelse och forhallningssétt till matematiska begrepp som avslgjar hur deras begreppsbilder
ser ut samt vilket synsétt som dominerar.

Nir jag nu, efter att ha skrivit den hdr uppsatsen, ldser matematikdmnets syfte
(Skolverket, 2017), slas jag av att operationell-strukturell-dualismen formuleras pa flera stillen:

“"Matematik dr [...] ett verktyg inom vetenskap och for olika yrken. Ytterst handlar
matematiken om att upptdcka monster och formulera generella samband. *“ — Skolverket, 2017

“Den utvecklas savdl ur praktiska behov som ur mdnniskans nyfikenhet och lust att utforska
matematiken som sddan. *“ — Skolverket, 2017

"[Att] ge utrymme dt problemldsning som bdde mdl och medel. “ — Skolverket, 2017

Med Sfards och Tall och Vinners teorier i bakhuvudet kan &mnesplanen 1 matematik léses,
tolkas och arbetas med pa ett meningsfullt, nyanserat och givande sétt.
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7 Bilagor
7.1 Bilaga 1 — Uppqift

e x/4

Figuren visar ett rdtblock med sidorna x/4, (8-x) och (8-x) l.e.
For vilket x far ratblocket storsta mdjliga volym?

Berdkna med hjdlp av derivata ratblockets storsta mojliga volym.
Du far anvinda GeoGebra som hjdlpmedel.



7.2 Bilaga 2 — Intervjuguide

Vad tycker du om matte?

Vad tycker du ér dina styrkor och svagheter i &mnet? Borja med styrkorna!
Vilket ér ditt favoritomrade 1 matte?

Vad gillar du (inte) med matte?

Varfor just...?

Vad dr en funktion?

P4 vilket sétt kan en funktion representeras? Be eleven skriva/rita exempel

Viilj ut en av graferna’’
Beskriv grafen.

det som forhoppningsvis kommer upp dr begreppen nollstille, maximipunkt/minimipunkt,
lutning. om de inte dyker upp ber jag eleven att reflektera kring dem.

du har pa matten jobbat med forstaderivatan. hur skulle du beskriva forstaderivatan?

vad visar forstaderivatan/vad ar det vi kan rdkna ut med hjélp av den?

vi gar tillbaka till grafen som vi kikade pa forut/jag skissar upp en ldimplig graf pd pappret
kan du forsoka rita upp grafen pa forstaderivatan till denna funktion i samma
koordinatsystem?

om eleven ritar en graf kommer vi att diskutera hur hon ténkte, bade ifall den &r korrekt och

ifall den inte ar korrekt.

Intervjuns fortsdttning kommer att bero pa hur eleven viljer att losa uppgiften. Loser eleven
uppgiften rent algebraiskt kommer jag att be henne att dndd skriva in sina svar i GeoGebra
(vi hjdlps dt) och be henne reflektera kring vad de tva graferna sdger, framfor allt nér det
kommer till lutningen.

Avsluta intervjun, “knyta ihop sdacken”

Vad skulle du nu séga att en funktion ar for nagot?

Har den hir uppgiften gett dig ndgonting?

"'Den blafirgade texten dr anteckningar till mig som intervjuare.

i



