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Popularvetenskaplig presentation

Tank om du fick uppgiften att géra om en boll till tva lika stora bollar utan att ligga till
nagot. De flesta skulle séiga att det inte gar, men det gor det — i matematikens viirld. Ar 1924
l6ste matematikerna Stefan Banach och Alfred Tarski precis denna uppgift. Losningen géar
ut pa att dela upp bollen i delar pa ett listigt sdtt. Sedan vrider man pa dessa delar pa ett
sadant sétt att det gar att sétta ihop dem till tva nya bollar.
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Figur 1: En illustration av Banach-Tarskis paradox.
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Hur kommer det sig da att vi inte anvinder oss av detta? Om det nu gar att fordubbla en
boll sa skulle det till exempel ga att métta alla ménniskor med en enda kottbulle genom att
om och om igen férdubbla den. Tyvérr sa fungerar inte matematiken och verkligheten alltid
pa samma sétt.

Det ar frestande att gora liknelsen med en kottbulle och att skira den i bitar och sétta
ihop dem till tva nya kottbullar. I sjdlva verket gar inte detta eftersom bitarna som Banach
och Tarski delade upp en boll i har fér komplicerad form for att de ska kunna skéras ut med
en kniv. Lite forenklat gar det att sidga att bitarna av bollen inte ser ut som bitar av en
kottbulle utan som moln av punkter.

Ytterligare en skillnad mellan att dela upp en kottbulle och att dela upp en matematisk
boll &r att det inom matematiken gar att dela upp en boll i hur manga bitar som helst. Om
du skulle férséka dela upp en kottbulle i mindre och mindre bitar s& skulle bitarna till slut
bli fér sma foér att kunna delas upp mer. De minsta delarna av ett féremal kallas fér atomer
och dven om du hade den vassaste kniven i vérlden sa skulle du inte dela upp atomerna i
mindre delar. For att ta fram tva koéttbullar fran en skulle det behovas dubbelt s& manga
atomer som det fanns fran borjan, vilket dr omdojligt eftersom det inte kan uppsta atomer ur
tomma intet. Daremot &r detta inte ett problem med en matematisk boll eftersom den gar
att dela upp i odndligt manga delar.

Inom matematiken brukar man siga att en boll har tre dimensioner. Det betyder att den
har en bredd, en hojd och ett djup. Om du déremot skulle forséka rita en boll pa ett papper
s& skulle det inte ga eftersom ett papper inte har nagot djup. Ett annat sétt att uttrycka det
pa &r att siga att ett papper har tva dimensioner. Bilden du skulle fa kommer istéllet bli en
cirkelskiva som alltsd &r motsvarigheten till en boll i tva dimensioner.

Det &r kanske latt att tro att det gér att dela upp en cirkelskiva och sétta ihop delarna
till tva lika stora cirkelskivor pa samma sétt som det gar att gora med en boll. Men inte ens
inom matematiken ar allt mojligt. Matematikern John von Neumann upptéackte 1929 att det
inte gar att gora denna uppdelning. Anledningen till att det gar i tre dimensioner men inte
i tva ar att det i tre dimensioner gar att vrida bitarna at fler hall. I tva dimensioner gar det
bara att vrida saker at tva hall, moturs och medurs. En matematiker skulle siga att det i
tre dimensioner finns fria grupper och att de uppstar eftersom det finns fler sétt att vrida pa
saker dn i tva dimensioner.

En viktig detalj som alltid omndmns i samband med Banach-Tarskis paradox ar nagonting
som kallas for urvalsaxiomet. Axiom inom matematiken &r pastaenden som inte gar att bevisa
eller motbevisa. Detta innebdr att matematiker helt enkelt maste bestdmma sig for om de
ska acceptera axiom som sanna eller inte. Att acceptera eller inte acceptera att urvalsaxiomet
ar sant ger olika konsekvenser. I vart fall gar det exempelvis inte 6verhuvudtaget att gora
uppdelningen av bollen utan att acceptera urvalsaxiomet.

Banach-Tarskis paradox kan kéinnas sa otrolig att den kan ses som en anledning till att inte
acceptera urvalsaxiomet. Men att inte acceptera urvalsaxiomet ger ocksa konsekvenser. Dessa
ar svarare att forklara da de dr mer tekniska, men matematiker ser dem som lika allvarliga



som Banach-Tarskis paradox. Inom matematiken har detta darfoér lett till en diskussion om
huruvida urvalsaxiomet bor accepteras eller inte.

Resultat inom matematiken har ibland inte kommit till anvindning férrédn langt efter
att de upptécktes. Det matematiska omradet talteori som har funnit i flera tusen ar hade
inte kommit till stor anvindning férrdn datorer uppfanns. S& d&ven om vi idag inte vet hur
Stefan Banach och Alfred Tarskis 16sning skulle kunna anvéndas i verkligheten s& kanske det
i framtiden finns omraden dér den &r anvindbar.
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Sammanfattning

Detta kandidatarbete bevisar Banach-Tarskis paradox for den slutna bollen med
origo bortplockad, B*\ {0}, i euklidiska rummet R>. Detta bevisas genom att lata en fri
delgrupp till den speciella ortogonala gruppen i tre dimensioner, SO(3), verka pa B>\ {0}.
Det bevisas ocksa att det existerar odndligt ménga fria delgrupper till SO(3) genom att
anvinda Baires kategorisats och Kleins pingponglemma. Kandidatarbetet visar sedan
att cirkeln S! sedd som en delmingd av det euklidiska planet R? inte kan delas upp
paradoxalt genom att lata den abelska gruppen SO(2) verka péa cirkeln. Har introduceras
konceptet vansterinvarianta &ndligt additiva sannolikhetsmatt och med hjélp av Markov-
Kakutanis fixpunktsats visas att det finns ett sddant definierad p&a méngden S!. Detta
resultat medfor att cirkeln inte kan delas upp paradoxalt.

Abstract

This Bachelor’s thesis proves the Banach-Tarski paradox for the closed ball with the
origin removed, B>\ {0}, in Euclidean space R*. This is accomplished by letting a free
subgroup of the special orthogonal group of degree three SO(3) act on B®\ {0}. It also
offers a proof that there exists infinitely many free subgroups of SO(3) by using Baire’s
category theorem and Klein’s ping pong lemma. The thesis then proves that the circle S*
considered as a subset of the Euclidean plane R? cannot be decomposed paradoxically by
allowing the abelian group SO(2) to act on the circle. Here the concept of left-invariant
finitely additive probability measures is introduced, and by using Markov-Kakutani’s
fixed-point theorem the existence of one such probability measure on S* is proven. This
result implies that the circle cannot be decomposed paradoxically.
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Forord

Det hér ar ett kandidatarbete som behandlar Banach-Tarskis paradox och tva kringliggande
fragor: existensen av fria delgrupper av SO(3) samt att det inte gar att dela upp S! para-
doxalt. Arbetet bygger till stor del pa algebraiska samt topologiska argument och ldsaren
férviantas ha grundlaggande kunskaper inom dessa omraden. Om sa ej &ar fallet rekommende-
ras [4] och [1] for en introduktion.

Forfattarnas ansvarsomraden

En loggbok har férts 6ver alla medverkandes prestationer under arbetets gang. Inledning och
Avsnitt 2 Banach-Tarskis parador samt tillhdérande avsnitt i appendix skrevs av samtliga
gruppmedlemmar. Avsnitt 3 Fria delgrupper till SO(3) samt tillhérande avsnitt i appendix
skrevs av Erik Hakansson, Maria Lindstrom och Nazli Raufi. Avsnitt 4 Gdr cirkeln att dela
upp paradoxalt? samt tillhorande avsnitt i appendix skrevs av Bjérn Eriksson och David
Sjogren.

Vidare dr bilden pa omslaget ritad av Maria Lindstrom, Figur [I] &r skapad av Benjamin
D. Esham fran Wikimedia Commons, Figur [2] och Figur [3] ir skapade av Erik Hakansson.

Metod och genomférande

Arbetet har i huvudsak varit en litteraturstudie. En stor del av materialet har &ven presente-
rats av handledaren i form av féreldsningar. Efter insamling och bearbetning av information
paborjades skrivandet av sjélva rapporten. Skrivprocessen inleddes med en Gvergripande bild
av hela arbetet for att sedan successivt bli mer detaljerad.

Avgransningar

I Avsnitt 2 har vi valt att begréansa oss till att gora en paradoxal dekomposition av enhets-
bollen férutom origo trots att det gar att gora for hela bollen. Detta beror pa att fallet med
hela bollen &r mer tekniskt utan att for den delen ge signifikant ny matematisk insikt. Hela
arbetet bygger pa gruppteori och i synnerhet matrisgrupper. I beviset av Banach-Tarskis
paradox har vi valt att inte g& in pa méatteoretiska detaljer. Argumenten i Avsnitt 3 bygger
pa Lieteori och topologi men vi har valt att inte ga in ndrmare pa den allménna teorin for
dessa omraden. Arbetet i Avsnitt 4 bygger pa funktionalanalys och topologi men &ven hér
har vi valt att inte g& in ndrmare pa teorin for dessa omraden.



1 Inledning

Den hér rapporten behandlar Banach-Tarskis paradox samt négra kringliggande fragor. Pa-
radoxen siger att det gir att dela upp den punkterade enhetsbollen B3\ {0} i R? i ett
dndligt antal delar, rotera dessa och sétta ithop dem till tva nya kopior av bollen. Motsva-
rande uppdelning géar att géra &ven i hégre dimensioner. Stora delar av rapporten baseras pa
gruppteori och speciellt matrisgrupper och deras verkan pa R™. Rapporten inleds med beviset
av Banach-Tarskis paradox. Paradoxen och dess bevis leder oss vidare till tva kringliggande
fragor som diskuteras i resten av rapporten.

I beviset anviander vi oss av matrisgrupper. Ett resultat som ar centralt ar att matris-
gruppen SO(3) har en sa kallad fri delgrupp. Det gar att visa detta explicit men vi har valt
att gora detta pa ett mer systematiskt satt. Var metod ger dessutom inte bara en utan ett
stort antal fria delgrupper till SO(3).

Resultatet gir ej att utfora i ldgre dimensioner &n 3 eftersom att gruppen SO(2) som
verkar pa cirkeln genom rotationer &r en abelsk grupp, till skillnad fran SO(3) som inte &r
det. Det faktum att SO(2) &r en abelsk grupp medfor att det finns ett matt péa cirkeln som
inte fordndras av rotationerna.

I Avsnitt bevisas Banach-Tarskis paradox. I Avsnitt visas att SO(3) har en fri delgrupp.
I Avsnitt [] bevisas varfér paradoxen inte géller i tva dimensioner.

2 Banach-Tarskis paradox

Vart mal ér att dela upp den punkterade enhetsbollen B\ {0} i bitar, rotera dessa och
sitta thop dem till tva likadana bollar. Detta &r en sa kallad paradoxal dekomposition. For
att gora detta viljer vi att se B3\ {0} som uppbyggd av sfirer och bérjar dirfér med att
gbra en paradoxal dekomposition av enhetssfiren S2?. Generellt brukar rotationer av sfiren
beskrivas som verkan av matrisgrupper pa sfaren. Darfor dr det intressant att understka om
en grupp kan delas upp paradoxalt. Da fria grupper har en struktur som lampar sig for detta
s& borjar vi med att gora en paradoxal dekomposition av en sadan. Déarefter fér vi 6ver den
paradoxala dekompositionen till sfaren och sedan fran sféren till den punkterade bollen. Hela
resonemanget dr baserat pa det i [13].
Vi paminner om definitionen av en grupp.

Definition 2.1 (Grupp). En grupp ér en méngd G som tillsammans med en bindr operation
x uppfyller foljande axiom:

(i) slutenhet: for alla element a,b € G géller att a*b € G.

(ii) associativitet: for alla element a,b,c € G géller att a * (b c) = (a xb) *c.

(iii) identitet: det finns ett element e € G sd att axe=e*xa =a, Ya € G.
)

1 1

(iv) inverterbarhet: for varje element ¢ € G finns ett element o™ € G sd att axa™" =

a lxa=e.

Anmdrkning. 1 fortsdttningen skriver vi ab istéllet for a * b.

En delgrupp av en grupp G &r en delméngd H C G som uppfyller gruppaxiomen med
avseende pa samma operator som G.

2.1 Paradoxal dekomposition av en fri grupp

Det forsta vi behover gora for att lyckas med uppdelningen av bollen &r att dela upp en fri
grupp paradoxalt.

Definition 2.2 (Fri grupp). En fri grupp &r en grupp som saknar icketriviala relationer.Det
finns till exempel inga relationer av typen

a3PaP =e.



Se Appendix [D] for en mer utforlig beskrivning av fria grupper och relationer.

Lemma 2.3. Den fria gruppen Fa pa tva generatorer a och b har en paradozal dekomposition.
Mer precist sa finns en partition

Fo=G1UG,UG3 UGy

sdadan att
Fy = G UaGy = G3 UbGy.

Bevis. Lat G(a) vara méngden av alla element i F; som bérjar med a, och definiera G(a~1), G(b)
och G(b~!) pa motsvarande siitt. Vi far da en partition

Fy = {e}UG(a) UG H)UGD)UGH™).
Vi kan utifran denna uppdelning skriva
Fy = G(a) UaG(a™') = G(b) LUbG(b™Y).

Denna uppdelning dr néstan pa den sokta formen. Vi har dock ett problem: vi har endast
anviint delmiingderna G(a),G(a™'), G(b) och G(b~1). Elementet e #r inte med i nigon av
dessa méangder s& de bildar ingen partition av Fy. For att dven fa med e sa sétter vi

G1=G(a)U{e,a a2, .},
Gy = G(ail) \ {ailv a727 }7
G3 = G(b)7

Gy = G(b_l).

Dessa méngder ar disjunkta. Det &r 1ldtt att se att G3 respektive G4 &r disjunkta med alla de
Ovriga méangderna, eftersom varje ord borjar med en bokstav och deras begynnelsebokstéaver
skiljer sig fran de andra mangdernas. Det aterstar alltsa att se att G1NGo = (. Man ser direkt
att G(a) N Gy = () eftersom elementen i respektive méingd har skilda begynnelsebokstéver.
Dessutom giller att e ¢ Ga, ty e borjar inte med a=t. Att a=1,a72,... ¢ G foljer direkt av
hur G5 ar definierad.

Nu vill vi visa att G; UaGy = Fy. Till att borja med sé vill vi visa att G; NaGy = 0. Ord
som ligger i G5 har som begynnelsebokstav a™", dar n € N, som f6ljs av atminstone en av
bokstéverna b eller b—!. Att multiplicera ett sidant ord med a till vinster innebér att vi far
a'~" som begynnelsebokstav. Om n = 1 s& far vi b eller b~ som begynnelsebokstav istillet.
Dessa ord ligger sjélvfallet inte i G1. Men om n > 1 sa kommer vi att ha ord som ligger i Ga,
och likheten G1 N Gy = 0 har redan visats. Alltsa dr G och aGy disjunkta. Vi ser ocksé att

GiUaGy =G(a)U{e,a™ a7, . JUa(Gla )\ {a " a?,..})
=G(a)U{e,a a2, Y UaGa )\ {e,a a2, )
= G(a)UaG(a™t) =TFy.

Ett liknande argument som det for Gy och aGy visar att Gz N bG4 = (. Dessutom giller
e="bb"! € bG,. Dérmed &r

G3UbGy = G(b) UbG (™) = TFy.

Dessa fyra méngder har de sokta egenskaperna och utgor alltsa en paradoxal dekomposition
av FQ. O

Vi noterar att man kan gora en motsvarande paradoxal uppdelning av fria grupper F,
for » > 2. Detta gors genom att behalla Gy, Ga, G3 och G4 enligt ovan och definiera G5 =
G(c),Gg = G(c1) och s vidare. enligt samma monster som Gz och Gy fast for de resterande
generatorerna. Pa séa vis erhaller vi foljande korollarium.



Korollarium 2.4. Den fria gruppen F, pd r generatorer ay,as,...,a, har en paradoxal
dekomposition. Mer precist sa finns en partition

F, =G UGy U...UGo,

sadan att
F,=GiUa1Gy =G3UasGs = ... = Gop_1 Ua,Gop.

2.2 Paradoxal dekomposition av en mingd

Foregaende argument visar att det gar att dela upp en fri grupp paradoxalt. Eftersom vi ar
intresserade av att dela upp sfaren paradoxalt vill vi 6verféra uppdelningen av gruppen pa
en méangd. Detta gors med hjalp av gruppverkan.

Definition 2.5 (Gruppverkan). Lat G vara en grupp och X en méngd. Gruppen G verkar
pa X om det finns en funktion ¢: G x X — X sadan att

(i) d(e,x) =x
(ii) ¢(gh,x) = ¢(g, ¢(h,x))
for alla g,h € G och alla x € X.

Anmdrkning. 1 fortsattningen skriver vi gz istéllet for ¢(g, x).

Hérnést ger vi definitionen av en paradoxal dekomposition av en méngd.

Definition 2.6 (Paradoxal dekomposition). Lat G vara en grupp som verkar pa en méangd X.
Vi sédger att X kan delas upp paradoxalt om det finns delméngder Y1, Y5, ..., Yy, 21,25, ..., 2
till X och element g1, go,..., gk, h1,hs,...,h € G sddana att

X=YUYsU..UYaUZiUZU...UuZ

och
X=qgY1UgYoU...UgYs =hZ1UhsZsU...UhZ.

En sddan uppdelning kallas fér en paradozal dekomposition.

De paradoxala uppdelningar av fria grupper vi diskuterat i Avsnitt ar specialfallet nér
en fri grupp verkar pé sig sjalv genom véanstermultiplikation.

Definition 2.7 (Fri verkan). En grupp G ségs verka fritt pa en méngd X om gz # x {or
alla z € X och alla g # e.

Vi betecknar méngden {gx: g € G} med Gz. En sddan méngd kallas for en bana.

Sats 2.8 (Paradoxal dekomposition av en méngd). Antag att Fo verkar fritt pé en mdngd
X. Da gar X att dela upp paradozalt.

Bevis. D& Ty verkar pd X s& bildar banorna {Fax},cx en partition av X. Enligt urvalsaxi-
omet (Appendix [B)) s& kan vi vélja en punkt ur varje bana. Kalla méngden av dessa punkter
for Y. Det foljer fran definitionen av Y att:

(i) X=U g¥Y
g€F2

(i) Vg,g' € Fo,g # ¢’ giller gY Ng'Y = 0.



Lat Gy, Gs, Gz och G4 vara som i Lemma Fran fas att X =FyY = UQGF2 gY . Satt:
Q=GY=|]JgYfori=1,234
9€G;
och notera att X = Q1 U Qs U Q3 U Q4. Da giller att
Ql (] GQQ = G1Y U aGgY = (Gl (] GGQ)Y = FQY =X
och
Q3 Uy = G3Y UbGLY = (G3 UbG,)Y =FY = X.

Fragan som aterstar dr huruvida X = Oy UQy U Q3 U Qy ar en partition. Antag Q; NQ; # 0
for alla i # j. Da finns « € Q; N Q;, det vill séiga x = g;y; = g;y; dér ¢; € Gy, g; € Gy,
Yi,¥; € Y. Detta medfor att

Y 3y =g; g5y € FaY.

Fran (ii) vet vi att Y NgY = for alla g # e och ddrmed maste g, ! g; = e vilket medfor att
gi = g;. BEftersom G och G ér disjunkta ger detta en motségelse, det vill séga

X:91UQQUQBUQ4

ar en disjunkt uppdelning. Vi har ddrmed visat att det finns en paradoxal dekomposition av
X. O

2.3 Paradoxal dekomposition av S?

Vi har nu sett hur det gar att paradoxalt dela upp en méngd genom att lata en fri grupp

verka, fritt pa den. Eftersom vi &r intresserade av enhetssfiren S? och rotationer av denna

kommer vi nu att underséka gruppen av rotationer i tre dimensioner SO(3), och dess verkan
s @2

pa S-.

Definition 2.9. Gruppen SO(n) definieras enligt
SO(n) = {A € GL,(R): AAT =TI det A = 1}.

Gruppen SO(3) bestar av avstandsbevarande rotationsmatriser i GL3(R). SO(3) verkar pa
R? genom matrismultiplikation. Om R € SO(3) och = € R3, si giiller att |Rz| = ||z, dér
| - || & den euklidiska normen i R3.

For att anvinda resultaten fran féregaende avsnitt behovs en fri grupp i SO(3).

Sats 2.10. SO(3) har en delgrupp G som dr isomorf med Fa

Ovanstaende sats bevisas i Avsnitt [3| I beviset frangar vi [13].

Det finns darmed en fri delgrupp G € SO(3). D& G verkar pa sfiren fixerar varje element
i G tva punkter, skidrningen mellan rotationsaxeln och sfaren. Detta leder till att vi inte
har nagon fri verkan. Vi kan alltsa inte anvinda Sats [2.8 rakt av for att gora en paradoxal
dekomposition av S? med G. Om vi diremot later C' vara den méingden av fixpunkter till
den fria delgruppens verkan pa S? kan vi anvinda Sats pa S?\ C. Vi har

C={reX:3Re G\ {I}: Rx =z} (1)

Observera att C' dr uppriknelig eftersom varje rotationsmatris har hogst tva fixpunkter pa
sfiren, se |8l s. 18-19] for detaljer.

Sats 2.11 (Hausdorffs paradox). Ldt C' vara som i (1]). D existerar en dekomposition
SIC = Q1 LI UQ3 Oy

sadan att
SI\C = Q1 L AQy = Q3 LI BQy

for négra rotationsmatriser A, B € SO(3).



Bevis. Lat A och B vara generatorerna till den fria delgruppen G. Antag att G, G2, G3, G4
dr som i Lemma [2.3] Da giller for alla rotationer R € G'\ {I} att Rz # =, for alla z € S?\C,
det vill siiga G verkar fritt pa S?\C, och eftersom G #r en fri grupp sa foljer pastiaendet av

Sats 2.8 O

For att kringga problemet med den upprékneliga méngden av fixpunkter C' sa att vi kan
gbra en paradoxal uppdelning av hela sfiren S? behéver vi anviinda oss av foljande Lemma.

Lemma 2.12. Lt C vara en uppriknelig delméngd av S?. Da existerar en dekomposition
S =%,U%,
sadan att
SA\C =¥ URY,
for ndgon rotationsmatris R € SO(3).
I beviset anvinds Baires kategorisats.

Sats 2.13 (Baires kategorisats). Om {U,}52, ar dppna, tita delmdngder till ett fullstindigt
metriskt rum s dr snittet (), U, en tit méingd.

Bevis finns i Appendix [C]
Bevis av Lemma[2Z13. Vi vill hitta en matris R for vilken det giller att
R'CNRIC =10, for allai # j.

For att gora detta tittar vi pA mingden av sadana R och visar att den &r icke-tom. Notera
att

RICNRIC=R(CNR7IC) =0, forallai+# j < CNRC =0, for alla k # 0.
Lat V vara méngden av alla R som uppfyller villkoret. D& kan V skrivas
V ={ReSO(3):Vk e Z\{0},Vz,y € C,R*z # y}.
Definiera for varje heltal £ méngden
Vi(z,y) = {R € SO(3) : Rz #y}

sa att

V= N Vel

k#0 \z,yeC

D& SO(3) ar kompakt |1, s. 77] och dérmed fullsténdig géller enligt Baires kategorisats att
om Vi(z,y) ar 6ppna och tédta i SO(3) sa dr V' tét och dérmed icke-tom.

Vi borjar med att visa att Vi(x,y) ar Oppen. For varje val av k € Z \ {0} och = € C,
bilda en funktion

frz 1 SO(3) — 52
R~ RFz.

Da giller Vi(z,y)¢ = f, 2({y}). Eftersom fy , #r kontinuerlig och {y} &r sluten sa foljer att
Vie(z,y)¢ ar sluten, det vill sdga Vi (z,y) &r Oppen.

For att visa att Vj(z,y) ar tit, tag R € Vi(x,y)¢. Da giller R¥x = y. Vi vet att R roterar
kring nagon axel med en vinkel 6. Tag € > 0 godtyckligt. Lat S € SO(3) rotera kring samma
axel som R med en vinkel § — e/k. Det giller att R* roterar med vinkel 0k och S* roterar
med vinkel 6k — ¢ och vi far Sz # vy, det vill siga S € Vi(x,y). Da ¢ #r godtyckligt valt
kan vi vilja S godtyckligt ndra R och darmed &r R hopningspunkt till Vi (z,y). Det foljer
att Vi(x,y) ar tét.

Vi kan nu séitta

Y =CURCURCU...; & = S*\%,.

Eftersom RY» = RC U R?C U R3C U ... har vi eliminerat C' ur méingden och det fljer att
Y1 URY, = S2\C. O



Genom Lemma kan vi alltsa forst dela upp varan sfiar i tva bitar, rotera och sétta
ihop dessa till en sfir utan fixpunkter. Denna sfir kan nu enligt Sats [2.11] delas upp i fyra
bitar som roteras for att fa tva kopior av sfaren utan fixpunkter. For att fa tva kompletta
sfarer delar vi nu upp de tva kopiorna av sfiren utan fixpunkter i tva delar var for att rotera
dessa och fa tva hela sfarer, hir anvinds aterigen Lemma Totalt kan vi alltsa dela upp
sfaren i 2 -4 -2 = 16 bitar, rotera dessa och sétta ihop till tva nya sfarer.

Sats 2.14 (Banach-Tarskis paradox pa S?). Det finns en partition
S?2=T7U...UT

och rotationsmatriser Ry, ..., Rig sd att

8 16
S? = |_| R;I'; = |_| R;L;.
i=1 i=9

Anmdrkning. Det har visats att den paradoxala dekompositionen av sfaren gar att genomfora
med mindre dn 16 bitar |11].

I Appendix [G] ges en skiss av hur man bevisar motsvarande resultat for sfirer i hogre
dimensioner.

For att fa en uppdelning av B3 \ {0} sa observerar vi att det med hjilp av sfiriska
koordinater gér att skriva B3\ {0} = S? x (0, 1]. Vi ténker oss alltsi att B3\ {0} &r uppbyggd
av sfiarer med radier i intervallet (0,1]. Genom att anvinda foregiende sats pa dessa sférer
far vi en paradoxal uppdelning av B3\ {0}. Vi har dirmed bevisat foljande sats:

Banach-Tarskis paradox. Det finns en paradoxal uppdelning av B3\ {0}.



3 Fria delgrupper av SO(3)

Malet med denna del av rapporten &r att visa Sats det vill siga att SO(3) har en fri
delgrupp med tva generatorer. Beviset sker i flera steg. Vi poédngterar att det finns enkla-
re metoder, men fordelen med den metod vi anvinder &r att den ger ett stort antal fria
delgrupper. Vi kommer i vart argument anvdnda oss av grupperna

SLy(C) = {A € GLy(C) : det A = 1}

och
SU(2) ={AeSLy(C): AA* = A*A=1T}.

I stora drag gar argumentet till som f6ljer:

(i) Ta fram en fri delgrupp av SLy(C) med Kleins pingponglemma.
(ii) Fora over den fria delgruppen fran SLy(C) till SU(2). Detta steg bestar av ett par delar.

(a) Visa att det till varje ord i en fri grupp finns matriser i SU(2) som inte &r ett
nollstélle till ordet.

(b) Anvéinda Baires kategorisats for att ta fram ett stort antal fria grupper av SU(2).
iii) Konstruera en homomorfi SU(2) — SO(3) som har &ndlig kérna.
(ii) g

(iv) Anvénda denna homomorfi for att féra 6ver en fri delgrupp fran SU(2) till SO(3).

3.1 Fri delgrupp av SLy(C)

I detta avsnitt visar vi att SL2(C) har en fri delgrupp. For detta &ndaméal anvénder vi fria
produkter samt Kleins pingponglemma. Presentationen baseras pa den i |7, s. 25-26].

Vi inleder med en diskussion om fria produkter. Lat G och H vara tva grupper. Den fria
produkten G x H ar gruppen som bestar av alla ord pa formen

gihi - grhg

dér g; € G och h; € H och g2,93,...,9x och hi,ha, ..., ht_1 inte &r lika med identiteten.

Gruppoperationen dr sammansittning och reducering av ord. Med reducering menas
féljande: om det i det sammansatta ordet finns tva bokstéver fran samma grupp bredvid
varandraﬂ sa kan dessa multipliceras ihop i den gruppen och erséttas med den resulterande
produkten. Dessutom stryks alla identitetselement, oavsett vilken grupp de héarrér fran.

For att tydliggora ger vi ett exempel pa en fri produkt. Lat G = (g) vara den cykliska
gruppen av ordning fem och H = (h) vara den cykliska gruppen av ordning tre. I den fria
produkten G * H kan vi gora foljande rikning:

(hg*h*g®)(g°hg’h) = hg*h? (¢°g°) hg*h = hg* (h*h) g°h = h (g"g®) h = hgh.
5 B3 6
go=e =e g%=g

Ett lite mer komplicerat fall kan uppsta da G = H. Betrakta till exempel fallet G = H =
Z. Det ar latt att tro att Z « Z = Z, men sa ar inte fallet. I ovanstaende exempel sag vi att
det gar att multiplicera ihop element fran samma grupp. Exempelvis gar det att ténka sig att
ordet 5+ 2 dar 5 kommer fran den forsta kopian av Z och 2 kommer fran den andra kopian
kan férenklas till 7. Den fria produkten haller dock reda pa fran vilken kopia av Z elementen
kommer ifran och skiljer pa dessa.

Det visar sig att Z x Z = Fy, [10, s. 164]. Ett godtyckligt element i Z % Z &r p& formen
mi+ny+me+ns+...+ nkﬂ dér m; ligger i den forsta kopian av Z och n; ligger i den
andra. Funktionen som avbildar detta element pa a™*b"1a™2 - - - b™* i Fy ar en isomorfi.

IDet vill sdga att det sammansatta ordet innehéller gig; eller h;hj.
20Observera att m 4+ n # n + m om m och n kommer fran olika kopior av Z.



Lemma 3.1 (Kleins pingponglemma). Lit G vara en grupp som verkar pd en mdngd X.
Lat T'y och T'y vara tva delgrupper till G och lat T vara gruppen som genereras av I'y och I's.
Antag att T'y har datminstone tre element och att I's har dtminstone tvd element.

Om det dessutom finns delmédngder X1, Xo C X med Xo ¢ X1 sddana att

v(X2) C Xy for varje y€Tq,v#1
v(X1) C Xy for varje v €Ta,y#1

sa dr I' isomorf med den fria produkten I'y * I's.

Bewvis. Varje element i I' kan skrivas som en produkt a1byasbs - - - arby dér a; € I'y och b; € I's,
och alla a; och b;, utom a1 och by, ej ar identiteten. For att visa att I' &r en fri produkt s
vill vi visa att ingen icketrivial sadan produkt &r lika med identiteten. Om sa &r fallet sa kan
vi identifiera dessa produkter med elementen i I'; * 'y och pé sa vis fa en isomorfi mellan T’
och den fria produkten.

Tag en godtycklig icketrivial produkt w € I'. Vi far nagra olika fall beroende pa huruvida
a1 och by ar lika med identiteten.

Om w = aybyashs ... ax, dir a; € I'y och b; € I'y s& ar

’LU(XQ) = a1b1 N ak,lbk,lak(Xg) C a1b1 N akflbkfl(Xl)
C aiby . ..ak_l(Xg) cC...C CL1(X2) C X;.

Om w = 1 skulle w(X3) = X5. Men enligt férutséttningarna i lemmat &r X5 inte en delméngd
till X7. Eftersom w(X2) C X; kan w alltsd inte vara identiteten.

For att hantera resterande fall utnyttjar vi det vi visat ovan. Om w &r pa formen
brasbeas ... by si tar vi ett godtyckligt element a € T'y \ {e}. D& ar awa™! ett element
pa samma form som det i argumentet ovan. Alltsi maste awa ' # 1 vilket medfor att w # 1.

Om w istéllet &r pa formen a1b; ... arby si kan vita a € Ty \ {e, al_l} och utféra samma
argument med awa . Slutligen om w = byas ... ax, tag a € 'y \ {e, ax } och applicera samma
argument pa awa .

Observera att vi i dessa val av a anvinder det faktum att [I'q| > 3. O

Korollarium 3.2. SLy(C) har en fri delgrupp Fo med tvd generatorer.

Beuvis. Vi har tidigare sett att Fo = Z x Z. Betrakta nu delgrupperna

a6 9)-{6 1) v
SR

till SLy(C). Det gar att visa att I';, Ty och Z é&r isomorfaﬂ Vi vill visa att gruppen som
genereras av 'y och I's dr den fria produkten av dessa grupper.
Lat 'y, Ty verka pa R? genom matrismultiplikation. Vi betraktar mingderna

X1 ={(z,y) € R?: || > [y}
Xy = {(z,y) e R?: |y > |z[}

som illustreras i Figur En rakning visar att 1 (X2) C X5 for 41 € I'1 och att y2(X71) C Xo
for vo € I'y. Enligt Kleins pingponglemma sa &r

<F1,F2>EF1*F2§Z*Zg]F2. O

3 Avbildningen n — ((1) 21") ar en isomorfi mellan Z och I'1, och en motsvarande isomorfi finns for I's.



Figur 2: Omradena X; (vitt) och X (ifyllt).

3.2 Fri delgrupp av SU(2)

Hérndst vill vi med hjélp av var fria delgrupp av SLs(C) konstruera en fri delgrupp av
SU(2). Idén ar att betrakta ord i den fria gruppen som polynom. Om vi till exempel har
ordet w = a?b®a®b sa kan vi se det som en funktion

(A,B) = w(A,B) = A>B° A®B,

dar vi helt enkelt ersitter alla ¢ med matrisen A och alla b med matrisen B. Motsvarande
funktioner kan konstrueras for varje ord i Fo. Lat

P,, : SLy(C) x SLy(C) — Matsy(C),

definieras enligt
P,(X,)Y)=w(X,Y) - 1.

Att SLo(C) har en fri delgrupp innebér att det existerar tva matriser A, B € SLy(C) sé att
P,(A,B) # 0 for alla ord w som inte &r det tomma ordet. For att visa att SU(2) har en fri
delgrupp vill vi hitta matriser A, B € SU(2) med samma egenskap.

Proposition 3.3. Det finns A, B € SU(2) sd att Py, (A, B) # 0 for varje w i Fo \ {I}.

For att bevisa Proposition behovs forst nagra lemman. Till att borja med behovs
féljande lemman om polynom.

Lemma 3.4. Lit Q : C" — C™ wvara en polynomfunktion och V.C C" en dppen mdngd. Om
Q|VEO sd dr @ = 0.

Lemma 3.5. Lat Q : C" — C™ wvara en polynomfunktion. Om Q|Rn =0sddr@Q=0.

Bevis finns i Appendix [E]
Vi behéver dessutom forst visa det svagare pastaendet att det for varje ord w existerar
matriser A, B € SU(2) sadana att P, (A4, B) # 0.

Lemma 3.6. Ldt w vara vara ett ord i Fo \ {I}. Dd finns det matriser A, B € SU(2) sd att
Pu(A, B) £0

For att bevisa detta anvinder vi oss av matrisexponentialfunktionen och paminner om
att den definieras enligt
o0 X"
exp(X) = Z -
n=0
Betrakta nu méngderna
5[2(@) = {X tr X = 0}

och
sua(C) = {X €5L(C): X" =-X}.



Observera att

exp(slg((C)) C SLQ((C),
exp(suz(C)) C SU(2).

Observera ocksé att matriserna (3 %) och (1 9) som genererar en fri delgrupp av SLy(C)
ligger i exp(sl2(C)) El Slutligen observerar vi att bade sly(C) och suy(C) &r vektorrum 6ver

R.

Bevis av Lemma[3.8. Antag for motséigelse att det for nagot ord w géller att P, (A4, B) =0
for alla A, B € SU(2).
Vi noterar att om vi har en matris X € sly(C) si kan vi skriva

X X' X+ X*

X 5 +i T (2)
—— HE_/
EEuQ(C) €sus(C)

Fran detta foljer att
5l2(C) = 5u2(C) @ i su(C)

Vi definierar funktionen
Q IS[Q((C) X 5[2(@) — Mg(@)

genom
Q(Zlv ZQ) =Py (eXp(Zl)anp(ZQ))

Vi noterar att @ ej kan vara identiskt lika med noll eftersom det skulle motséga att det finns
en fri delgrupp i exp(slz(C)). For varje val av Z;, Zs € sl3(C) definiera

FZl,Z2 (t) = Q(tZlthQ)'

Om alla dessa funktioner dr identiskt lika med noll sa dr &ven @) det vilket ger oss en motsé-
gelse. Vi observerar att Fz, z, dr en sammansattning av analytiska funktioner och ar dérmed
analytisk.

Vi vill studera Taylorutvecklingen av Fz, z,. Vi definierar darfor Ry : sl2(C) x sl3(C) —

sl5(C) genom
k

d
Rk(Zh Zz) = WFZLZQ (t) ’t:(y

Da ar Ry(Z1,Z2), k =0,1,2,... Taylorkoefficienterna till Fyz, z,. Ligg mérke till att Ry, &r
ett matrispolynom sé& elementen i matrisen Ry(Z1,Z2) &r polynomfunktioner i (Z7);; och
(Z2)ij-

Enligt [2[ kan vi skriva Z,, = X,, +1iY,, dar X,,,Y,, € sus(C). Fran ursprungsantagandet att
P,(A,B) =0 for A, B € SU(2) far vi att Ry = 0 pa suz(C) x suz(C).

Da sl3(C) &ar ett vektorrum dér elementen dr komplexa matriser sa kan vi identifiera
det med C™ for nagot tal n. Uppdelningen sly(C) = sus(C) @ isus(C) kan alltsi ses som
motsvarigheten till att dela upp C™ i real- och imaginérdel (det vill siga C* = R™ & iR"™).
Eftersom Ry = 0 pé sus(C) x suy(C) och varje element i Ry, &r ett polynom i n komplexa
variabler si maste Ry, = 0 pa sly(C) x sl3(C) enligt Lemma [3.5

Att Ry, = 0 innebar att koeflicienterna till Taylorutvecklingen av avbildningen Fz, z, &r
lika med noll. D& avbildningen &r analytisk far vi alltsa att Fz, z, = 0 for alla Z1, Z; € sl3(C).
Dirmed maéste @ = 0 pa sly(C) x sl (C) vilket motsiger att SLo(C) har en fri delgrupp. Det
finns alltsd till varje ord w tva matriser A, B € SU(2) sa att P, (4, B) # 0. O

Vi har nu alla verktyg som behovs for att bevisa Proposition [3.3] Utdver det vi visat ovan
s kommer vi dven att anvinda Baires kategorisats.

1(67) =exp (§5) och (37) =exp (55)-

10



Bevis av Proposition[3.3 Vi vill nu visa att det finns tva matriser A, B € SU(2) s& att det
for alla ord w géller att P, (A, B) # 0. Vi gor detta genom att anviinda Baires kategorisats
(Sats |2.13)). Vart mal ar att visa att

U :=({(A,B) € SU(2) x SU(2) : Pu(A, B) # 0} £ 0,

w

dér snittet tas 6ver alla ord w i Fy \ {I}. Sétt
U, = {(A,B) € SU(2) x SU(2) : P,(4, B) # 0}.

Om vi kan visa att U,, &r 6ppna och téta i SU(2) x SU(2) sa foljer pastaendet av Baires
kategorisats.

Vi borjar med att visa att U, dr Sppen. Eftersom U, = Pj!(Matay2(C) \ {0}) dér
Matay2(C) \ {0} &r en 6ppen méngd och P, (A, B) &r kontinuerlig f6ljer det att U,, &r Gppen.

Det aterstar att visa att U, &r tdt. Om det inte géller sa existerar en 6ppen méangd
V C SU(2) x SU(2), V # 0 sddan att U, NV = 0. Detta medfor att P, (A, B) = 0 for alla
(A, B) € V. Enligt Lemma [3.4 foljer att P, (A, B) = 0 pa hela SU(2) x SU(2) vilket motséiger
Lemma [3.6]

Enligt Baires kategorisats #r alltsa U tét och speciellt icke-tom. Dérmed finns (A, B) € Y
som genererar en fri delgrupp av SU(2). O

Notera att detta argument faktiskt bevisar att méngden av par (A, B) € SU(2) x SU(2)
som genererar en {ri grupp ar tat. Darmed far vi ett stort antal fria delgrupper av SU(2).

3.3 En homomorfi fran SU(2) till SO(3)

Vi vill hitta en homomorfi fran SU(2) till SO(3) eftersom vi da kan 6verféra den fria gruppen
i SU(2) till SO(3). Detta gors pa samma sitt som i [14]; se dven [5], s. 20] for ett likartat
argument. Gruppen SO(3) bestar av matriser som bevarar skalirprodukten pa R3. Idén ir
att hitta ett lampligt tredimensionellt vektorrum si att SU(2) bevarar skalirprodukten pé
det rummet. Vi kan sedan utnyttja det for att hitta en homomorfi fran SU(2) till SO(3).

Proposition 3.7. Det finns en homomorfi ® : SU(2) — SO(3) med ker & = {£I}.

I beviset anvinds den ortogonala gruppen O(3). Vi paminner om att den defineras enligt
0(3) = {R € GL3(R) : RRT =I}.

Bevis. Betrakta vektorrummet sus(C) med skalérprodukt (U, V) = 1 tr(UV*). Detta rum &r
tredimensionellt och har en ON-bas som bestar av

0 i 0 -1 0
R G R ()

Att avbilda E; pa e;, standardbasen i R?, ger en funktion fran su,(C) till R3. Detta #r en
isomorfi av skaldrproduktsrum.
Om vi har en matris A € SU(2) s& kan vi bilda en linjir avbildning ® 4 pa sus(C) genom
att satta
DA(U) = AU A"

11



Denna avbildning bevarar skaldrprodukter ty

(@a(U),@a(V))

(AU A*, AV A*)
= %tr(AUA*(AVA*)*)
= %tr(AUA*(A*)*V*A*)

:%mmAUAnuﬂAﬂ

%mdAUVﬂM)
~Luwv
=St )
:<U’V>

déir vi anviinder A* = A~! och tr(XY) = tr(Y X). Eftersom vi tidigare kom fram till att
sup(C) och R3 &r isomorfa kan vi se ® 4 som en linjéir avbildning pa R? som bevarar skaliir-
produkten. Men de avbildningar pa R3 som bevarar skaldrprodukten &r precis de som ligger
i O(3). Vi kan alltsi tédnka oss ®4 som ett element i O(3). Avbildningen ® : A — ®4 dr en
funktion fran SU(2) till O(3). Vi observerar att

D(AB) =D = Dyo0dp = B(A) o (B)

och dirmed &dr ® en homomorfi. Dessutom gar det att visa att ® &r kontinuerlig.
Vi har alltsi en kontinuerlig homomorfi ® : SU(2) — O(3). Harnést foljer ett topologiskt
argument for att Im ® C SO(3). Varje matris i SU(2) har formen

(5 )

diir o, dr komplexa tal och |a|? +|3]? = 1. Lat a = = + iy och 8 = z + iw. D& ser vi att

la?+ 8P =1e s+ +2+uvi=1s €s?

S wue 8

och diirmed #r SU(2) och $% homeomorfa. D& S? #r sammanhingande medfér detta att dven
SU(2) ar sammanhingande. D& ® dr kontinuerlig s& méaste Im ® vara sammanhéingande.
Gruppen O(3) bestar av tva komponenter dér den ena #r SO(3) och den andra bestar av
matriser med determinant —1. Eftersom Im ® &r sammanhéngande maste den alltsa ligga i
en av dessa. D& ® ar en homomorfi sa géller I € Im ®. Eftersom det I = 1 sa &r Im ® C SO(3).
Vi har alltsa visat att ® &r en homomorfi fran SU(2) till SO(3).

Kérnan till ® bestar av matriser A € SU(2) som uppfyller ekvationerna AE; A* = E;, for
i =1,2,3 och direkta berékningar ger att ker ® = {£I}. O

3.4 Fri delgrupp av SO(3)

Bewis av Sats[210. Lat A, B € SU(2) generera en fri delgrupp. Vart mal dr att visa att ®(A)
och ®(B) genererar en fri delgrupp av SO(3). Lat w vara ett icketrivialt reducerat ord i ®(A)
och ®(B), det vill siaga

w=P(A)"®(B)"?---D(B)"*,

dér inte alla n; ar lika med noll. Fragan dr om detta kan vara lika med I. Om w = I sa
medfor det att

I=w=3(A)™"®(B)"* - -O(B)"™ = P(A™B" ... B"F),
dér vi utnyttjar att ® dr en homomorfi. Ovanstaende likhet innebér att A"*B"2 ... B" €

ker ®. Eftersom ker & = {+I} skulle detta innebéra antingen att A™ B"2... B™ = T eller

12



A™MB"2 ... B™ = —]. Det forsta fallet kan inte intriffa eftersom (A, B) &r fri. I det andra
fallet har vi d& att (A" B"2 - .. B”"’)2 = A™mpB"2... B" AmM B"2 ... B" — [ vilket aterigen &r
omojligt eftersom (A, B) ar fri. Alltsa kan inte w vara lika med I och ddrmed &r (®(A), ®(B))
en fri delgrupp av SO(3). O

Genom olika val av A, B € SU(2) far vi ett stort antal fria delgrupper av SO(3).
Ett explicit exempel pa en fri delgrupp av SO(3) ges i Avsnitt
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4 Gar cirkeln att dela upp paradoxalt?

Vi har nu sett att det gar att dela upp S? och B3\ {0} paradoxalt med hjilp av att lata en
fri delgrupp av SO(3) verka pa den. Vart mal ar att visa att det inte gar att dela upp cirkeln
S1 paradoxalt genom att lata den abelska gruppen SO(2) verka pa S'. Mer generellt, om
en abelsk grupp verkar pa en méngd sa visar det sig att det inte gar att dela upp méngden
paradoxalt genom dess gruppverkan.

Méngden av alla delméngder av en méngd X bendmns P(X). Lat G vara en grupp som
verkar pa en mangd X. Detta bendmns ibland G ~ X. Vi borjar med att definiera ett
vansterinvariant andligt additivt sannolikhetsmatt.

Definition 4.1. Lat G vara en grupp, X vara en mingd och G ~ X. Ett vdnsterinvariant
dndligt additivt sannolikhetsmdtt &r en funktion p : P(X) — [0, 1] som uppfyller

(1) 1(0) = 0, u(X) =1
(ii) u(AUB) = p(A) + p(B) for alla disjunkta méngder A, B € P(X)
(iii) p(gA) = p(A) for alla A € P(X),g € G

Det foljer da att om det finns ett sddant méatt p pa en méngd X och en grupp G som
verkar pa X sa géar det inte att géra en paradoxal dekomposition genom denna gruppverkan.
For om

X=XjU...UXpuhnrhu...uy

och det existerar ay,...a,b1,...,b € G sddana att
X=a1XqU...Ua Xy =b0Y7U...UbY],
det vill sdga X gar att dela upp paradoxalt. Da géller att

1:u(X):u(Xlu...I_IXkI_IYll_I...LIYl)
:u(aleI_I...I_Iaka)+u(b1Y1|_|...L|blYl)
n(X) + p(X) =2,

vilket leder till en motségelse.

4.1 SO(2) ar abelsk

Vart mal dr att undersdka om det gar att dela upp cirkeln S' paradoxalt. Vi paminner om
att gruppen SO(n) definieras som

SO(n) = {A € GL,(R) : AAT = I det A = 1}.

Vi kommer att undersoka gruppverkan av SO(2) pa cirkeln. Denna gruppverkan definieras
genom (A,x) — Ax, dir A € SO(2) och x € S*. Vi vill visa att SO(2) ér en abelsk grupp.

Sats 4.2. SO(2) ar abelsk.

Bevis. Lat A= (%) vara en matris i SO(2). Da giller det att det A =1 och att AAT = 1.
Villkoret det A = 1 medfér att ad — bc = 1, och villkoret AAT = I ger

ot _f(a b\ [(a ¢\ _[(a*+b ab+cd
I=44 _<c d) <b d)_(ab+cd A +d?

Detta ger villkor pa elementen i matriserna, som genom den trigonometriska ettan ger att

ansatsen a = cosf, b = —sinf, ¢ = sinf och d = cos @ &r 16sningen till foljande system, ty
a?+v* =1 cos? @ + sin? 0 =1
A+ d? :1¢ sin @ + cos? 0 =1
ab+ed =0 sin @ cosf — sinf cosf = sinf(cos — cos) =0
ad—bc =1 sin @sin 6 + cos # cos f = sin® O + cos? 0 =1
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Villkoren ovan pé matriserna medfor att matriserna A € SO(2) ar pa formen

cos —sinf
_(sin9 cos@)’ 6 €R.

Vi vill nu visa att om A, B € SO(2) sa géller att AB = BA. For matriser

A ((:950 — sm0> och B=— (cQSfy — sm’y)
sinf  cosf siny  cos~y

har vi att

AB — cgs@ —sin6 cosy —sinyy _
sinf  cosf siny  cos?y

_ (cosf@cosy—sinfsiny —sinfsiny —sinf cosvy

~ \sinfcosvy + cosfsiny —sinfsin~y + cosf cosy

sin(0+7v) cos(6+7)

Analogt foljer det att BA &r en rotation med vinkeln v 4 6, och eftersom addition &r kom-
mutativ i R f6ljer det att AB = BA, som visar att SO(2) &r en abelsk grupp. O

_ <cos 0+7) —sin(9+7)> .

4.2 Banachrum

Lat V vara ett vektorrum. En linjir funktional pa V &ar en funktion A: V' — R som uppfyller
(i) Afr+ f2) =A(f1) + A(f2) Vi, f2€V
(i) Maf)=aA(f) VfeV,a €R.

En norm | - || pa ett vektorrum V &r en positiv funktion || - ||: V' — R som bestdmmer lingd
pa vektorer v € V. Metriska rum &r méngder i vilka avstand mellan punkter &r definierat.
Ett normerat rum kan ses som ett metriskt rum genom avstandsfunktionen d(z,y) = ||z — y/|
for z,y € V. Ett metriskt vektorrum V kallas for fullstindigt om alla Cauchyfoljder i V'
konvergerar till en punkt i V. Mer specifikt vill vi prata om Banachrum.

Definition 4.3 (Banachrum). Ett Banachrum (E, || -||) &r ett fullstindigt normerat vektor-
rum E med norm || - ||.

Definition 4.4 (Dualrum). Dualrummet E* till ett Banachrum (E, || - ||) bestar av linjira
funktionaler A: £ — R.

Exempel 1. Om X ir en méngd si bestar £°°(X) av alla begrénsade funktioner f : X — R.
Rummet E = (¢>°(X),]| - ||) med normen

1flloc = sup |f ()]
reX

ar ett Banachrum. Dualrummet £°°(X)* som bestar av alla linjdra och begrdnsade funktio-

naler \: *°(X) — R &r da ocksa ett Banachrum om det utrustas med normen

[AlF="sup [A(S)]-

[Ifllee<1

4.3 Medel

Vi vill nu inféra begreppet medel pa en méangd X, och forst inféra den karakteristiska funk-
tionen.

Definition 4.5 (Karakteristiska funktionen). Lat X vara en méingd, och A en delméngd till
X. Den karakteristiska funktionen 14: P(X) — {0,1} for A € P(X) definieras genom

1, z€A
]lA(ﬂC):{O v ¢ A



Definition 4.6. En linjar avbildning m : £>°(X) — R kallas for ett medel pa X om
(i) m(1x)=1 (normaliserad).
(i) f>0=m(f) >0 (positiv).

Efter denna definition ter det sig ganska naturligt att diskutera nagra fundamentala egen-
skaper hos medel pa en midngd X. Denna diskussion kommer nedan i form av en proposition.
Men innan dess s vill vi utrusta £°°(X) med den partiella ordningen < given av

f<g<e f(x) <g(x) for alla x € X.
Proposition 4.7. Lat X vara en mdangd och lat m vara ett medel pa X. Da gdller foljande:
(1) f <g=m(f) <mlg)
(ii) infx f <m(f) <supy f
(iii) |m(f)] < [[fllo

Bewis. Vi borjar med att visa . Tag f,g € £°(X) och antag f < g. Enligt linjariteten av
m erhaller vi nu m(g) — m(f) = m(g — f), och enligt positiviteten hos m och ekvivalensen
g>f<g—f>0farviatt m(g— f) > 0. Detta dr ekvivalent med att m(g) > m(f).

Vi visar nu (). Fér varje f € ¢°°(X) har vi att infx f < f < supy f. Med andra ord sé
géaller det att f; < f < f,, dir f;: X — X ar definierad genom z — infx f for alla x € X
och fs: X — X é&r definierad genom x — supy f for alla € X. Darmed foljer det av (i) att

m(fi) <m(f) <m(fs). (3)

Men eftersom f; och f, dr konstanta funktioner s& kan de definieras som f; = (infx f)1x och
fs = (supx f)1x och enligt definition av ett medel samt linjaritetsegenskapen sé har vi da att
m(f;) = m((infx f)1lx) = (infx f)m(1lx) = infx f. Analogt visas det att m(fs) = supy f.
Déarmed foljer det av (3) att infx f < m(f) <supy f.

Slutligen visar vi . Fran foljer det att —||flloo < m(f) < ||f]lco- Men detta &r
detsamma som |m(f)| < || fl]co- O

Har vi ett medel m pa X sa ligger m i £°°(X)* och ||m|| = 1. Detta foljer av att m &r
linjar s Proposition ovan visar att m ar kontinuerlig och uppfyller |m| < 1. Da m
ar ett medel sa &r m(1x) = 1 och fran detta foljer att ||m| = 1.

Vi paminner om Definition [£.1] av ett véinsterinvariant dndligt additivt sannolikhetsmétt
och later PM(X) vara méngden av alla sidana matt pa X och vi later M(X) vara mingden
av alla medel pa X. Eftersom elementen i M(X) dr punkter i £°°(X)* vill vi anvinda befint-
liga resultat inom funktionalanalysen. Dérfor konstruerar vi en avbildning mellan PM (X)
och M(X). Lat m € M(X). Betrakta avbildningen m: P(X) — R som ges av

M(A) =m(ls), ACX. (4)

Observera att 0 < 14 < 1 och dérav &r m ett element i PM(X). Vi har ocksa att
m(X) = m(lx) = 1. Dessutom géller att om A och B &r disjunkta méngder i X har vi
1aup = 1a + 1. Da foljer av linjariteten hos m att m(A U B) = m(A) + m(B). Det foljer
att m &r ett dndligt additivt sannolikhetsmétt pa X.

4.4 Gruppverkan pa medel och sannolikhetsmatt

Vi har diskuterat medel och sannolikhetsméatt pa en mangd X. Nu vill vi lata grupper verka
pa dessa medel och sannolikhetsmatt. Lat GG vara en grupp som verkar pa en mangd X. Per
definition av gruppverkan sa verkar varje g € G bijektivt pa X. Da G verkar pa X finns ocksa
en inducerad gruppverkan G ~ PM(X) genom

gu(A) = u(g~tA) for alla A € P(X).
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Vi later G verka med g~ istéllet for g for att vi ska fa en gruppverkan, ty

g(hp)(A) = (hp) (g~ A) = u(h~ (g7 A)) = u((gh) " A) = ((gh)u)(A).

Det ar latt att se att PM(X) ar véansterinvariant, det vill sédga att for varje p € M(X) s&
géller att gu € PM(X). Eftersom varje g € G verkar bijektivt pa X sé géller for p € PM(X)
att gu(A) = u(gtA) = u(A) for alla A C X.

Det géller ocksa att G verkar linjéart och isometrisktﬂ pa £>°(X) genom

g9f(x) = flg~'a).
For att visa detta, tag f1, fo € £>°(X). D4 géller att
(9(fr + f2))(@) = (1 + f2) (97 ) = fi(g™ @) + folg™ ) = gfi(x) + gfa(),
glaf)(x) = af(g~'z) = a(gf)(x) VaeR.

Alltsé verkar G linjart pa £°°(X). Eftersom varje g € G verkar bijektivt pa X foljer det att
l9.fllce = sup | f(g™2)| = [If]loo
zeX
for alla g € G och alla f € £°°(X). Alltsa verkar G isometriskt p& £>°(X).

Det faktum att G verkar isometriskt pa ¢°°(X) medfor nu att G verkar pa £*°(X) konti-
nuerligt. For att se det, tag godtyckligt ¢ > 0 och 14t fi, fo € £°°(X). Da finns 6 > 0 sadant
att

11 = fallo <6 = llgfr — gfalloc = llg(fr = f2)llco = If1 = Folloo <6,

déar forsta likheten foljer av att G verkar linjart och den andra likheten foljer av att G verkar
isometriskt. Detta medfor att G verkar kontinuerligt pa £°°(X).
Da vi vill att vara funktionaler ska vara kontinuerliga infér vi nu begreppet svag*-topologi.

Definition 4.8 (Svag*-topologi). Lat (E,|| - ||) vara ett Banachrum. Betrakta den minsta
topologin pa E* sadan att det for varje f € E giller det att funktionalerna
fFE*—>R
FT() = Af)
ar kontinuerliga. Denna topologi pa E* kallas for svag*-topologin.

Sats 4.9 (Banach-Alaoglus sats). Om V' dr en omgivning kring 0 i ett Banachrum E och
om
K={AeE"[A(f)| <1, feV}

sa ar K svag*-kompakt.

For bevis hanvisas till [12] s. 68-69]. I synnerhet siger Banach-Alaoglus Sats att enhets-
bollen i dualen av ett Banachrum E* ar svag*-kompakt.
Vi har ocksa en verkan av G pd M(X) C £*°(X)* genom

gm(f) =m(g"f).

Eftersom G verkar linjart och isometriskt pa £°°(X) géller att for alla m € M(X) att gm €
M(X) for alla g € G, det vill siga M(X) &r vinsterinvariant. Féljande sats visar att verkan
G ~ M(X) &r kontinuerlig med avseende pa svag*-topologin.

Sats 4.10. Lat G vara en grupp och X vara en mdingd. Da verkar G linjdrt och kontinuerligt
pd M(X) med avseende pd svag*-topologin.

5Att G verkar isometriskt pa £>°(X) innebér att [|gf]loo = ||f|loo-
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Bevis. Lat G vara en grupp och X vara en méngd. Det géller da att G ~ X = G ~ £°(X).
Eftersom G verkar linjart pa ¢°°(X) ar det klart att G verkar linjért pa £>°(X)* D M(X).
Utrusta £°°(X)* med svag*-topologin. Da géller for alla A € £°(X)* att f*(\) = A\(f) &r
kontinuerlig. Later vi G verka pa f* genom gf*(\) = A(g~'f) sa giller det av definitionen
av svag*-topologin att gf*(\) = gA(f) = Mg~'f) dr kontinuerlig. Eftersom M (X) &r en
kompakt delméngd av £°°(X)* och vinster-G-invariant, s giller det att G verkar linjart och
kontinuerligt pd M(X). O

Betrakta nu avbildningen m — m definierad i . Observera att om m &r ett vinsterinva-
riant medel pa X sa ger m upphov till ett vansterinvariant d&ndligt additivt sannolikhetsmatt
pd X. Om x € X och A C X sa géller det att

1

gla(z)=14s(¢g7'2) =1 g 'lrc Ao recgAd= 1) =1,

och vi har da foljande egenskap hos m:

gm(A) = gm(1a) =m(g~ 1) = m(Ly-14) = m(g ' A) = gm(A).

Med andra ord s& innebéar egenskapen gm = gm att om G verkar pa ett medel m s& verkar
G ocksa pa sannolikhetsmattet m som m ger upphov till.

4.5 Fixpunkt i M(X)

Vi vill nu visa att om en abelsk grupp G verkar p4 M (X) kommer den att ha en fixpunkt,
det vill séiga det finns en punkt i A € M(X) sddan att g\ = A for alla g € G. Till att borja
med behéver vi visa att méngden M(X) &r konvex och kompakt med avseende pa svag*-
topologin. Observera nu att funktionalerna i M(X) &r normaliserade element i ¢>°(X)*, s&
M(X) &ar en delméngd till enhetsbollen {f € ¢°(X)* : ||f]| < 1}, som genom Sats ar
svag*-kompakt.

Sats 4.11. Mdngden M(X) dr konvex och svag-* kompakt.

Bevis. Lat A1 och Ay vara element i M(X) och 1at ¢ € [0,1]. Eftersom element i M(X) &r
linjara ser vi att

M+ A —t)A)(1x) =tM(Ix)+ (1 —t)X(lx)=t+1—-t=1.
Vi har ocksa att for alla f € £°(X) sddana att f > 0 att

(tA1 + (L =) A2)(f) = tAi(f) + (1 =) A2 (f) = tAi(f) — (L =) Aa(f) > 0.

Méangden M(X) ar alltsd konvex. Vi visar nu att M(X) &r sluten i £°°(X)*. Lat M(X) =
NN P, dir

N={Ael®X) :\1x) =1}
P=(){rer*X)": A(f) > 0}

20

Méngden av normaliserade funktionaler N &r sluten i M(X), ty for alla f € ¢>°(X) géller
det att f*(\) = A(f) ar kontinuerlig och 1% (A\) = A(Lx) = 1 &r sluten i R. S& urbilden
(f)71({1}) = N é&r sluten i £°(X)*.

Mingden av alla positiva funktionaler P &r ocksi en sluten méangd i £°°(X)*, ty f*(\) =
A(f) avbildar P pa [0,00) C R, som ér sluten i R. S& (f*)71([0,00)) = P ir sluten i £°°(X)*.
Snittet av slutna méngder dr slutet, och det f6ljer att M(X) &r sluten i £>°(X)*.

Eftersom M(X) &r en sluten delméngd av enhetsbollen i £°°(X)* foljer det av Sats
att M(X) ar svag*-kompakt. O

Foljande sats ger den fixpunkt i M(X) vi dr ute efter. I beviset anvinder vi oss av
begreppet ndt, som vi definierar i Appendix [F}
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Sats 4.12 (Markov-Kakutanis fixpunktsats). Ldt E vara ett Banachrum och K vara en
svag*-kompakt och konver delmdngd till E*. Om G dr en abelsk grupp som verkar linjdrt och
isometriskt pa E och denna verkar kontinuerligt pé E* genom

gNf)=Xg™'f) VfeE
och K dr G-invariant sd finns en punkt A € IC sddan att g = X for alla g € G.

Bevis. Lat G vara en abelsk grupp och E ett Banachrum. Lat I vara en delméngd av
dualrummet E* till E. Da verkar G enligt antagande kontinuerligt och linjirt pa E*. Definiera
for ett fixt g € G méngden K, enligt

Kg={AeK:g\= A}
Vi péstar att denna mingd ér icke-tom. For att visa detta betrakta for nagot fixt A € K
foljden
_ 1z
An) = — A
(An) =~ Z_:g

a)
a)

Eftersom K &r svag*-kompakt, existerar det enligt Sats n ett konvergent delnét (
sadant att Ao — \. Eftersom G verkar kontinuerligt pa K s géller enligt Sats [F.8 att (g
konvergerar till g)\ Vi observerar nu

A
A

Ne—1
ti [ Y (@) + ("= ) | =30
@ 10 a
) o

Eftersom K, ar konvex och G verkar linjart ar A invariant under g, det vill sdga gA = A,
vilket visar att Ky &r icke-tom.
Fragan dr da om

Koe={AeK:gh=AVgeG}=)K,
geG

ar icke-tom. Observera att for alla g € G sa ar K, icke-tom, svag*-kompakt, G-invariant och
konvex. Att IC; &r svag*-kompakt kan ses genom att visa att Ky ar sluten i K. Vi har for
varje f € £°(X) att funktionalen f*(\) = A(f) &r kontinuerlig. D& funktionen f (\) for alla
A € K avbildar gA — X kontinuerligt pa {O} som #r sluten i R, géller att (f*)~1({0}) =

ar sluten i K. Med andra ord ar K, svag*-kompakt. Eftersom G &r abelsk sa géller det for
alla A € Ky och alla h € G att

9(hX) = gh(X) = hg(\) = h (g}) = h(N)
Iy

och dérfor dr K, invariant under h. Samma argument som ovan ger for alla g, h € G att
Kgn={AeK:gh=X\hA=A}

ar icke-tom. Om vi later F' vara en éndlig delméngd av G sa géller det via induktion att
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Kr={AeK:gh=\Vge F}#0.

Vi observerar att Kg := [y Kr, dér snittet tas 6ver alla dndliga delméngder F' C G. Om
K¢ ar tom medfor det genom &ndliga snitt-egenskapen for kompakta rum att det existerar
en andlig delméngd F’ av G sadan att Kp = (), vilket &r en motsigelse. Alltsd méaste Kqg
vara icke-tom, och saledes har IC en gemensam fixpunkt for alla g. Det finns alltsé en punkt
A € K sadan att gA = A for alla g € G. O

4.6 Cirkeln gar ej att dela upp paradoxalt

Vi har successivt byggt upp de begrepp som behévs for att avgéra om cirkeln gar att dela
upp paradoxalt genom att lata SO(2) verka pa S!. Féljande sats ger svaret till fragan.

Sats 4.13. Ldt X vara en mdngd och G vara en abelsk grupp och G ~ X. Dd existerar ett
vansterinvariant medel m pd X.

Bevis. Lat G vara en abelsk grupp och X vara en méngd. D& G ~ X har vi att den
inducerade gruppverkan G ~ (°°(X) genom gf(z) = f(g~'x) dr isometrisk och linjir for
alla g € G och f € £°°(X). Denna gruppverkan ger oss ocksé enligt Sats [4.10] en kontinuerlig
gruppverkan pa (>°(X)* D M(X) genom gA(f) = A(g~*f). D4 M(X) enligt Sats en
ar svag*-kompakt och konvex delméngd av ¢°°(X)* s& garanterar Sats att det finns en
punkt A € M(X) sadan att g\ = A. Detta A dr d& ett vinsterinvariant medel pa X. O

Eftersom SO(2) #r en abelsk grupp och den verkar pa S! sa giller det av den induce-
rade gruppverkan pa M(S!) att det finns ett viinsterinvariant medel m € M(S?). Detta
véinsterinvarianta medel gor att det inte gar att dela upp S* paradoxalt med hjilp av SO(2).

4.7 Godartade grupper

Grupper som inte tillater en paradoxal dekomposition brukar kallas for godartade. Med de
koncept vi konstruerat fram till nu kan vi underséka om grupper &r godartade eller inte. Vi
har nu féljande definition av godartade grupper.

Definition 4.14. En grupp G ségs vara godartad om det finns ett vinsterinvariant dndligt
additivt sannolikhetsmatt p: P(G) — [0, 1].

Genom var avbildning m +— m ser vi ocksa att om det finns ett vinsterinvariant medel
pa en grupp G, sa finns ett vinsterinvariant dndligt additivt sannolikhetsmatt m € PM(G).
Foljande definition av godartad grupp foljer dé& direkt.

Definition 4.15. En grupp G ségs vara godartad om det existerar ett vinsterinvariant medel
m: {>*°(G) — R.

Vi kan enkelt se att en dndlig grupp ar godartad.
Proposition 4.16. Lit G vara en dndlig grupp. Da dr G godartad.

Bevis. Om G ér en dndlig grupp si édr avbildningen p: P(G) — [0, 1] definierad genom

u(A) = :é| for alla A € P(G)

ett vinsterinvariant dndligt additivt sannolikhetsmatt pa G. O
Sats 4.17. Abelska grupper dr godartade.

Bevis. Lat G vara en abelsk grupp. Om G verkar pa sig sjilv finns enligt Sats ett
vénsterinvariant medel pa G. Enligt Definition [{.15]fljer d& att abelska grupper ér godartade.
O
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En naturlig fraga dr om det #r mojligt att dela upp S! paradoxalt genom att istéllet lata
O(2) verka pa den. Vi paminner om definitionen av O(2):

0(2) = {A € GLy(R) : AAT =T}

Denna grupp &r valdigt lik SO(2) forutom det faktum att den &ven innehaller matriser med
determinant —1. Rent geometriskt innebér det att O(2) férutom rotationer ocksé innehéller
reflektioner. For att visa att denna grupp inte heller gér det mdjligt att dela upp cirkeln
paradoxalt har vi féljande sats fran [3].

Sats 4.18. Lit G vara en grupp och H vara en normal delgrupp av G. Om H och G/H ar
godartade sa dr G godartad.

Det ar latt att se att SO(2) &r en normal delgrupp av O(2), och SO(2) &r ju som vi redan
vet godartad. Kvotgruppen O(2)/SO(2) = {—I, I} &r andlig, och séledes godartad. Det géller
alltsa da att O(2) ar godartad.
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A Definitioner

I detta avsnitt diskuteras och presenteras ett par definitioner som inte beskrivs i huvuddelen
av rapporten. Vi borjar med att definiera vad en mingd som anvinds &r.

Definition A.1 (Matrisméngden). Lat n och m vara positiva heltal och K en kropp. D
ar Mat,,xm (K) méngden av alla n X m-matriser A dér varje element i matrisen A tillhor
kroppen K.

Efter denna definition sa definierar vi en central grupp som anvéands genom hela rapporten.

Definition A.2 (Generella linjira gruppen). Lit n vara ett positivt heltal och K vara en
kropp. D& &r den generella linjira gruppen GL,(K) definierad enligt f6ljande

GL,(K) = {A € Mat,,x,(K): det A # 0}.

Med andra ord sa bestar matrisgruppen GL,, (K) utav inverterbara matriser A € Mat,, xp, (K).
Det finns en relaterad delgrupp av GL,,(K) som definieras nedan.

Definition A.3 (Speciella linjira gruppen). Lat n vara ett positivt heltal och K vara en
kropp. Da &r den speciella linjira gruppen SL,,(K) definierad enligt foljande

SL(K) = A € GL,(K): det A= 1.

Med andra ord s& &r matrisgruppen SL,,(K) alla matriser A € GL,,(K) sddana att deter-
minanten av A &r 1.

B Urvalsaxiomet

Det finns manga ekvivalenta sitt att formulera urvalsaxiomet [6 s. 9]. Vi anvinder foljande
formulering.

Axiom (Urvalsaxiomet). Lat X vara en méngd vars element &r icketomma méngder. Da
finns en funktion
fx=J4A
Aex
sadan att f(A) € A for varje A € X.

C Bevis av Baires kategorisats

Bevis av Sats[2.13 Lat X vara ett fullstindigt metriskt rum och {V4}72, C X en samling
oppna och tita mingder. Vi ska visa att for alla 6ppna W C X giller att ()7, Vix "W # 0.
Tag en 6ppen mangd W C X.

Snittet V1 NW # ) &r Oppet, ty ett dndligt snitt av 6ppna mangder dr 6ppet. Det finns da
en punkt z; € X och r; > 0 s& att bollen B(z1,r1) C V4 N W. Med hjilp av urvalsaxiomet
kan vi konstruera foljder (z,,)22; € X och (r,)22; — 0 med r,, > 0 sidana att

B(-rn-i-la Tn-i—l) g ‘/n-&-l N B(Q?n, Tn)~

Eftersom X &r ett fullstdndigt rum konvergerar alla Cauchyfoljder i X. Det aterstar nu
att visa att (x,)52, ar en Cauchyfoljd.
Pastaende:

=xc ﬁVnﬂW

n=1

T =limy 00 Tp
zeV,NW,V¥n

Fixera € > 0 och 1at n. vara saddant att 2r, < e, Vn > n.. Vi har da att for alla n,m > n.
kommer z,, och z,, ligga i B(z,_,7y,), vilket medfor att

d(Xp, Tm) < 21y, < €.

Sa for alla 0 < k < n giller att x,, € V,,_j. Alltsa ligger x i V,, N W {or varje n, och beviset

ar klart.
O
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D Fria grupper och relationer

En fri grupp dr en grupp utan icke-triviala relationer. En relation &r en slags ekvation som
beskriver ett forhallande mellan gruppelement i allménhet. Till exempel s& har vi alltid for
godtyckliga element a och b i en abelsk (det vill sdga kommutativ) grupp relationen ab = ba,
som ekvivalent kan skrivas aba~'b~' = e. Ett annat exempel &r att vi for varje element c i
den cykilska gruppen C,, & Z,, av ordning n har relationen ¢ = e. I en fri grupp vill vi alltsa
undvika den hér typen av ekvationer.

Det finns dock vissa relationer som inte gar att undvika eftersom de finns med i alla
grupper. Dessa, dr relationerna aa™' = a~'a = e som séger att varje element multiplicerat
med sin invers blir identiteten. Eftersom dessa relationer definitionsméssigt maste finnas i
en grupp kallas de triviala. En fri grupp kan kort definieras som en grupp utan icketriviala
relationer, det vill sdga att de enda relationerna som finns dr de triviala.

Vi har sett vad en fri grupp inte ar och sett en kort beskrivning av vad en fri grupp ar.
Vi ska nu ge en mer explicit konstruktion av en fri grupp.

En fri grupp F, pad r > 0 generatorer aj,as,...,a, bestar av (vissa) ord skrivna med
bokstaverna aq, afl, as, a;l, ...y ap,a; ! tillsammans med det tomma ordet som betecknas 1.
Med ord menar vi héir element i stil med aiay 'aza;®, dér a3 = azazasas och a7 = (a7')°.
Dock tar vi inte med alla méjliga ord i F,.. Vi kréver att orden i F,. &r reducerade, det vill
sdga att i ett sddant ord far inte a; och ai_l sta bredvid varandra. Detta innebér att vi till
exempel utesluter ordet ajasas 1a5 fran att vara med i F5 eftersom aq star bredvid a; L

Gruppoperationen dr sammanséttning samt reducering av ord. Reducering innebér att vi
tar bort aiafl ur vart ord. Till exempel: 1at w = a§a§2 och z = azaiay vara element i Fy.
Da ar

4

—2 4 -1
WZ = Q503 (30104 = G503

CL3_1(L3 a1ay = a3a51a1a4.
——
tas bort

Ibland behéver reduktionen goras i flera steg. Om w = aflag och z = ay 1a1a3 ar element i
F3 blir
wz = aflagaglalag = CL1_16L16L3 = as,

dér vi nu har reducerat i tva steg.

Identitetselement i IF,. &r det tomma ordet I. Inversen till ett ord w fas genom att skriva
bokstéverna i w i omvand ordning och dérefter byta ut varje bokstav i det omvénda ordet mot
sin invers. Till exempel sa blir inversen till w = ajasaq agl pa detta sitt w1t = agaflaglafl
och en kontrollrikning visar att ww ™! = w™lw = I.

Eftersom vi bara tar med reducerade ord sa kan varje element i [F,. bara skrivas pa ett
enda sétt |9, Prop. 2.1]. Detta innebér bland annat att varje element i F,. har en entydig

begynnelsebokstav.

Anmdrkning. Om r &r litet betecknas generatorerna till IF,. ofta med a,b, c osv. istéllet for
a1,a2,...,0p.

D.1 En explicit fri delgrupp av SO(3)

Vi ger hér en tvé explicita matriser som genererar en fri delgrupp till SO(3). Satt:

3 % 0 1 0 0
— 4 _ 3 4
0 0 1 0 -3 ¢

Det #r latt att kontrollera att dessa matriser ligger i SO(3). Vi vill nu visa att dessa tva
matriser faktiskt inte har nagra icketriviala relationer. For att gora detta sa betraktar vi
istéllet matriserna 5A4,5B8,5471,5B~!. Lat n € Z3. Om nagot reducerat ord i detta alfabet
skulle vara lika med identiteten, s& kan vi lika gérna betrakta samma ord fast vi multiplicerar
varje individuell bokstav med 5. Vi erhaller da en ny operator som kommer avbilda n pa en
vektor vars koordinater alla ar delbara med 5.

Det racker alltsa att visa att det inte finns ett n med egenskapen att bilden har enbart
koordinater som &r delbara med 5. Eftersom vi enbart &r intresserad av delbarhet med 5 sa
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ar det naturligt att istéllet rdkna modulo 5, det vill sdga vi gor alla rdkningar i kroppen
F5 = Z/57 och betraktar 54,5B,5A71, 5B~ som operatorer pd F3. Originalproblemet
svarar nu mot att visa att inget icketrivialt ord skrivet i dessa nya operatorer ar ekvivalent
med nolloperatorn i denna kropp. En rakning ger att

range(5A) = span((3,1,0)),
range(5A~1) = span((3,4,0)),
range(5B) = span((0,3,1)),
range(58~") = span((0, 3,4)).

For att visa att inget reducerat ord skrivet i dessa matriser ar lika med nollmatrisen
s& studerar vi vad matriserna 54,5B8,5B~! gér med range(54), och motsvarande med de
andra matrisernas bilder. Enligt ovan s& &r varje element i range(5A) en multipel av (3,1, 0).
Ytterligare en rikning visar att om vi multiplicerar denna vektor med nagon av matriserna
5A,5B eller 5B~! sa far vi en nollskild vektor. Motsvarande argument kan foras for de andra
matrisernas bilder. Pa detta vis ser vi att s ldnge vi inte konstruerar ett ord dar en matris
star bredvid sin invers sa far vi alltid en nollskild operator. Alltsa kan inget reducerat ord
i alfabetet A, A=, B, B~! vara lika med identiteten. Matriserna A och B genererar ddrmed
en fri delgrupp av SO(3).

E Tva lemman om polynom

Hér visas tva lemman om nollstéllen for polynom i flera komplexa variabler. Bevisen &ar
snarlika och bygger bada pa att vi genom att fixera virdet pé en eller fler av variablerna far
en polynomfunktion definierad pé ett rum med légre dimension. Ett polynom i n variabler
kan till exempel pa detta sétt betraktas som en indexerad familj av polynom i n—1 variabler.
Genom att sedan gora induktion pa dimensionen sa kan vi visa resultat om polynom pa C”
genom att anviinda resultat om polynom pa C. Istéllet for att se vara polynom som funktioner
pa C™ sa ser vi dem som funktioner pa ‘linjer’ i C™ och detta geometriska perspektiv illustreras

i Figur

Lemma E.1. Ldt p : C* — C wvara en polynomfunktion. Om p‘Rn ar identiskt nolﬂ sa arp
identiskt noll pd hela C™.

Bevis. Vi bevisar detta genom induktion pa n. Om n = 1 sa foljer pastaendet direkt eftersom
ett polynom i en variabel med oéndligt manga nollstillen méste vara identiskt noll.

Antag nu att pastaendet géller for nagot n > 1. Vi vill visa att det &ven géller for n + 1.
For z € R, betrakta polynomet

Qz(zlsza .. 'azn) = p(zlaz% .. ',Znax)

in variabler. Vi ser att om x1, 23, ..., 2, € Rsd r q(x1,z2,...,2,) = p(x1,22,...,Zn,x) =0
och alltsa ar ¢, identiskt noll. Enligt induktionsantagandet &r ¢, identiskt noll pa hela
Ccn.

Att ¢, &r identiskt noll pa4 C™ &r detsamma som att p(z1, 22,..., 2n,x) ar noll for alla
komplexa tal z1,...,z,. Men eftersom samma argument som fér x kan foras for varje reellt
tal s& méaste p(z1, 22,...,2n,2) = 0 {Or alla komplexa tal z; och reella tal z. For att visa
att p faktiskt #r noll pa hela C"*! sa infér vi (analogt med nir vi inférde ¢,) en familj av
polynomfunktioner

R

Tz

e 1 C=C

1,
definierade genom

Tayozn (2) = D(21, 22, . . ., Zn, 2).
Viser att rz, . 2, ’R dr identiskt noll sa enligt basfallet &r r,, . identiskt noll pa C. Enligt

ett motsvarande argument som det for funktionerna ¢, sd medfor detta att p ar identiskt noll
pa hela C"*! vilket visar det sokta pastaendet. L

Sdet vill siga att z1,x2,...,Tn € R = p(z1,T2,...,2n) =0
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Figur 3: En illustration av Lemma [E:2] Eftersom p #r noll pa varje horisontell linje genom
V' (vénstra bilden) si méaste den vara det pa en hel remsa (hogra bilden). Men da maéste p
ocksé, vara konstant noll pa varje vertikal linje genom remsan. Da varje punkt i C"*! ligger
pa nagon sadan linje sa maste p vara identiskt noll pa C"*1.

Lemma E.2. Lit p : C* — C vara en polynomfunktion och V. C C™ en dppen mdngd. Om
p|,, ar wdentiskt noll sa dr p identiskt noll pa C".

Bevis. For att bevisa Lemma [E.2] anviinder vi oss av induktion dver n. Om n = 1 sa foljer
pastéendet eftersom ett polynom i en variabel med odndligt méanga nollstillen méste vara
identiskt noll. D& V &r en 6ppen méngd i C sa innehaller den oéndligt ménga punkter. Sa
om p &r noll pa hela V' s méste p vara identiskt noll.

Antag nu att pastaendet géller i n dimensioner. Vi vill visa att det da foljer att det géller
i n+ 1 dimensioner. Eftersom V &r en 6ppen méngd s& maste den innehalla en 6ppen boll B.
Det riacker alltsa att visa att om p| p ar identiskt lika med noll s& maste p vara noll pa hela
Cn*tl. Antag att B har centrum i w = (w1, ..., w,4+1) och radie R. Fixera ett z € C sadant
att |z — wpa1| < R och definiera funktionen

q.:C"—=C

Q21500 20) = p(21, 000y 20, 2)
Eftersom p(z1,...,2n41)| 5 = 0 s& kommer qZ|BZ = 0 for den 6ppna bollen B, € C” med

centrum i w, = (wi,...,w,) och radie R, = \/r? — |z — w,11|?>. Men d& méaste ¢, = 0 pa
hela C™ enligt induktionsantagandet. I Figur [3]illustreras detta med den streckade linjen. Vi
har alltsa visat att for varje fixt z med |z — w, 41| < R géller att p(z1,..., z,,2) = 0. Detta
svarar i figuren mot att p dr platt noll pa hela den markerade remsan.

Fixera nu i stéllet (z1,..., 2z,) € C™ och bilda funktionen

Tap,nzn :C—=C

T21,0s2n (Z) = p(zlv ) Z)
Da vet vi att r,, . (2) = 0 for alla z med |z — w,41] < R. Méngden av saddana z &r en
6ppen méngd i C. Det foljer av fallet n = 1 att 7., .. = 0 pa hela C. Eftersom z1,...,2,
var godtyckligt valda sa kan vi géra motsvarande argument for alla (z1,...,2,) € C. Detta
visar att p = 0 pa hela C"t1. O

F Nat

I metriska rum beskrivs kontinuitet av funktioner med hjélp konvergens av foljder. I gene-
rella topologiska rum &r detta inte mdojligt. Det finns dock en generalisering av foljder for
topologiska rum som kallas fér ndt. Nat ar ‘foljder’ som &r indexerade Gver méngder som
inte nodvandigtvis dr N. Foljder kan ha delf6ljder, men ocksa delndt. I synnerhet sa kan
kardinaliteten av en indexméangd av ett delnét vara storre &n den hos féljden, da upprepade
index tillats. Om vi har en f6ljd kan vi fa en delf6ljd av den genom att ta bort element ur
féljden och sedan numrera om. I fallet nét anvinds en starkare metod dér vi sétter ihop
indexméngden med en monoton funktion. Féljande definitioner och satser kommer fran [2].
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Definition F.1 (Riktad méngd). En riktad mdngd &r en delvis ordnad méngd D sadan att
for varje a,b € D finns ett 7 € D som uppfyller a < 7 och b < 7.

Definition F.2 (Nit). Ett ndt i ett topologiskt rum X &r en riktad méngd D tillsammans
med en funktion ®: D — X.

Definition F.3. Om ®: D — X &r ett nét i ett topologiskt rum X och A C X sa sdger vi
att @ ar slutligen i A om det finns nagot o € D sadant att ®(5) € A {or alla 8 > a.

Definition F.4 (Konvergens av nit). Ett ndt ®: D — X i ett topologiskt rum ségs konver-
gera mot x € X om, fér varje omgivning U C X av z, dr ® slutligen i U.

Definition F.5 (Slutlig funktion). Om D och D’ dr riktade méingder s kallas en funktion
h: D" — D for slutlig om det for varje punkt §’ € D’ existerar en punkt § € D s&dan att om
o' € D' medfor o/ > ¢ att h(a’) > 6.

Definition F.6 (Delnidt). Om ® : D — X &r ett nét och h: D’ — D &r en slutlig funktion
sé kallas sammanséattningen h o ® {or ett delnét.

Sats F.7. Lat K vara en kompakt delmdingd till ett topologiskt vektorrum X. Om (x,,) dr ett
ndt 1 K sa finns ett konvergent delndt i K.

For bevis se [2, s. 21].

Sats F.8. Lit f : X — Y wara en kontinuerlig funktion mellan tva topologiska rum. Om
(xn) dr ett ndt ¢ X som konvergerar till en punkt x € X sda konvergerar f(x,) till f(x) € Y.

For bevis se |2} s. 15].

G Paradoxal uppdelning av S, n > 3

For att visa att det gar att dela upp S™, n > 3 paradoxalt anvinds induktion. Vi gar inte
igenom alla detaljer utan skissar bara ett bevis fér hur fallet n = 3 visas med hjélp av var
paradoxala uppdelning av S2. Forfarandet i detta fall kan med sma forandringar anvindas
for att gora det allménna induktionsbeviset.

Bevisskiss. Vi vet (fran Sats [2.14) att S? kan delas upp paradoxalt med hjilp av SO(3).
Detta kan anviindas for att dela upp S® paradoxalt med hjilp av SO(4).
Gruppen SO(3) kan identifieras med matriser pa formen

r € SO(4)

= O o O

0 0 O
dér R dr en matris i SO(3). Diarmed kan SO(3) ses som en delgrupp av SO(4). Nér denna
delgrupp verkar pa S® sa fixerar varje matris punkterna (0,0,0, +1). Sitt C = {(0,0,0,41)}.

Vi delade upp B3\ {0} genom att se den som uppbyggd av ett antal kopior av S?. Fér

att dela upp S® sa anvinder vi samma idé.
Sfiren S2 definieras som

SB:{(x,y,z,w) e R*: 1’2+y2+22+w2:1}.

Maéngden
{(z,y,2) eR*: 2? +¢y* + 22 =1 — w?}

ar for varje fixt w € (—1,1) en sfér i tre dimensioner med radie v/1 —w? (det vill siga en

omskalad kopia av S?). Varje sadan kopia av S? r invariant under den verkan som SO(3)
har pa S3.
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Dérmed &r
se= || s
we(—1,1)

Vi anvinder sedan Sats for att dela upp varje sadan S? paradoxalt. Detta ger en para-
doxal uppdelning av S?\ C

For att fa en paradoxal dekomposition av hela S3 inklusive fixpunkterna C' = {(0,0,0,41)}
sa anvinds en teknik som liknar den i beviset av Lemma Lat 6 vara nagon irrationell
multipel av 7 och sétt

1 0 0 0

0 1 0 0
R= 0 0 cosf —sinf |’

0 0 sinf cosf

detta ar ett element i SO(4). Definiera sedan analogt med i det beviset
Y2 =CURCUR*CU...

och
¥ =52\ .

Dessa mangder utgor en partition av S och dessutom &r
S3\ C =% URY,.

Vi kan alltsa helt analogt med tidigare argument utga fran S3, rotera en del av den for att
fa S3\ C, dela upp paradoxalt till tva kopior och rotera tillbaka dessa till tva kopior av S3.
Dirmed kan S delas upp paradoxalt med hjilp av SO(4). O

Genom att utnyttja att
SO(n) € SO(n+ 1)

och

S™N\{(0,...,0, 1)} = | | s

(_171)

och induktion gar det att visa att S™ kan delas upp paradoxalt for alla n > 2.
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