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Popularvetenskaplig presentation

Linjar regression ar en metod som handlar om att hitta den linje som bést forklarar ett antal
méatpunkter. I praktiken anvénds ofta linjir regression som ett hjalpmedel for att hitta trender i
data. Trender kan vara alltifran tidsberoendet hos véder till hur blodtryck varierar med alder i en
grupp. Att kéinna till om métpunkter féljer en linje kan vara bra for att statistiskt kunna férutse
situationer och anpassa val dérefter. Linjen hittas vanligtvis, och &ven i denna rapport, med den
s& kallade minsta kvadrat-metoden som gar ut pa att hitta en linje som &r sadan att summan av
kvadraten av avvikelserna mellan linjen och varje matpunkt ar minimal. I Figur 1 visas ett exempel
pa en linje som tagits fram med hjilp av minsta kvadrat-metoden.

Figur 1: En linjeanpassning till datapunkter med minsta kvadrat-metoden.

I Figur 1 kallas X den fiorklarande variabeln och kan exempelvis motsvara alder, medan Y
kallas responsvariabel och kan svara mot blodtryck. Linjen skulle ddrav kunna beskriva sambandet
mellan alder och blodtryck.

I praktiken &r man ofta intresserad av att ta reda pa om det finns ett samband mellan faktorer.
Ett samband skulle kunna ses i en linjar modell om lutningen dr positiv eller om lutningen &r
negativ. Om det inte finns ett samband férvintas métpunkterna vara centrerade kring en linje med
lutning noll.

Inom linjér regression anvinds sa kallade statistiska test som kan ge matt pa hur troligt det &r
att matpunkterna foljer en viss linje. Beroende pé vilket test som anvénds berdknas ett testvirde
utifran en ekvation som dr unik for det testet, och som beror pa avvikelserna mellan métpunkterna
och den undersdkta linjen. Testvardet jamfors sedan mot testets sa kallade referensférdelning, varpa
man far ett procentuellt matt pa hur bra den undersokta linjen férklarar méatpunkterna. Om det
procentuella mattet ir mindre #in den forutbestimda felnivan! visar testet pa att den téinkta linjen
inte forklarar matpunkterna tillrackligt bra.

Referensfordelningen beskriver vad som kan forvintas givet en viss hypotes, exempelvis vilken
lutning som forvintas observeras i en viss situation givet att det inte finns nagot samband mellan
variablerna. For att konstruera en referensfordelning kan ¢-test eller permutationstest anvéndas.
Referensférdelningen for ¢-test dr en kdind matematisk funktion, den sa kallade t-férdelningen. For
permutationstest genereras referensférdelningen istéllet for det specifika fallet, ofta med hjalp av
simuleringar.

Permutationstest har dkat i anvindning sedan det utvecklades av Fisher och Pitman under 1930-
talet, men anvindningen av permutationstest inom linjar regression &r nagot som blivit vanligare
forst pa senare ar. For att utvirdera om det finns ett samband mellan X och Y i Figur 1 med hjélp
av permutationstest, det vill siga underséka om lutningen pa en linje som forklarar méatpunkterna
ar skild fran noll, konstrueras en referensférdelning genom att slumpmaéssigt lata méatpunkterna
byta plats med varandra langs med X-axeln. Med minsta kvadrat-metoden anpassas sedan en linje
till de omkastade méatpunkterna varpa ett nytt virde for lutningen berdknas. Detta slumpmassiga
omkastande av métpunkterna utférs sedan upprepade ganger och pa sa sétt erhélls en samling
lutningar som utgér en referensfordelning. For att underséka om en linje med lutning noll kan
forklara matpunkterna jamfors den ursprungliga linjens lutning mot denna referensférdelning varpa
man, som med t-testet, erhaller ett matt pa hur troligt det &ar att ett samband existerar. Har
indikerar ett litet matt pa att finns ett samband.

Tnom statistik kallas detta for signifikansniva och sitts vanligtvis till 5%.



Ett t-test kréver att avvikelserna mellan métpunkterna och den undersokta linjen har en viss
struktur, medan permutationstest baseras pa farre sddana antaganden. Permutationstest &r darav
inte lika kénsligt for extrema utfall hos avvikelserna. De specifika antaganden som krévs for de
béada testen presenteras utforligare i huvuddelen av rapporten.

I detta arbete har data simulerats pa ett sadant sétt att avvikelserna antar olika typer av
extrema utfall, som bryter mot villkoren fér det konventionella t-testet, men som uppfyller villkoren
for permutationstest. Med hjilp av simuleringar med kinda egenskaper hos den data testen utforts
pé, har prestandan hos de bada statistiska testen kunnat bedémas. I rapporten jamfors ¢-test och
permutationstest for att avgora i vilka situationer det ena &r att foredra framfér det andra inom
linjér regression. Resultaten motiverar viss vidare anvindning av t-testet, dven for data som bryter
mot vissa grundlidggande antaganden. Det presenteras éven fall dar permutationstest kan vara att
foredra, speciellt i situationer dar data har varierande spridning.



Sammanfattning

Inom statistisk dataanalys &r linjdr regression en metod som anvinds for att anpassa en
linje till datapunkter. Metoden kan anvindas for att studera och dra slutsatser kring samband
mellan olika faktorer, vilket exempelvis kan vara relevant inom medicinska studier fér att
undersoka effekten av en viss behandling. Nér en linjdr modell anpassats till en uppséttning
datapunkter anvénds ofta parametriska statistiska test for att dra slutsatser kring samband
mellan olika variabler i modellen, dér t-test &r en typ av test som vanligen anvénds. Som ett al-
ternativ till konventionella parametriska test har permutationstestet borjat anvindas allt mer
under de senaste decennierna. I permutationstest konstrueras en referensférdelning genom per-
mutationer under nollhypotes, istéllet for att utgé fran en redan existerande referensfordelning
som t-testet gor. Permutationstest ar berdkningstunga och kréver andra antagenden &n t-test,
som forutsidtter normalférdelade feltermer med véntevirde 0 och konstant varians. I denna
rapport presenteras en del av teorin for permutationstest inklusive kravet pa utbytbarhet,
samt testets tillampning inom linjér regression. Med hjélp av simuleringar studeras data med
feltermer fran olika férdelningar for att jamfora hur permutationstest presterar jamfért med
t-testet. Datan som undersoks har feltermer med tunga svansar, skev férdelning, utstickare
och icke-konstant varians. Resultaten visar att t-testet verkar vara robust foér alla typer av
avvikelser forutom icke-konstant varians. Permutationstest bevarar signifikansnivén for samt-
liga datasimuleringar och ar giltigt &ven for icke-konstant varians. Permutationstest presterar
dérmed ibland béattre, men aldrig sdmre, dn t-test for de undersékta datatyperna.

Nyckelord: Permutationstest, enkel linjir regression, t-test, utbytbarhet, Freedman Lane, mul-
tipel linjdr regression.






Abstract

Within statistics, linear regression is a method for fitting a linear model to a set of data
points. The method may be used to study and make conclusions about correlation between
data, and may be used within medical studies to determine the effect of a treatment. To draw
conclusions about relationships between variables in linear regression models, parametric tests
have been used for a long time. As an alternative to the commonly used parametric tests,
the permutation test has become more common during the last decades. Instead of relying
on a known reference distribution, as the parametric tests do, the permutation test constructs
its own distribution under the null hypothesis, based on permutations of the data. Permu-
tation tests usually have a higher computational complexity and require other assumptions
about the data as compared to the t-test which assumes normally distributed error terms with
mean 0 and constant variance. This report covers a part of the theory regarding permutation
tests, including the theoretical assumptions of exchangeability, and its applications in linear
regression. Using simulations, data with different error term distributions have been generated
to compare the permutation test to the t-test. The investigated data have error terms with
heavy tails, a skewed distribution, outliers and non-constant variance. Data with such error
terms are not uncommon in practice. This report covers simple as well as multivariate linear
models. Results show that the t-test is robust to all kinds of error terms analyzed except for
non-constant variance. Permutation tests preserve the significance level for all data simula-
tions and is also valid for non-constant variance. In conclusion, permutation tests perform
better than the ¢-test in some of the studied cases, though never worse.

Keywords: Permutation tests, simple linear regression, t-test, exchangeability, Freedman
Lane, multivariate linear regression.






Forord

Detta kandidatarbete &r skrivet av Christopher Backstrém och Daniel Skorczynski, Matematikpro-
grammet vid G&teborgs universitet, och Adina Berg, Marcus Forsberg och Samuel Vrede, Teknisk
matematik vid Chalmers Tekniska Hogskola.

I bérjan av arbetet deltog alla gruppmedlemmarna i inldsning, diskussioner kring teoretisk bak-
grund och inledande simuleringar. Christopher, Adina, Marcus och Samuel har statt fér kodimple-
menteringar, och Marcus och Samuel har undersokt och jamfort olika implementationsvals effekt
pa berdkningstid. Vidare har Christopher och Daniel bidragit till arbetet genom att underséka
alternativa statistikor.

For de slutgiltiga implementationerna och simuleringarna har Samuel ansvarat, ddr Christopher
och Adina har hjalpt till att verifiera resultaten och Marcus har skrivit kod for att generera samtliga
grafer som anvénds i rapporten. Gruppen i helhet har deltagit i tolkning av resultat, diskussion och
slutgiltig korrekturlasning. Nedan ges en kort sammanfattning av gruppmedlemmarnas personliga
bidrag till rapporten:

e Christopher ar huvudforfattare till avsnitt 2.1 Statistisk slutledning, avsnitt 2.2 Linjdr regres-
sion samt B Exempel pa utbytbara beroende slumpuvariabler. Christopher har &ven bidragit
till avsnitt 5 Resultat och avsnitt 6 Diskussion.

e Adina ar huvudforfattare till avsnitt 3 Permutationstest i Linjdr Regression och avsnitt 6
Diskussion. Adina har dven bidragit till diskussion kring awvsnitt 2.8 Permutationstest och
avsnitt 5 Resultat.

e Marcus ar huvudférfattare till Sammanfattning, Abstract, Populdrvetenskaplig presentation,
avsnitt 2.2.1 Hypotestest i linjar regression, avsnitt 2.4 Praktiska aspekter samt avsnitt A
Ovriga Resultat, och medforfattare till avsnitt 5 Resultat.

e Daniel ar huvudforfattare till avsnitt 1.1 Bakgrund och avsnitt 2.3 Permutationstest, och
medforfattare till avsnitt 5 Resultat och avsnitt 6.1 Resultatdisskusion. Daniel har &ven
skrivit ett forsta utkast till den populédrvetenskapliga presentationen.

e Samuel dr huvudforfattare till avsnitt 3.4 Permutationstest och p-vdrden och avsnitt 4 Metod,
och medforfattare till avsnitt 6 Diskussion.

Vid sidan av projektet har vi fort en loggbok samt en veckovis dagbok.
Vi vill avslutningsvis tacka var handledare Henrik Imberg fér det stéd och rad vi fatt genom
arbetets gang.
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1 Inledning

1.1 Bakgrund

For att beskriva samband mellan en eller flera férklarande variabler och en responsvariabel an-
vands ofta linjar regression. I en sddan modell inkluderas en felterm som beskriver individuella
slumpmaéssiga avvikelser mellan modell och observation. Ett antagande som ofta gors &r att anta
ar att dessa feltermer &r oberoende och normalférdelade med konstant varians. Darpé &r det van-
ligt att ett parametriskt test, som forutsatter att alla tre antaganden ar uppfyllda, foljer for vidare
inferens. I praktiken uppfyller dock inte alltid feltermerna dessa antaganden, varfér andra metoder
utvecklats.

Ett alternativ till de férdelningsbaserade testen dr permutationstest, vilket &r en typ av test
som i samband med linjar regression ar ett test som utfoérs utan specifika antaganden om feltermer-
nas fordelning. For att ett permutationstest ska kunna vara giltigt krdvs dock ett antagande om
utbytbarhet. Detta ar exempelvis uppfyllt da feltermerna ar oberoende och likaférdelade. Det finns
dven vissa fall da vi har utbytbarhet trots att bada dessa krav inte &r uppfyllda. Detta innebér att
permutationstest kan anvéndas i vidare utstrackning &n ménga av de klassiska férdelningsbaserade
testen, och de kan &ven anvindas som jamforelse for att utvirdera hur véil andra metoder presterar.
En naturlig f6ljdfraga i sammanhanget ar séledes varfor testet inte anvénds i stérre utstrackning.

Permutationstest utvecklades redan under 1930-talet av Fisher och Pitman, och har med utveck-
lingen av allt effektivare datorer 6kat i popularitet. P& senare tid har det &ven borjats att anvindas
i linjar regression. Eftersom antalet mojliga permutationer snabbt vixer med antalet element &r
permutationstest vanligen berikningsintensiva, vilket stiller krav pa effektiv implementation?. Med
fortsatt okad tillgang pa berdkningskraft dr det rimligt att tro att tillampningsmdjligheterna samt
bruket av permutationstest kommer att fortsitta att oka framover.

Ett exempel pa verklig data dér ett permutationstest hade kunnat anvéndas aterfinns i Andelin
m. fl. (2016) dér precision av en glukosméitare, DexCom, studeras i relation till kapillart respektive
venost blodsocker. Fran Figur 2 i Andelin m.fl. (2016) framgar det att avvikelserna fran den
presenterade modellen bade #r skevfordelade och har icke-konstant varians®. Ytterligare ett exempel
dér ett permutationstest hade kunnat anvéndas aterfinns i Tancredi m. fl. (2017) dér det undersokts
hur tva hormoner, aldosteron och renin, relaterar till diabetesrelaterade komplikationer. Fran Figur
2 i Tancredi m.fl. (2017) kan nérvaron av utstickare bland residualerna observeras.

De tva foregaende exemplen visar att det forekommer fall med verklig data dér residualerna
inte &r normalfordelade, vilket inte &r ovanligt forekommande, och denna uppsats kommer via
en simuleringsstudie att behandla fyra typer av brott mot detta fordelningsantagande. Utover
residualer med utstickare, icke-konstant varians och skevhet i fordelningen studerades residualer

med tunga svansar?.

1.2 Syfte

Syftet med detta projekt ar att studera permutationstest i linjdra regressionsmodeller med icke-
normalférdelade eller icke-likafordelade feltermer, och jamfoéra dessa med klassiska normalférdel-
ningsbaserade test med avseende pa robusthet och effektivitet.

1.3 Metod

Denna rapport &r resultatet av en kombinerad litteratur- och simuleringsstudie. Litteraturdelen
har bestatt i att ta fram forslag till permutationstest i linjira modeller, som korrigerats med
hjélp av befintlig litteratur kring &mnet, parallellt med teoretisk inldsning. I simuleringsdelen har
permutationstest implementerats varpa simulering av olika typer av data som skulle kunna va-
ra problematiska fér normalférdelningsbaserade test har genomforts. For dessa olika datatyper

2F6r n=20 element finns n! = 20! ~ 2.43 - 10'® mdjliga permutationer.

3Figur 2 i Andelin m. fl. (2016) illustrerar MARD (mean absolute relative difference, det vill siiga relativ absolut-
skillnad mellan glukosvirden métt med DexCom jamfort med kapilldra respektive vendsa blodsockervirden) som en
funktion av faktiskt sockervarde.

4Residualer med tunga svansar innebér att fordelningen har fler kraftiga avvikelser 4n en normalférdelning.



jamfordes permutationstest med normalfordelningsbaserade test. De situationer som studerats ar
feltermer med tunga svansar, skev fordelning, utstickare samt icke-konstant varians.

Simuleringarna som presenteras i denna rapport gjordes i R (R Core Team, 2017), version
3.4.1, och utnyttjade utdver grundpaket &ven moments (Komsta och Novomestky, 2015), version
0.14, och MASS (Venables och Ripley, 2002), version 7.3-49, for berékningar och simuleringar. For
grafisk visualisering anvéindes ggplot2 (Wickham, 2009), version 2.2.1.

1.4 Avgransningar

Permutationstesten vi studerar géller endast linjara modeller, eller modeller som efter transforma-
tion och inkludering av hégre ordningens termer kan skrivas pa saddan form. Vi fokuserar i forsta
hand pa Freedman-Lanes metod fér permutationstest i multipel linjar regression, vilken introdu-
ceras i avsnitt 3.2.

I simuleringsstudien fokuserar vi pa simpla regressionsmodeller samt regressionsmodeller med
tva forklarande variabler. Parametrar skattas med minsta kvadrat-metoden. Notera att permu-
tationstesten dock kan anvindas i allménna linjara modeller med godtyckligt antal forklarande
variabler, och dven i kombination med andra skattningsmetoder &n minsta kvadrat-metoden.

1.5 Konventioner

I denna uppsats anvéander vi ordet utstickare nér vi syftar pa kraftigt avvikande virden fran den
skattade regressionen.> Med en standardiserad fordelning menar vi en fordelning med varians 1
och véntevéarde 0.

2 Teoretisk bakgrund

Teoriavsnittet i denna rapport dr uppdelad i tre delar: tva inledande avsnitt med nédvéandiga for-
kunskaper inom statistisk slutledning och linjér regression, foljt av ett avsnitt om permutationstest
i generella termer. I avsnitt 3 presenteras teori kring permutationstest specifikt i linjara modeller.

2.1 Statistisk slutledning

I det har avsnittet presenteras grundliggande begrepp inom statistisk slutledning: nollhypotes,
alternativhypotes, p-virde, signifikansniva, Typ 1- och Typ 2-fel, konservativa test, exakta test
samt icke-giltiga test. Innehallet baseras i huvudsak pa kapitel 2 i Good (2000).

Exempel 2.1. Lat {172,172,173,174,175,177,179,179,184,185} vara ett stickprov av
langder for en population. Antag att populationen &r normalférdelad med kind vari-

ans 02 = 4, men med ett okéint medelvirde pu. Lat Hy vara antagandet att p = 180
och H; antagandet att p # 180. Medelvardet, £ = % Zgl x; = 177, for stickprovet
ar en realisation av medelvirdet av slumpvariabeln X, X = %0 Zgl X;. Dar vante-
viirdet dr E[X] = p, och variansen ir var[X] = ”ml[OX"] = ‘I—;. Saledes kommer un-
der Hy antagandet X—u Ho N(0,1). Teststatistikan Tpps = iilfo = —4.7 i d& un-

der nollhypotesen en@alisation av T som foljer en standardiselﬁad normalférdelning.
Lat ¢(-) vara fordelningsfunktionen for den standardiserade normalférdelningen. Da &r
P(|Tops| < T) =2 —2¢(4.7) < 0.0001. Eftersom sannolikheten for att fa viardet T,ps &r
mycket lag forkastas Hy.

Inom statistisk slutledning vill vi dra slutsaster om egenskaper for en eller flera variabler. For att
hitta sidana egenskaper anvands en statistika som beskriver en egenskap hos ett stickprov. Exempel
pé denna egenskap kan vara stickprovets medelvarde eller varians. Givet ett slumpméssigt stickprov
fran en population kan en statistika berédknas som fangar den efterstkta egenskapen. Genom att
anta komplementet till egenskapen vi vill pavisa, kan en referensfordelning for statistikan, som &r
en slumpvariabel, tas fram. Om vi exempelvis vill visa att medelvirdet av en population ar skiljt

5Utstickare brukar kallas outliers pa engelska.



ifran 180, antar vi att det &r 180 som i exemplet. Detta antagande kallas for nollhypotes. Vi har
dven en alternativhypotes, som vi kan sétta till att populationens medelvirde antingen ar storre
&n, mindre dn eller skiljt ifran 180.

Eftersom statistikan berdknas fran ett slumpmaéssigt stickprov av en population, kommer vi
observera olika virden av statistikan for olika stickprov. Statistikan har under antagandet av noll-
hypotesen en férdelning, och om detta antagande ar sant kommer den observerade statistikan vara
en realisation av den fordelningen. Vi kan da jamfora den observerade statistikan med fordelningen,
for att se hur sannolik den &r. Om en observerad statistika dr osannolik att observera i statistikans
férdelning under nollhypotsen, férkastas nollhypotesen, och accepteras annars.

For att kvantifiera hur extrem observationen T, &r i T-statistikans férdelning under nollhy-
pothesen, anvinds dess fordelningsfunktion. Detta uttrycks som sannolikheten att en realisation
av T ar lika eller mer extrem &n Tpps. Mer exakt kan det skrivas som, P(|Tops| < T') och kallas for
p-vdrdet.

Vid statistisk slutledning finns det alltid en risk att fel slutsatser dras. Exempelvis kan nollhy-
potesen forkastas nér den dr sann eller accepteras nér den ar falsk. Bendmningen for de tva olika
fallen ar Typ 1-fel, respektive Typ 2-fel. Sannolikheten for ett test att gora ett Typ 1-fel kallas for
signifikansnivan, och betecknas ofta .

Statistiska test ska #ven identifiera samband nér sddana existerar, vilket innebér att nollhypo-
tesen forkastar nédr denna ar falsk. Styrkan for ett test dr sannolikheten att férkasta nollhypotesen
givet att den dr falsk. Detta ar &ven ekvivalent med komplementet till Typ 2-felet. Om flera test
jamfors siger vi att det test med hogst styrka ar effektivast. Det optimala testet kan darfor tolkas
som ett test med signifikansniva och styrka lika med 0 respektive 1. Detta &r dock inte alltid mojligt
och signifikansnivan bestdms d& pa forhand, ofta till 5%. Darmed &r ett test ett giltigt test om
sannolikheten for att gora ett Typ 1 fel inte Gverskrider den valda signifikansnivan.

Olika avvikelser i datan fran de antaganden ett visst test bygger pa kan fa statistiska test att
gora Typ 1-fel i hogre grad &n signifikansnivan. I den hér rapporten kallar vi statistiska test som
gor Typ 1-fel med ldgre sannolikhet &n signifikansnivan for konservativa test. Test dér sannolik-
heten for Typ 1-fel 6verskrider signifikansnivin bendmns som icke-giltiga test da dessa forkastar
nollhypotesen oftare &n signifikansnivan anger. De test dir sannolikheten for ett Typ 1-fel ar lika
med signifikansnivan bendmns som exakta test. Test som bevarar signifikansnivan trots avvikelser
fran testets antaganden kallas for robusta test.

2.2 Linjar regression

I det har avsnittet introduceras linjar regression och skattning av parametrar i sddana modeller.
Innehallet baseras i huvudsak pé kapitel 1 och 3 i Rawlings, Pantula och Dickey (1998), och kapitel
14 i Rice (2007).

Figur 2: En linjeanpassning till datapunkter med minsta kvadrat-metoden.

Givet en méangd punkter {(z;, )}, vill vi beskriva ett samband mellan y och z, dir vi
betraktar y som responsvariabel och x som en firklarande variabel. Ett samband mellan en forkla-
rande variabel och en responsvariabel kan i manga fall beskrivas med, eller approximeras till, ett
linjért samband pa formen

yi = Bo + Brwi + &,

dar By, f1 ar konstanter och e; en felterm, med andra ord en slumpméssig avvikelse som inte
kan forklaras av x. Det finns odndligt ménga linjer av ovanstaende form som kan tdnkas beskriva



sambandet, men vi soker den som bést beskriver y;. Ett tillvigagangssatt for att definiera bést ar
att minimera kvadratsumman av feltermerna, det vill siga, minimera >, (y; — 8o — Brz;:)%. De
optimala skattningarna 8 = (5o, 81) ges da av

8= arg;nin > (i — Bo — Brwi). (1)
=0

Den hér metoden kallas for minsta kvadrat-metoden. For att hitta de optimala B—argumenten
kan summan i (1) minimeras genom att berdkna de stationdra punkterna for Sy och 3. Detta leder
till dessa explicita formler for skattningarna By och 51,

P S ol@i — ) (v — )
Z?:o(xi —z)?
Bo =7 — hi,

dir 2 = 13" @ och § = L 3" | ;. Fér det héir beviset hiinvisas lisaren till kapitel 14 i Rice
(2007). I Figur 2 ges ett exempel pa en méngd datapunkter och en linje som anpassats med minsta
kvadrat-metoden.

Under antaganden om icke-konstant varians, symmetrisk férdelad och oberoende felterm, pre-
sterar minsta kvadrat-metoden optimalt, eftersom den &r ekvivalent med Maximum likelihood-
metoden.

Modellen kan ockséa generaliseras for ett godtyckligt antal forklarande variabler. Lat da y vara
en linjar funktion av m forklarande variabler p& formen,

Yi = Bo + Brx1i + -+ BT + €5 (2)

For att komprimera notationen kan modellen skrivas i matrisform som

Y =XB+e,
1 1z o0z Bo €1
Y=|:|, X=|: =+ . , B=1: och &=
Yn 1 Tnl Tnm 5m En

Koefficienterna 3 kan uppskattas genom att minimera den euklidiska normen av Y — X3 for
B. Det motsvarar att hitta 3 = argming |[|[Y — X |2. Det optimala 3 argumentet kan aterigen

berdknas genom att hitta en stationdr punkt till ekvationssystemet. En explicit 16sning till B ges
da av B = (XTX) ' XTY och detta har fatt namnet "normalekvationerna”. Fér komplett bevis
hénvisar vi till Demmel (1997).

2.2.1 Hypotestest i linjir regression

Lat oss sdga att vi vill testa en hypotes pa formen Hy : 5; = m mot alternativet Hy : 5; # m,
dér B; dr ndgon parameter i den linjira modellen (2). Om feltermerna ¢; i regressionsmodellen
antas normalférdelade kommer BAZ vara normalférdelad®. Vidare, under antagande om oberoende
och likafordelade feltermer med vanteviarde 0 och konstant varians, leder detta till att statistikan

pfizm (3)
s(Bi)
foljer en t-fordelning med lika manga frihetsgrader som s(3;). Hir &r §3; var skattning av 3;, s(5;)
standardfelet” for Bl och m véardet pa 81 under nollhypotesen som vi vill testa Bi mot.
For att sedan utfora ett ¢-test pa det uppskattade Bi berdknar vi T enligt ekvationen ovan och
jamfor med motsvarande kritiska virde ur ¢-férdelningen for en given signifikansniva och frihetsgrad

6Se sidorna 16-17 i Rawlings, Pantula och Dickey (1998).
7Se sida 15 i Rawlings, Pantula och Dickey (1998).



v = n — p, dir n ar antalet observationer och p antalet skattade parametrar i modellen (2). Vi
sdger att vi forkastar Ho : 3; = m mot H; : 3; # m pa signifikansniva o om |T| > ¢, (%), dér ¢,(5)
ar § kvantilen for ¢-férdelningen med v frihetsgrader. Pa liknande séitt kan vi stélla upp modeller
fér att underscka nollhypotesen Hy : 8; = m mot Hy : 8; < m eller Hy : 5; > m.

2.3 Permutationstest

I denna del av teorin foljer forst en introduktion till permutationstest, som vidare konkretiseras
med ett exempel. Darefter kommer vi att ga in pa villkoren for att testet ska vara giltigt, dar
begreppet utbytbarhet kommer att studeras, och tva tadrningsexempel presenteras. Det forsta ex-
emplet illustrerar ett fall da villkoren for utbytbarhet &r uppfyllda, och det andra ett fall da sa
inte &r fallet. Avslutningsvis kommer vi att se pa ett fall dir feltermerna inte &r utbytbara, men
dér ett anpassat permutationstest dnda &r giltigt.

2.3.1 Permutationstest - beskrivning och motivering

Permutationstest ar ett bland flera typer av icke-parametriska statistiska test. Den studerade test-
statistikan antas inte f6lja en kdnd parametrisk férdelning, sd som fér parametriska test, utan
istéllet tas en mojlig referensfordelning fér denna fram implicit.®

Grundidén &r att varje permutation av den ursprungliga datan, under ett antagande om ut-
bytbarhet?, kommer att generera ett nytt och lika troligt virde for teststatistikan. P sa sitt er-
halls en samling viarden som bildar en fordelning som approximerar teststatistikans verkliga, dock
okénda, fordelning. Denna férdelning anvinds sedan som referensfordelning fér den ursprungliga
teststatistikans virde, T,ps, ett virde som under nollhypotesen &r lika sannolik att observera for
teststatistikan som var och ett av de omriknade virdena fér var permutation. Genom att jamfora
Tops mot denna referensférdelning kan darfor ett p-varde for T,y berdknas. Nedan presenteras ett
exempel pa hur ett permutationstest kan genomforas.

Exempel 2.2. Antag att det ska avgoras om en ny medicin ar blodtryckssiankande. Antag
dven att det finns data att tillga fran blodtrycksmétningar for patienter i en grupp A om
tio patienter, som behandlats med medicinen, och fér en grupp B om tio patienter som
behandlats med placebo. Lat signifikansnivin vara 5%. Var nollhypotes ar att det inte
foreligger nagon skillnad mellan medelvirdet for matningarna i de bada grupperna. Den
alternativa hypotesen dr att medelvardet for blodtrycket hos patienterna i grupp A &r
lagre 4n det for patienterna i grupp B.

Lat T,ps beteckna differensen mellan medelvirdena i grupp A och grupp B. Under ett
antagande om utbytbarhet och om att nollhypotesen géller, skulle en observation fran
grupp B lika girna kunnat vara fran grupp A. Grupptillhorighet A respektive B ar da
endast etiketter som kan bytas ut utan att differensens férdelning dndras. Saledes kan vi
genom att byta etikett pa observationer, mellan grupperna, erhélla tva nya grupper A*
och B*, som under nollhypotesen ar lika sannolika som den ursprungliga observationen
av medelvardet for grupp A och for grupp B. Genom att berdkna teststatistikan, i detta
fall differensen for gruppernas medelvarde, for denna permuterade data erhalls ett nytt
virde for testvariabeln. Upprepas forfarandet manga ganger resulterar detta i att en
samling mojliga statistikavarden erhalls, som givet nollhypotesen utgor ett stickprov fran
férdelningen for testvariabeln.

Saledes kan Typs jamitras mot denna samling av virden som i sin tur utgoér en for-
delning, vilket illustreras i Figur 3. Om vérdet T, dr osannolikt, det vill siga har ett
p-virde ldgre an signifikansnivan pa 5%, forkastas nollhypotesen och vi drar slutsatsen
att medicinen har en sédnkande effekt pa blodtryck.

8Hsr bor ordet mdjlig betonas da det kan existera flera giltiga referensférdelningar for samma statistika samtidigt.
For utforlig redogorelse kring detta se Aickin (2010).

9Tillsvidare kan vi betrakta detta som ett villkor som garanterar att vi genom att byta ut olika virden mellan
tva grupper genererar nya observationer av testvariabeln, exempelvis gruppernas medelviarden, som &r lika troli-
ga att observera som den ursprungliga observationen. Utbytbarhet definieras och behandlas nédrmare under nésta
underrubrik.



Tobs 5%—Percentil

Figur 3: Permuterad referensférdelning for skillnaden i medelvirde mellan tva grupper.

Lat oss nu ga vidare till det centrala villkoret fér permutationstest, utbytbarhet, som hittills endast
beskrivits 6vergripligt.
2.3.2 Utbytbarhet - ett n6dvandigt villkor

Utbytbarhet &r en férutsattning for att ett permutationstest ska vara giltigt. Vi definierar det som
foljer

Definition 2.1. Lat 7: {1,...,n} — {1,...,n} vara en godtycklig injektiv funktion.

En samling stokastiska variabler, X, Xo,...,X,,, sdges vara utbytbara om den simul-
tana fordelningen &r permutationsinvariant, det vill siga Fx, x,... x,(21,%2,...,Zy) =
FX1,X2 ..... X (l"n(l)v Lr(2)y--- 7xﬂ(7l))‘

Definitionen ovan innebér att en uppséttning slumpvariabler sigs vara utbytbara om den simultana
férdelningen inte paverkas av att variablernas ordning kastas om. Lat oss nu se pa ett enkelt exempel
da definitionen av utbytbarhet dr uppfylld.

Exempel 2.3. Vi har tva vanliga sexsidiga tarningar, X; och Xs. De kastas och visar
virdena x1 och . Den simultana fordelningen kan da skrivas P(X; = x1, Xo = 23). |
detta scenario &r sannolikheten att den forsta térningen visar en trea lika stor som den
for att den andra ska visa en fyra, och utfallet av den ena tarningen paverkar inte utfallet
av den andra. Darfor kommer sannolikheten att fa en trea pa den forsta tdrningen och
en fyra pa den andra vara samma som den fOor att observera en fyra pa den forsta tér-
ningen och en trea pa den andra, det vill siga P(X; =3,Xs =4) = P(X; =4,X5 =3).
Den simultana fordelningen paverkas darfor inte av att permutera utfallen och den &r
permutationsinvariant, varfér vi har utbytbarhet.

I Exempel 2.3 géller att tdrningarnas utfall &r oberoende och likaférdelade, vilket &r ett till-
rackligt villkor for att uppna utbytbarhet.

Proposition 2.1. Lat X, X5, ..., X,, vara oberoende och likaférdelade slumpvariabler.
Da géaller utbytbarhet.

Beuis.

FX17X2,~-7Xn (331, T2y .- 7In) =P

Dér iy,149,...,4, ar godtyckligt permuterade index. Den forsta likheten foljer fran defi-
nitionen av den simultana fordelningsfunktionen, medan den andra likheten foljer fran
oberoendet av slumpvariablerna. Den tredje likheten &r en f6ljd av att variablerna &r
likafordelade, ty exempelvis dr P(X;, < z1) = P(X; < 1) d& vi har likaférdelade slump-
variabler. Resten foljer av definitionerna av oberoende och fordelningsfunktionen. O



En konsekvens av detta dr att permutationstest kan anvéndas i de flesta situationer dar t-test
anvands. Vi presenterar nu ett exempel pa ett fall dar utbytbarhet mellan observationer inte géller.

Exempel 2.4. Ett exempel da utbytbarhet inte &r uppfyllt dr da vi har tva oliksidiga
tarningar, sig en fyrsidig, och en andra sexsidig. Sannolikheten att sla en etta med den
forsta tédrningen och en femma med den andra tréningen &r da i . %, medans utfallet {5}
inte kan observeras pa den forsta tdrningen och den sannolikheten darfér &r noll, varfér
P(X; =x1,X2 =5) # P(X1 =5, X5 = z1). Per definition géller di inte utbytbarhet.

I Exempel 2.4 géller oberoendet men kravet pa likaférdelning bryts eftersom tarningarna har olika
manga utfall, varfér vi inte har utbytbarhet i det fallet.

Virt att notera ar att utbytbarhet inte medfér oberoende och likafédelning. Exempel péa utbyt-
bara stokastiska variabler, &r de fran en multivariat normalférdelning, dir variablerna har samma
varians och dir den parvisa korrelationen &ar lika for alla variabler. Bevis for detta presenteras i
appendix B.

Kravet om utbytbarhet &r ett nédvandigt villkor for att ett permutationstest ska vara giltigt,
men under vissa omsténdigheter kan andra typer av permutationstest hérledas, som &r giltiga trots
att utbytbarheten bryts, vilket vi nu ska se ett exempel pa.

2.3.3 Permutationstest med teckenbyte

Permutationstest med teckenbyte kan anvindas da datan vi énskar permutera inte kan antas vara
oberoende och likafordelad, exempelvis nér variablerna har icke-konstant varians. Det som krévs for
att detta test ska vara giltigt ar att datans simultana fordelning ska vara invariant under teckenbyte
(Winkler m. fl., 2014), vilket &r fallet for symmetriskt fordelade variabler. 0

I det fall da observationerna mellan variabler inte &r utbytbara, &r det tidigare beskrivna
permutationstestet inte ldngre giltigt. Da kan ett annat permutationstest anvindas, givet att ob-
servationerna i varje variabel dr symmetriskt fordelade kring 0. Sannolikheten att tecknet for en
observation ar negativt dr lika med den att det &r positivt. Darfor kan tecknet betraktas som en
realisation av en likaférdelad oberoende slumpvariabel, och tecknet &r ddrmed utbytbart. Istéllet
for att slumpmaéssigt permutera datan permuteras de index for vilka ett teckenbyte ska ske.

2.4 Praktiska aspekter

Efter att ha presenterat teori och exempel pa nir permutationstest kan anvindas, dr det nu mojligt
att g& in pa anvindningsomradet linjar regression. For att gora det behover vi forst namna hur per-
mutationstest vanligen utfors. Som tidigare beskrivits vixer antalet mojliga permutationer snabbt
med stickprovsstorleken, och i praktiken &ar det séllan mdojligt att utfora ett komplett permuta-
tionstest. Detta for oss in pa sa kallade Monte-Carlo-simuleringar. Dessa gar ut pa att en méngd
slumpmaéssigt valda permutationer anvinds for att skapa en referensférdelning. Ofta ricker 1000
slumpgenererade permutationer for att astadkomma tillriacklig hog styrka. (Nichols och Holmes,
2001).

3 Permutationstest i linjar regression

I detta avsnitt beskrivs hur ett permutationstest kan anvéndas for att studera samband i linjéra
regressionsmodeller. Beroende pa hur datan ser ut ar det fordelaktigt att anvinda olika typer
av permutationstest, varfér avsnittet dr uppdelat i tre omraden: permutationstest i simpel linjar
regression, multipel regression med Freedman-Lanes permutationstest samt permutationstest med
teckenbyte.

3.1 Permutationstest i simpel linjar regression

Hur ett permutationstest kan anvéndas for att testa en skattad regressionskoefficient i en simpel
linjér regressionsmodell kommer att behandlas nu. Vi antar att datan f6ljer en modell pa formen

Yi = Bo+ 51X + . (4)

10 J5amfér med utbytbarhet under permutationsinvarians, avsnitt 2.3.2.




Vi vill hér testa Hp : f1 = 0 mot H; : 51 # 0, det vill sdga om véirdet pa Y paverkas av vardet
pa X eller ej. Det gar dven att pa samma sétt géra motsvarande ensidiga test med Hy : 51 > 0 eller
H, : 81 < 0. For detta test kan regressionskoefficientens T-statistika anvéndas, men om ¢&; inte kan
antas normalférdelade kan vi inte motivera att den foljer en ¢-férdelning. Forfarandet beskrivet i
avsnitt 2.2.1 dr darfor inte giltigt, utan vi behover istéllet generera T-statistikans referensférdelning
som beskrivet i avsnitt 2.3.1.

Vi bérjar med att ta fram ett virde pé var teststatiska for den fulla modellen (4), vilken vi
kallar T,ps. Dérefter studerar vi modellen under Hy, som blir

Y, = Bo + e,

vilket brukar kallas fér den reducerade modellen. D& g inte ar kéind vet vi inte de faktiska felter-
merna &; = Y; — . Istéllet kan vi anvinda residualerna e; = Y; — Bo, dar BO =Y. Om feltermerna
€; antas utbytbara géller dven att residualerna e; dr utbytbara under Hy. Vi kan dérfér generera
nya observationer .

Y =Bo+e;

av responsvariabeln som under Hj &r lika troliga som var férsta observation. Vért att notera ar
att vi i detta simpla fall med endast en forklarande variabel i var modell lika gérna kan permutera
responsvariablerna Y; direkt, istéllet for att permutera e; och addera dessa till BO.

De nya virdena Y;* pa responsvariabeln anvénds nu for att skatta nya virden pa T-statistikan
under Hy. Genom att utfora ett stort antal slumpméssiga permutationer och paféljande skattningar
ger detta en referensférdelning for teststatistikan, som kan anvéndas for att testa hypotesen Hy :
,BlemotleﬂlyéO.

3.2 Freedman-Lanes permutationstest for multipel linjar regression

Forfarandet for att genomfora ett permutationstest blir nadgot mer komplicerat nar vi antar en
modell med fler &n en forklarande variabel. For detta har ett flertal tillvigagangssatt foreslagits
- se exempelvis Anderson och Legendre (1999). I detta avsnitt presenteras metoden foreslagen av
Freedman och Lane (1983), sammanfattad av Anderson och Robinson (2001). Teorin presenteras
for fallet med tva forklarande variabler, men den ar enkelt generaliserad till en allmén situation
med ett godtyckligt antal forklarande variabler.

Den fulla modell med tva forklarande variabler X och Z ar

Y = Bo + 51X + B2Z; + &5 (5)

Vi vill nu testa Hy : 1 = 0 mot Hy : 51 # 0. Vi kan se det som att X &r den variabel vi primért
ar intresserade av, medan vi samtidigt vill kontrollera for effekt fran Z. Om Hj : $; = 0 forkastas,
tolkas det som att det finns variation i responsvariabeln Y som inte kan forklaras av Z och ddrmed
maste bero pa variation i X.

Aterigen kan vanliga parametriska test inte anvéindas om ¢ inte kan antas normalférdelade. En
forsta skattning av var teststatistika gérs under den fulla modellen, ekvation (5), och vi far ett
observerat virde T,ps.

Under Hj ser den reducerade modellen ut som foljer:

Y = Bo+ B2Z; + <. (6)

Skattningar By och B, fas genom minsta kvadrat-metoden, beskriven i avsnitt 2.2.
Analogt till det univariata fallet kan vi inte kéinna till de faktiska feltermerna e; = Y;—(8o+52Z;)
da By och s inte dr kdinda. Residualerna

ei =Y; — (Bo + PaZi)

kan da anvindas istéllet. P4 grund av att residualerna i det multivariata fallet paverkas av en
forklarande variabel Z dr de beroende och har icke-konstant varians.'’ Residualerna e kan darfor

118e sida 342 i Rawlings, Pantula och Dickey (1998).



inte antas utbytbara &ven om detta géller for feltermerna . Det har dock visat sig att Freedman-
Lanes metod ger ett, med stickprovsstorleken, asymptotiskt exakt permutationstest (Anderson och
Robinson, 2001), dven om residualerna inte strikt 4r utbytbara.

Vi kan nu generera nya virden pa responsvektorn Y genom att ldgga till en permuterad resi-
dualvektor e* av e till den skattade regressionslinjen:

Y = fo+ B2Zi + €.

Den permuterade responsvektorn Y* kan da ses som ett nytt, under Hy lika troligt, viarde pa
responsvektorn Y. Vi kan darfor byta ut Y mot Y* i den ursprungliga fulla modellen (5) och en
ny regression gors for varje permutation e* av e. Varje permutation ger da ett nytt virde pa var
valda teststatistika, vilket mojliggor skapande av en referensfordelning fér denna under Hy.

3.3 Permutationstest med teckenbyte

Permutationstesten beskrivna i foregaende avsnitt utgar bada fran ett antagande om utbytbarhet
for att permutera residualtermerna i var linjara regressionsmodell. I det fall da residualerna inte
kan antas utbytbara kan ett annat permutationstest motiveras, dar vi istillet anvinder oss av
teckenbyte - se avsnitt 2.3.3. Detta test kan anvindas om feltermerna har icke-konstant varians,
men antas da folja en symmetrisk férdelning.

Forfarandet i ett permutationstest med teckenbyte &r likt Freedman-Lanes metod beskriven i
foregdende avsnitt. For att utfora detta test antas de faktiska feltermerna e; = Y; — (8o + S2Z;)
fran den reducerade modellen (6) vara symmetriska och oberoende. Som tidigare kan vi inte kéinna
till e, for vilka antagandet géller, utan vi anvinder istéllet e; = Y; — (BO — B Z;). Vi permuterar
nu inte e; som innan, istéllet permuterar vi dess tecken. Aterigen ger detta ett test som endast &r
asymptotiskt exakt.

3.4 Permutationstest och p-virden

Vi kan berdkna T-statistikan fran avsnitt 2.2.1 for varje permutation for att pa sa sétt bygga upp
en referensférdelning fér att underséka var ursprungsobservation. Med hjilp av denna referensfor-
delning kan sedan ett p-vérde berdknas pa olika sétt.

For att nollhypotesen H, ska forkastas med lika stor felmarginal i bade positiv och negativ
riktning kan ett tvasidigt p-virde berdknas pa foljande sétt:

o Qmin(#Tobs < Tperma #Tobs > Tperm) +1 (7)
P2min = #perm n 1 .
Har betecknar Tpps virdet pa T-statistikan fran var ursprungsobservation, Tpern, motsvarande
viarde for en permutation och #perm ar antalet utféorda permutationer. Anledningen till att +1
adderas i bade téljaren och ndmnaren ar att T,,s inkluderas i referensférdelningen och vilket vi
behover ta hénsyn till i berdkningen av p-vardet. Detta sitt att berdkna p-virdet ger, som tidigare
konstaterat, en lika stor felmarginal i bada riktningar, &ven om referensférdelningen ar skev.
Ett alternativt tvasidigt p-vérde ar

(#|Tobs| Z |Tper7n|) + 1
#perm + 1

Pabs =

Detta vénsterjusterade p-viarde &r inte garanterat att forkasta i lika stor grad i bada riktningar,
och bor darfor inte anvéndas i fall med skeva referensférdelningar. De tva beskrivna sétten att
berdkna p-varden forvantas dock ge liknande resultat i fall med symmetriska referensférdelningar.

Det ar viktigt att notera att p-virdet for ett permutationstest alltid &r strikt positivt, eftersom
vi inkluderar var ursprungsobservation i referensférdelningen. Saledes kan vi aldrig fa ett p-vérde

. . 1
mindre an Fpermii-



4 Metod for simuleringsstudie av permutationstest

For att studera robustheten och effektiviteten hos permutationstest i linjar regression simulerades
stora méngder data med och utan linjara samband och med olika sorters feltermer med en stokastisk
férdelning. Resultaten fran permutationstesten jamfordes darefter med motsvarande resultat fran
t-testet fran avsnitt 2.2.1. Till att borja med studerades simpel linjér regression for att sedan
generaliseras till regression med tva forklarande variabler. Oavsett antalet forklarande variabler
genererades de olika typerna av feltermer pa samma sétt. Koden f6r simuleringarna finns tillgénglig
online, se appendix C.

4.1 Modellavvikelser

Nér feltermerna e;, dar i = 1,...,n och n ar stickprovsstorleken, inte dr normalférdelade faller den
teoretiska motiveringen for anvindandet av ¢-test som omnidmndes i avsnitt 2.2.1. For att generera
data med dessa avvikelser simulerades feltermerna med f6ljande fordelningar.

4.1.1 Tunga svansar

For att fa en fordelning med tunga svansar (hog kurtosis), det vill sdga med fler extrema observa-
tioner &n vad normalférdelning ger, genererades feltermen fran en standardiserad ¢-fordelning,

d;
& = )
14

v—2

dar §; ar t-fordelad med v frihetsgrader. Da en ¢-fordelning med v frihetsgrader har variansen
%5 ger detta att Var(e;) = 1. Genom att &ndra v € {3,4,5,6,8,10,25,100} varierades kurtosis i
simuleringarna, dar 6kande v ger en feltermsférdelning som gar mot normalférdelning. Ett exempel
pa feltermer med tunga svansar presenteras i Figur 4. Kurtosis berdknades, for residualerna av den
skattade modellen, med funktionen kurtosis fran R-paketet moments (Komsta och Novomestky,
2015) och &r en skattning av Pearsons kurtosismatt. Som referens har en normalférdelning kurtosis
3 och storre virde &n detta svarar mot tyngre svansar.

0o

0o

Normalfordelningskvantiler X

(a) Residualer med tunga svansar mot motsva- (b) Linjér regression, residualer med tunga svan-
rande normalfordelingskvantil (QQ-graf). sar.

Figur 4: Feltermer med tunga svansar.

4.1.2 Skevfordelade feltermer

For att generera residualer med skev fordelning genererades en variabel fran en exponentialférdel-
ning X; ~ Exp(1) vilken upphojdes med en exponent m € {1,1.5,2,2.5,3,5,7,10} s att E; = X"
Slumpvariabeln F; standardiserades till medelvarde 0 och varians 1 genom att dra bort medelvérdet
av stickprovet, F, och dividera med dess standardavvikelse, SD(E),

 E-E
“ = SD(E)
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Olika skevhet erhélls genom att variera exponenten m, dir ett hogre virde svarar mot storre
skevhet. I Figur 5 presenteras ett exempel pa data med skevfordelade feltermer. Skevheten, for
residualerna av den skattade modellen, beriknades med funktionen skewness fran R-paketet mo-
ments (Komsta och Novomestky, 2015) och &r en skattning av Pearsons momentkoefficient for
skevhet (Pearson’s moment coefficient of skewness).

g -
€ X

(a) Histogram for skevfordelade residualer. (b) Linjdr regression, skevfordelade residualer.

Figur 5: Skevfordelade feltermer.

4.1.3 Utstickare

For att skapa data med utstickare generades observationer med feltermer fran en standardiserad
normalfordelning. For varje genererad felterm fanns en viss sannolikhet {i/100 : i € 1,2,...,10}
for ursprungsvirdet att ersittas med £10, dir tecknet bestéimdes av dess ursprungstecken'?. I
Figur 6 presenteras ett exempel pa data med utstickare i feltermerna.

° 0o o Chd
> °
Ly o @ O ° ®of %0
23 o ° °
008 o o o
|:| °
o
o ©
o o
R 1 1\\ 4 o ©

€ X

1))
o

(a) Histogram for residualer med utstickare. (b) Linjar regression, residualer med utstickare.

Figur 6: Feltermer med utstickare.

4.1.4 Icke-konstant varians

Slutligen, for att skapa feltermer med icke-konstant varians, genererades ¢ enligt ¢, ~ N(0,1 4 v - |z;|/6).
Har &r v € {1,2,...,10} en lutningskoeffcient som bestdmmer hur snabbt variansen dkar med de
férklarande variablerna x;. En visualisering av feltermer med icke-konstant varians presenteras i
Figur 7.

4.2 Simpel linjar regression

For simpel linjar regression simulerades den forklarande variabeln X; fran en exponentialfordel-
ning med medelviirde 1 eller en likformig fordelning pa intervallet [0, 3], varpa responsvariabeln Y;
genererades enligt

Yi=po+ /i Xi+e, i=1,...,n

1230m referens &r P(e; > 10) = 7.619853 - 10724 for standardnormalférdelningen.
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€ X

(a) Histogram for residualer med ickekonstant (b) Linjar regression, residualer med icke-
varians. konstant varians.

Figur 7: Feltermer med icke-konstant varians.

For de olika slagen av feltermer varierades stickprovsstorleken n € {10,100,1000}, den faktiska
lutningen 31 € {0,0.1,0.5, 1}, samt parametern kopplad till den specifika feltermen. Aven n = 10000
studerades under projektets gang men togs inte med i slutgiltiga simuleringar da det inte tillforde
ytterligare information. Vid datagenerering sattes 5y = 0 och den simulerade datan testades under
Hy: 81 =0, Hy : B1 # 0. Efter att ha gjort detta for enbart det normalférdelningsbaserade t-testet
tillimpades &ven permutationstest for varje simulerad dataméngd.

For varje permutation beriknades T-statistikan svarande mot 87 som i (3) och p-vérdet enligt
(7). For varje parameterkombination genomfordes 500 repetitioner déar en ny dataméngd simulera-
des. Fran varje simulerad dataméngd anpassades en simpel linjar regressionsmodell och p-vardet
berdknades for det normalférdelningsbaserade testet. For varje dataméngd genomférdes 999 slum-
pade permutationer av den skattade residualvektorn fran den reducerade modellen som beskrivet i
avsnitt 3, med aterlaggning av varje permutation, varpa 999 permuterade responsvektorer bildades.
Med originalobservationen gav detta totalt 1000 permutationer. For varje permuterad responsvek-
tor anpassades en linjar modell for vilken teststatistikan svarande mot (3; berdknades. Valet av
antal permutationer motiveras genom Nichols och Holmes (2001) som ndmnt i avsnitt 2.4, samt
for att begrénsa simuleringstiden. Slutligen understktes for alla repetitioner om nollhypotesen
forkastades vid 5% signifikansnivé, och medelvéirdet av detta togs for varje parameterkombination.

Vid icke-konstant varians tillimpades primért ett slumpmaéssigt teckenbyte pa residualerna,
sasom beskrivet i avsnitt 3.3, istéllet fér permutationstestet. Detta motiverades genom att kriteri-
erna for utbytbarhet inte var uppfyllda fér det ursprungliga permutationstestet, vilket de var for
permutationstestet med teckenbyte.

Nér testens robusthet studerades, det vill siga hur vél de bevarar signifikansnivan, skapades
ett 95% referensintervall kring den valda signifikansnivan, «, enligt

a+ 1.96\/0‘(1T_0‘>. (8)

I (8) & N antalet repetitioner per parameterkombitination, « = 0.05 den valda signifikansnivan
och 1.96 kommer fran normalapproximation av de 500 binomialférdelade simuleringsutfallen for
varje parameterkombination och 95% sannolikhet. Detta 95%-iga referensintervall beskriver den
feltolerens for Typ 1-fel ett test har pa grund av simuleringsosékerhet. Saledes bor vi ifragasitta
om signifikansnivin bevaras om mer &n 5% av vara erhéllna forkastningsfrekvenser 6verstiger detta
intervall. Om det underskrids &r testet fortfarande giltigt men konservativt.
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4.3 Multipel linjar regression

For multipel linjdr regression studerades det bivariata fallet dér den férklarande variabeln X; samt
den stérande variabeln (nuisance variable) Z; simulerades fran en multivariat normalférdelning
med medelvérde 0, varians 1 och korrelation 0.5. Responsvariabeln Y; berdknades enligt

Y =po+ /1 Xi+ B2Zi +ei i=1,...,m,

dér B3 = 0.5 och 37 varierades. Parameterkombinationer samt antalet permutationer och repeti-
tioner holls till det samma som i det simpla fallet. Permutationstorfarandet var sdsom beskrivet
i avsnitt 3.2 och ett referensintervall konstruerades enligt (8) pa samma sétt som for det simpla
fallet.

5 Resultat

I kommande avsnitt presenteras forkastningsfrekvensen for olika typer av data, som genererats en-
ligt avsnitt 4.1. I figurerna som presenteras, innebér t-test ett normalférdelningsbaserat test med
T-statistika, permTest ett permutationstest med T-statistika och permTestSign ett permutations-
test med teckenbyte och T-statistika. Med R.I avses ett 95% referensintervall som beskriver den
feltolerans for Typ 1-fel ett test har pa grund av simuleringsosékerhet. Forkastningsfrekvensen ar
andelen férkastade nollhypoteser Hy : f1 = 0 med alternativhypotesen H; : 51 # 0. I de fall dér det
inte finns nagot samband, tyder en forkastningsfrekvens inom eller under referensintervallet pa att
testet &r giltigt och dar en frekvens under intervallet svarar mot ett konservativt test. I de fall dar
B1 # 0 okar styrkan med forkastningsfrekvensen. Inom samtliga figurer &r forkastningsfrekvensen
baserad pa 500 simuleringar av data som i sin tur permuterats 999 ganger.

5.1 Simpel linjir regression

I kommande avsnitt presenteras resultaten for olika datatyper inom simpel linjar regression, for
olika stickprovsstorlekar n och for fallen 5; = 0 och 57 # 0. Notera att endast simuleringarna
féor n = 10,1000 presenteras for att spara plats da dessa bedémts vara mest relevanta. Samtliga
resultat presenteras inte heller i detta avsnitt utan ldsaren hinvisas till appendix for ytterligare
resultat.

5.1.1 Tunga svansar

For feltermer vars fordelning har tunga svansar, understktes skillnaden mellan data nir X ge-
nererades fran en exponentialférdelning respektive en likformig férdelning mellan 0 och 3. For
feltermsfordelning med tunga svansar, bevarade t-test och permutationstest signifikansnivan da
B1 = 0. Med 1 # 0 presterade de bada testen likartat med avseende pa styrka, det vill siga att
de korrekt identifierar nar det finns ett samband i datan. Dessa resultat styrks av motsvarande
simuleringar for det multivariata fallet, se avsnitt 5.2.1.

Samtliga resultat for feltermer med tunga svansar presenteras i appendix A.1.1.

5.1.2 Skevfordelade feltermer

For denna typ av avvikelse understktes som komplement till simuleringar med £, > 0 &ven fallet
B1 < 0, 1 kombination med X fran en exponentialférdelning med véntevarde 1. Utéver det simule-
rades forkastningsfrekvensen med skevférdelade residualer och X likformigt férdelad mellan 0 och
3.

5.1.2.1 Med X fran en exponentialférdelning

Nér X genererades fran en exponentialférdelning noterades att bade det normalférdelningsbaserade
testet och permutationstestet presterade inom referensintervallet for §; = 0. Grafen for detta fall
presenteras i appendix A.1.2. I Figur 8 visas forkastningsfrekvensen for respektive test som en
funktion av 6kande skevhet fér 5; > 0. Vi ser att for n = 10 och n = 1000 upptécker t-testet det
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faktiska sambandet i storre utstrackning &n permutationstestet. I fallet n = 1000 visar figuren att
forkastningsfrekvensen okar nagot med okande skevhet for ¢-testet.

I Figur 9 visas motsvarande simuleringar nér 7 < 0. Har medfér 6kad skevhet istéllet nagot
hogre forkastningsfrekvens for permutationstest och lagre forkastningsfrekvens for ¢-test.

n=10, B, #0 n=1000, B.:#0
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Figur 8: Forkastningsfrekvens som funktion av 6kande skevhet for tva olika stickprovsstorlekar i fal-
let da B; > 0. Den forklarande variabeln genererades fran en exponentialférdelning med vintevérde
1 och feltermerna fran en skev fordelning.
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Figur 9: Forkastningsfrekvens som funktion av 6kande skevhet for tva olika stickprovsstorlekar i fal-
let d& 81 < 0. Den foérklarande variabeln genererades fran en exponentialférdelning med vintevérde
1 och feltermerna fran en skev fordelning.
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5.1.2.2 Med X fran en likformig férdelning

Med den forklarande variabeln fran en likformig férdelning mellan 0 och 3 ser vi i Figur 10 att
férkastningsfrekvensen for de bada testen ar mycket lik den i det foregaende fallet med negativa
B1-varden. Bade t-test och permutationstest visar pa forkastningsfrekvenser inom det satta refe-
rensintervallet och de ar darmed giltiga, se Figur A.4 i appendix A.1.2.

n=10, B; #0 n=1000, B,#0
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Figur 10: Forkastningsfrekvens som funktion av 6kande skevhet for tva olika stickprovsstorlekar i
fallet da 81 # 0. Den forklarande variabeln genererades fran en likformig férdelning pa [0, 3] och
feltermerna fran en skev fordelning.

5.1.3 Utstickare

I Figur 11 presenteras forkastningsfrekvensen for de tva testtyperna som funktion av andel utstic-
kare for fallet 81 = 0. For n = 10 ser vi att ¢-testet ett flertal ganger ger en forkastningsfrekvens
hogre én referensintervallet vilket tyder péa att t-testet ar icke-giltigt. Det kan motivera anvéind-
ning av permutionstest for mindre stickprovsstorlekar nir datan innehéaller utstickare i Y-led. For
fallet n = 1000 ddremot befinner sig bada testen inom referensintervallet. Viktigt att notera &r att
eftersom referensintervallet &r pa 95% ar det 5% sannolikhet att ett giltigt test hamnar utanfor
referensintervallet. For fallet 81 # 0 presterar testen likartat med avseende pa effektivitet, och for
kompletta resultat hinvisas ldsaren till appendix A.1.3, Figur A.6.

5.1.4 Icke-konstant varians

I Figur 12 presenteras forkastningsfrekvensen som funktion av spridning i feltermens varians, i fallet
51 = 0. Koefficienten som bestdmmer detta forklaras i avsnitt 4.1.4. Vi ser att det normalfordel-
ningsbaserade testet har en for hog forkastningsgrad for bada stickprovsstorlekarna och dr darmed
icke-giltigt. Permutationstestet forkastar inom referensintervallet fér de bada stickprovsstorlekarna,
och bevarar saledes signifikansnivan.

Figur 13 visar forkastningsfrekvensen i fallet 5, # 0 for stickprovsstorlekarna n = 10 respektive
n = 1000. Genom att basera slutsatser pa dessa figurer kan den felaktiga slutsatsen dras att t-test
presterar bra for denna feltermstyp da det har en hog styrka, men sa &r inte fallet. Eftersom forega-
ende simuleringarna visar pa att t-testet inte bevarar signifikansnivan for denna typ av feltermer,
ar testet inte giltigt och bor darfor inte anvéndas, trots den hogre styrkan.

Viktigt att notera ar att permutationstestet som anvénts for avvikelser med icke-konstant va-
rians, dr med teckenbyte - se avsnitt 3.3.
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Figur 11: Forkastningsfrekvens som funktion av 6kande andel utstickare for tva stickprovsstorlekar i
fallet da 81 = 0. Den forklarande variabeln genererades fran exponentialférdelning med vintevérde
1 och feltermerna fran en normalférdelning med en given andel utstickare.
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Figur 12: Forkastningsfrekvens som funktion av ékande lutningskoefficient for tva stickprovsstor-
lekar i fallet d& 57 = 0. Den forklarande variabeln genererades fran en exponentialférdelning med
vanteviarde 1 och feltermerna fran en normalférdelning med varians beroende pé den forklarande

variabeln.

5.2 Multipel linjar regression

5.2.1 Tunga svansar

I appendix A.2.1, Figur A.7, presenteras forkastningsfrekvens som funktion av svanstyngd (kur-
tosis) i fallet d& 8; = 0. Vi ser att bada testtyperna bevarar signifikansnivan, eftersom de héller
en forkastningsfrekvens inom referensintervallet. Figur A.8 visar att de bada testtyperna &r lika
effektiva. Dessa resultat styrker alltsa slutsatserna fran simuleringar i det univariata fallet.
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Figur 13: Forkastningsfrekvens som funktion av ckande lutningskoefficient for tva stickprovsstor-
lekar i fallet d& 57 # 0. Den forklarande variabeln genererades fran en exponentialférdelning med
vanteviarde 1 och feltermerna fran en normalférdelning med varians beroende pé den forklarande
variabeln.

5.2.2 Skevfordelade feltermer

I Figur A.9, appendix A.2.2, ser vi att forkastningsfrekvensen for t-testet i fallet med skevforde-
lade feltermer och en multivariat modell i ett fall nar Gver referensintervallet. Detta kan vara en
indikation pé att testet inte ar giltigt, men eftersom referensintervallet ar valt till 95% ar det 5%
risk att ett giltigt test hamnar utanfor intervallet. Darmed &r det rimligt att tro att bade t-testet
och permutationstestet, som héaller en forkastningsfrekvens inom referensintervallet, ar giltiga.

Simuleringarna visade &ven att de bada testtyperna presterar mycket likartat med avseende pé
effektivitet, se Figur A.10 i appendix A.2.2.

5.2.3 Utstickare

Figur 14 visar att bada testtyperna &r giltiga, eftersom de inte 6verskrider referensintervallet for
signifikansnivan. Normalférdelningsbaserade testet har genomgaende en férkastningsfrekvens under
signifikansnivan och det dr ddrmed konservativt. Figur 15 visar att permutationstest och normal-
férdelningsbaserat test presterar likviardigt med avseende pa effektivitet. Bada testtyperna far
minskad styrka for 6kande andel utstickare i feltermen.

5.2.4 Icke-konstant varians

Resultat fran simuleringar med en multivariat modell och icke-konstant varians i feltermerna visas i
appendix A.2.4. Har visas forkastningsfrekvensen for bade permutationstest som kraver utbytbarhet
och permutationstest med teckenbyte. Det vanliga permutationstestet inte &r teoretiskt motiverat
och darfor ar det forvintat att inte prestera bra. Resultaten visar som véntat att permutationstest
med teckenbyte ar giltigt, medan det vanliga permutationstestet forkastar i for hog grad och ar
dérav icke-giltigt. Ej presenterat i figurerna &r t-testet som inte heller i det multivariata fallet
bevarade signifikansnivan.
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Figur 14: Forkastningsfrekvens som funktion av 6kande andel av utstickare for tva stickprovsstorle-
kar i fallet da 81 = 0. De forklarande variablerna genererades fran en bivariat normalférdelning med
vantevarde 0, varians 1 och korrelationskoefficient 0.5 och feltermerna enligt en normalférdelning
med en given andel utstickare.
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Figur 15: Forkastningsfrekvens som funktion av 6kande andel av utstickare for tva stickprovsstorle-
kar i fallet da 81 # 0. De forklarande variablerna genererades fran en bivariat normalférdelning med
vinteviirde 0, varians 1 och korrelationskoefficient 0.5 och feltermerna enligt en normalférdelning
med en given andel utstickare.
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6 Diskussion

6.1 Resultatdiskussion

Simuleringarna i denna studie visar att permutationstestet som véntat ar giltigt &ven med icke-
normalférdelade feltermer. Aven t-testet, vars kriterier for att vara giltigt inte #r uppfyllda, verkar
vara robust for manga av de undersokta typerna av feltermsavvikleser. Ett fall dir detta dock inte
géller och t-testet &r icke-giltigt dr da feltermerna har icke-konstant varians. Vad som &r viktigt
att beakta ar att det i det hir arbetet endast har studerats en begransad méngd feltermer som
bryter mot t-testets forutsdttningar, saledes kan inga generella slutsatser dras om vilka avvikelser
som t-testet bevarar signifikansnivan. Detta kan vara en anledning att féredra permutationstest
framfor t-test.

For feltermer med icke-konstant varians 6verskrider ¢-testet signifikansnivan. Detsamma géller
fér permutationstest dar vi permuterar residualerna. Daremot bevarar permutationstestet med
teckenbyte signifikansnivan for dessa feltermer och ar saledes att foredra.

Simuleringsresultaten fran fallet med X fran en exponentialférdelning, 81 > 0 och feltermer
fran en skev fordelning, se Figur 8, visar pa att permutationstestet med ckande skevhet &r sédmre
pa att hitta faktiska samband nér dessa finns. Daremot fortsitter ¢-testet prestera pa samma niva,
vilket dr ovintat. I fallet da X istéllet foljer en likformig fordelning som i Figur 10 presterar de
bada testen likartat. Fran detta dras slutsatsen att fordelningen i X har en paverkan pa testens
styrka specifikt for fallet da feltermerna &r skevfordelade. Att &ven tecknet pa (1 péverkar hur
permutationstestet presterar, i det specifika fallet da X &r exponentialférdelad och residualerna
foljer en skev fordelning, styrks av resultaten da gy < 0, se Figur 9. For att sammanfatta bevarar
béada testen signifikansnivan men styrkan beror pa hur den férklarande variabeln &r férdelad och
om vi har ett positivt eller negativt samband.

Det &r relevant att ta fram bra metoder for att undersdka data med denna typ av avvikelse i
residualernas fordelning. Ett exempel for detta finns i Andelin m. fl. (2016), en studie av precision
av en glukosmitare. I Figur 2 i Andelin m. fl. (2016) ser vi ett exempel pa skeviordelade residualer
i en modell som visserligen &r icke-linjir, men som &nda visar pa en situation som styrker att
skevhet rimligtvis ar ett problem som &r viktigt att kunna hantera.

For feltermer med utstickare indikerar simuleringarna Overlag pé att t-testet bevarar signifi-
kansnivan, med undantag for fallet med en simpel modell och n = 10. Eftersom signifikansnivan
inte bevaras for sma stickprovsstorlekar, kan det vara bra att undersodka ifall kraftigare utstickare
eller andra typer av utstickare kan ha inverkan pa ¢-testets robusthet.

Resultaten fran fallet da feltermerna foljer en fordelning med tunga svansar visar att det nor-
malfordelningsbaserade t-testen fungerar bra med denna typ av avvikelse.

Simuleringarna med multivariat modell styrker 6verlag slutsatserna fran simuleringar med en
simpel modell, vilket tyder pa att korrelation mellan férklarande variabler inte paverkar testens
prestation. Vad som skulle kunna vara intressant att studera adr paverkan fran &nnu kraftigare
korrelation. Att permutationstest endast dr asymptotiskt exakt for fallet med en multivariat modell
verkar inte vara nagot problem for att motivera anvindning av testet.

Genom arbetets gang har det visat sig att resultatet for t-testet for den minsta stickprovsstor-
leken n = 10 varierar mer med olika simuleringar &n for storre stickprovsstorlekar. Detta styrker
slutsatsen att detta test bor anvindas med forsiktighet da feltermerna inte kan antas normalfor-
delade, sarskilt da stickprovsstorleken &r liten. Dartill &r det véirt att ndmna att om feltermerna ar
béade icke-symmetriska och har icke-konstant varians ar inget av de permutationstest vi diskuterar
i denna rapport giltiga.

Sammanfattningsvis ser vi att permutationstest presterar béattre eller likvardigt med t¢-testet,
men aldrig sdmre for de fall vi undersckt i denna rapport.

6.2 Allman diskussion

6.2.1 R’-statistika i permutationstest

I litteratur som behandlar permutationstest i linjira modeller anvinds ofta andra statistikor &n
T-statistikan for att utvirdera en skattad regressionskoefficient. Ett exempel pa en sddan statistika
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ar forklaringsgraden R? som &r ett matt pa hur vil variansen i responsvariabeln férklaras av den
linjdra anpassningen. I dessa fall konstrueras ett p-vérde genom att méta andelen permutationer av
residualtermen som ger hogre R2-viirde én den ursprungliga skattningen. R2-statistikan ger samma
resultat i termer av férkastningsfrekvens som t-statistikan med symmetriskt p-virde da bada utgar
fran en symmetrisk referensférdelning.
I detta arbete undersdktes dven permutationstest med R2-statistikan parallellt med T-statistikan,

de bada statistikorna gav mycket liknande resultat. For att lattare kunna jamfora permutations-
testet med det parametriska t-testet, presenteras endast T-statistikan.

6.2.2 Konfidensintervall via permutationstest

I praktiken &r det ofta onskvart att tillsammans med ett p-virde fér en parameterskattning B dven
presentera ett konfidensintervall for hur siker denna skattning &r. Om residualtermen i var linjéra
modell inte kan antas normalférdelad géller det dven att vanliga konfidensintervall som grundas
péa att responsvariabeln dr normalférdelad inte kan anvindas. For att 16sa detta problem finns
metoder som baseras pa permutationsforfaranden framtagna for att bygga ett konfidensintervall
dven i de fall da feltermen - och dirmed responsvariabeln - i en linjir regressionsmodell inte
uppfyller ett normalférdelningsantagande. Konfidensintervallet konstrueras genom att hitta alla
parameterviarden b for vilka nollhypotesen Hy : 5 = b inte kan forkastas. Vart att notera ar att
konfidensintervall berdknade via permutationstest, precis som de hypotestest via permutationer
som studerats i denna rapport, ofta dr berdkningstungt.

Simuleringsbaserade studier av konfidensintervall som tas fram via permutationer i jamforelse
med intervall som baseras pa ett normalférdelningsantagande &r ett mdojligt omrade for fortsatta
studier.

6.2.3 Befintliga implementationer av permutationstest

Som slutanviindare kan det vara av intresse att veta vad for befintliga implementationer som
finns lattillgdngliga. I spraket R finns det i dagsldget primért tre paket fér permutationstest. For
permutationstest i linjir regression finns det relativt nya paketet permuco (Frossard och Renaud,
2018) som inkluderar implementation av flertalet permutationstest for linjara modeller, daribland
Freedman-Lanes metod som anvénts i detta arbete. Ett annat alternativ for permutationtest i
linjér regression ar imPerm (Wheeler och Torchiano, 2016) och f6r permutationstest i allmdnhet
paketet coin (Hothorn m.fl., 2017).

6.3 Etiska aspekter

Vi finner i detta projekt inga problematiska etiska aspekter. Vara simuleringsresultat dr reprodu-
cerbara genom anviandning av fro (seed). I 6vrigt &r vi tydliga med att denna metod inte utvecklats
av oss utan refererar till dess ursprungliga upphovspersoner.
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A Ovriga resultat

Resultat av simuleringsstudien som av praktiska skél inte presenterats i rapporten huvuddel, pre-
senteras i sin fullstdndighet i detta appendix.

A.1 Simpel linjar regression

A.1.1 Tunga svansar

A.1.1.1 Med X fran en exponentialférdelning
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Figur A.1: Forkastningsfrekvens som funktion av 6kande kurtosis for tva olika stickprovsstorlekar
i fallet d& B; = 0. Den forklarande variabeln adr genererad fran en exponentialférdelning med

vanteviarde 1. De bada testen presterar likartat.
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Figur A.2: Forkastningsfrekvens som funktion av 6kande kurtosis for tva olika stickprovsstorlekar
i fallet da B; # 0. Den forklarande variabeln &r genererad fran en exponentialférdelning med

vanteviarde 1. De bada testen presterar likartat.



A.1.2 Skevfordelade feltermer
A.1.2.1 Med X fran en exponentialférdelning
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Figur A.3: Forkastningsfrekvens som funktion av 6kande skevhet for tva olika stickprovsstorlekar
i fallet d& B; = 0. Den forklarande variabeln ar genererad fran en exponentialférdelning med
vanteviarde 1. De bada testen presterar likartat.

Motsvarande graf for 51 # 0 presenteras i avsnitt 5.1.2.
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A.1.2.2 Med X fran en likformig férdelning
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Figur A.4: Forkastningsfrekvens som funktion av 6kande skevhet for tva olika stickprovsstorlekar i
fallet d& 81 = 0. Den forklarande variabeln &r genererad fran en likformig fordelning pé [0, 3]. De
bada testen presterar likartat.
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Figur A.5: Forkastningsfrekvens som funktion av kande skevhet for tva olika stickprovsstorlekar i
fallet d& 81 # 0. Den forklarande variabeln &r genererad fran en likformig fordelning pa [0, 3]. De
bada testen presterar likartat.
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A.1.3 Utstickare
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Figur A.6: Forkastningsfrekvens som funktion av 6kande andel utstickare for tva stickprovsstorlekar
i fallet da B; # 0. Den forklarande variabeln dr genererad fran en exponentialférdelning med
vanteviarde 1. De bada testen presterar likartat.

Motsvarande graf for 81 = 0 presenteras i avsnitt 5.1.3

A.1.4 Icke-konstant varians

Samtliga grafer presenteras i avsnitt 5.1./
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A.2 Multipel linjar regression

A.2.1 Tunga svansar
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Figur A.7: Forkastningsfrekvens som funktion av 6kande kurtosis f6r tva stickprovsstorlekar i fallet
da p; = 0. De forklarande variablerna &r genererade fran en bivariat normalférdelning med vénte-
varde 0, varians 1 och korrelationskoefficient 0.5. De bada testen presterar likartat med vad som
sags for det motsvarande fallet vid simpel linjér regression.
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Figur A.8: Forkastningsfrekvens som funktion av 6kande kurtosis fér tva stickprovsstorlekar i fallet
da p1 # 0. De forklarande variablerna &r genererade fran en bivariat normalférdelning med véinte-
varde 0, varians 1 och korrelationskoefficient 0.5. De bada testen presterar likartat med vad som
sags for det motsvarande fallet vid simpel linjér regression.
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Figur A.9: Forkastningsfrekvens som funktion av 6kande skevhet for tva stickprovsstorlekar i fallet
da 1 = 0. De forklarande variablerna &r genererade fran en bivariat normalférdelning med véinte-
véirde 0, varians 1 och korrelationskoefficient 0.5. De bada testen presterar likartat med vad som
sags for det motsvarande fallet vid simpel linjér regression.
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Figur A.10: Forkastningsfrekvens som funktion av ckande skevhet for tva stickprovsstorlekar i
fallet da By # 0. De forklarande variablerna &r genererade fran en bivariat normalférdelning med
vantevarde 0, varians 1 och korrelationskoefficient 0.5. De bada testen presterar likartat med vad
som sags for det motsvarande fallet vid simpel linjér regression.

A.2.3 Utstickare

Samtliga grafer presenteras i avsnitt 5.2.3



A.2.4 Icke-konstant varians
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Figur A.11: Forkastningsfrekvens som funktion av 6kande lutningskoefficient fér tva stickprovsstor-
lekar i fallet da 81 = 0. De foérklarande variablerna &r genererade fran en bivariat normalférdelning
med vintevarde 0, varians 1 och korrelationskoefficient 0.5. Det vanliga permutationstestet ar icke-
giltigt medan permutationstest med teckenbyte bevarar signifikansnivan och &r dérmed giltigt.
t-testet, som inte presenteras i figuren, presterar likartat med vad som sags for det motsvarande
fallet vid simpel linjér regression.
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Testtyp : O permTest o permTestSign Testtyp : OO permTest o permTestSign

Figur A.12: Férkastningsfrekvens som funktion av 6kande lutningskoefficient for tva stickprovsstor-
lekar i fallet da 81 # 0. De férklarande variablerna &r genererade fran en bivariat normalférdelning
med véintevirde 0, varians 1 och korrelationskoefficient 0.5. I Figur A.11 sags det att endast permu-
tationstest via teckenbyte var giltigt for fallet 5; = 0 vilket gor att endast detta test kan anvindas
for fallet 81 # 0. For detta fall presterar testet likartat med vad som sags for det motsvarande
fallet vid simpel linjér regression.
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B Exempel pa utbytbara beroende slumpvariabler

Lat X vara en n-dimensionell kolumnvektor med normalfordelade variabler. Den simultana téat-
hetsfunktionen av X &r,

exp(—3(X = )TN (X — p))

T1,X2,...,Ln) = , 9
Fx(@1, @ ) (2m)" det (%) ®
dér 3 = E[(X - ,LL)(X - H)T] och n= (/“L17:U“27 s Hu’n)T'
Antag att variablerna X; och X; har lika varians och lika parvis korrelation,
02, omi=j
E[(X; —p)(X; — )] = 0 (10)
p,  omiFj
Antag vidare att medelviirdet for variablerna r lika, g = (u, 1, ..., p)7.

Lat P vara en permutationsmatris, sidant att PX = (x;,,2iy, ..., 2;, )7 . DAr iy, dg,...,4, ar
de permuterade indexen for vektorn X. Ekvationen (9) &r da lika med,

exp(—1 (X — )7 PTPE-1PTP(X - )

fx(xy,29,...,2,) = T ao ) —
exp(—3(P(X — p))T(PEPT)"1(PX — Pp))

(2m)" det (%) B
exp(—3(PX — Pp)" (B[P(X — p)(X — )" PT])"1(PX — Pp)) _
(2m)" det(D)
exp(—5(PX — Pp)T(E[(PX — Pu)(PX — Pu)"]) "1 (PX — Pp)) _
(2m)™ det(X)
exp(—3(PX — p)T(E[(PX — p)(PX — p)T]) "1 (PX — 1))

(27)" det(X) ’

Fran antagandet i (10) foljer det att kovariansmatrisen
E[(PX—p)(PX~p)"] = [B[(Xi, —p) (Xi, =} j=1 = [BI(Xe—p) (X~} jo1 = El(X—p)(X=p)"].
Eftersom det(PXPT) = det(P)det(X)det(PT) = (£1)det(X)(£1) = det(X), foljer det att

Ix (@1, .., xn) = fx(@i, ..., 24,)-

C Kod

Vara slutgiltiga implementeringar finns tillgdngliga med instruktioner pa https://github.com/
Samev/BScPermtestLinReg.
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