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Popularvetenskaplig presentation

Vem var egentligen Ramanujan, och varfor skriver vi om honom? Jo, han var ett matematiskt
underbarn med en enorm idérikedom som inspirerat matematiker i snart ett hundra ar men som
trots detta inte lyckades bli godkénd pa hogskolan. Han &r intressant for oss pa grund av hans
resultat inom matematiska berdkningar.

Innan sin tidiga dod vid 32 ars alder blev hans talang som tur var upptédckt. Han fick da
mojlighet att resa till England dar han kunde sprida sina idéer till den matematiska gemenskapen.
En av hans insikter &r motiveringen for var uppsats och den &r ett av hans mest centrala resultat.
Den kallas for Ramanujans méstarsats och sidger att for vissa komplexa tal s och funktioner ¢

géller
™

/ T (p(0) - () 4+ p(2)a? — - o = ().

sin s

Grunden fér denna formel och vart arbete ar det som kallas for komplext deriverbara funktioner.
En sddan funktion &r definierad pé en del av det komplexa planet som ges av

C={u+iv:u,veRochi=+v—-1}.

R betecknar den reella linjen som innehéaller alla tal som bestar av ett heltal och en decimalf6ljd,
till exempel 7 = 3.14159. .. eller talet 0.25. Med andra ord &r de komplexa talen de tal som kan
skrivas pa formen u + v dér u och v &r reella tal och i &r en 16sning till ekvationen z2 = —1.
Notera att C &r ett “plan”, eftersom de komplexa talen har tva dimensioner. Fran namnet framgar
dessutom att en komplext deriverbar funktion gar att derivera. De flesta minns fran gymnasiet att
en funktions derivata i vanliga fall ges av

RSh—0 h

Beteckningen limgsy,_,0 betyder att vi later det reella talet h gar mot 0 bade fran den negativa och
positiva sidan av nollan. Derivatan &r ett grundliaggande koncept for stora delar av matematiken
och fysiken. Typiskt berdknas f’ for att ta reda pa lutningen av en kurva i en graf. Fascinerande
nog ar den komplexa motsvarigheten till derivatan mycket djupare &n sa. Definitionen &r i princip
samma, som ovan, med enda skillnaden att vi nu skriver

C5h—0 h

Vi later alltsa nu h g& mot noll i alla riktningar i det komplexa planet istéllet. Det visar sig att
komplext deriverbara funktioner har en slags entydighetsegenskap. Om tva sadana funktioner &r
lika pa ett litet omrade med vissa egenskaper, sa maste de vara lika 6verallt. Detta ger upphov till
unika utvidgningar, eller fortsdttningar som vi ockséa séger, av funktionen i fraga.

En viktig del av vart arbete behandlar Riemannhypotesen som &r matematikens viktigaste
olosta formodan. Den formulerades for 6ver 150 ar sedan och &r en férmodan som matematiker
efter tusentals forsok inte kunnat avgéra om den stdmmer eller inte. Hypotesen sidger att den
analytiska fortsattningen till funktionen

1 1
:1 —_— — DY
¢(s) tontat

har en specifik fordelning av sina nollstéllen, vilket har en betydande roll for till exempel primtalens
fordelning. I vart arbete anvinder vi méstarsatsens formel for att visa ett tillrackligt och nodvandigt
villkor, Riesz kriterium, fér denna fundamentala hypotes.



Sammanfattning

I detta arbete ger vi en rigords framstéllning av teorin bakom Ramanujans méstarsats. Vart
syfte &r att skriva ut de detaljer i bade formuleringar och bevis som uteldmnas i littera-
turen, samt relatera méstarsatsen till Riesz kriterium. Vi understker dven ett flertal andra
tilldimpningar. Vi inleder med en genomgéng av nagra resultat angadende Mellintransformen
och gammafunktionen. Efter att vi sedan genomfort ett bevis av Ramanujans resultat visar
vi pa fem tillhérande foljdsatser, bland annat Eulers reflektionsformel, som vi tillimpar flitigt
under resterande delar av rapporten. Vi bevisar Riesz kriterium genom att tillimpa mastarsat-
sen, vilket skiljer sig nagot fran Riesz ursprungliga metod. Mot slutet av rapporten presenterar
vi en flerdimensionell version av méstarsatsen och ger exempel pa vad for integraler vi kan
16sa med hjalp av den.

Abstract

In this paper, we give a rigorous representation of the theory behind Ramanujan’s master the-
orem. Our purpose is to write out the details in the proof that are omitted in the literature,
and relate the master theorem to the Riesz criterion. We also investigate several other appli-
cations. We begin with a review of some results regarding the Mellin transformation and the
gamma function. After we have shown a proof of Ramanujan’s result, we show five associated
corrollaries including Euler’s reflection formula, which we apply many times in the remain-
ing parts of the report. We prove Riesz’s criterion by applying the master theorem, which
differs somewhat from Riesz original method. Towards the end of the paper we write about
applications of the master theorem. We consider a multidimensional version and examples of
integrals we can solve with it.



Forord

Vi har fort en loggbok 6ver de enskilda medverkandes prestationer under arbetet.

Vi har samarbetat om alla delar, men den huvudsakliga ansvarsférdelningen ser ut pa féljande vis,

e Felix: Avsnitt 2.3, 3, 4 och 5.
e Niklas: Avsnitt 1, 2.1, 2.2 och 6.

Vi vill tacka Per Salberger for tillgéinglighet vid fragor och fér ménga funna stavfel.
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1 Inledning

1.1 Planering

I detta arbete skall vi inleda med en genomgéng av Mellintransformen, vilken &r grundlaggande for
méstarsatsen. Efter att vi sedan genomfort ett bevis av Ramanujans resultat planerar vi att visa
fem tillhérande foljdsatser som vi kommer tillampa flitigt under resterande delar av rapporten.
Vidare vill vi underséka om Riesz kriterium enklare kan bevisas med hjélp av maéstarsatsen. Mot
slutet av rapporten skall vi skriva om nagra av Ramanujans méstarsats tillampningar. Déribland
ingar en flerdimensionell version av méstarsatsen och exempel pa vad for integraler vi nu kan l6sa
med hjalp av den.

1.2 Bakgrund

Ramanujans méstarsats skrevs ned av den vilkdnda matematikern Ramanujan, men bevisades forst
av Hardy. Den berdknar Mellintransformen av vissa potensserier. Detta har manga anvidndnings-
omraden, frimst att berdkna integraler, men den ser ocksa viss tillampning i bevis. Den kan genera-
liseras till flerdimensionella integraler, och p& denna form ser den tillimpning pa4 Feynmandiagram
och nérliggande kvantfysik. De bada versionerna av méstarsatsen ar ett aktiva forskningsomraden
an idag, till exempel finns nutida artiklar angdende Fourieranalys och icke-kompakta symmetriska
rum.

Ramanujans matematiska arbeten behandlar frimst odndliga summor och integraler, men han
ar ocksa kind for sina resultat inom talteorin. Han skrev inte ut nagot bevis for flertalet av sina
satser och méanga av dem &r endast kéinda fran de anteckningsblock han ldmnade kvar efter sin
tidiga dod vid 32 ars alder. Manga av satserna var redan bevisade nér han skrev dem, andra har
sedan dess bevisats av andra matematiker och négra har till och med motbevisats. Han betraktas
allmént som en av de mest begavade matematikerna nagonsin. [1][8]

En av méstarsatsens intressanta egenskaper ar att dnnu idag finns ingen precist kriterium for
niar méstarsatsens likhet géller. Den formulering vi anvénder i denna rapport ger tillrackliga villkor,
men Ramanujans egna exempel uppfyller ofta inte dem. Trots det har flera av de satser han kom
fram till pa detta sétt senare visat sig vara korrekta.

Maéstarsatsen dr central inom ett antal omraden. Trots det &r den relativt okénd. Den vedertagna
killlan &r Hardys bok [1], men dér &r satsen bevisad i korta drag som egentligen bara gar igenom
bevisets idéer. Aven i den flerdimensionella formuleringen och dess bevis utlimnas detaljer, och
dessutom antaganden.

Riemannhypotesen dr en av de djupaste obevisade pastaendena inom matematiken. Det adr bade
ett av Clay-institutets sju millenieproblem fran 2000, och ett av de tjugotre Hilbertproblemen fran
1900. Trots sa manga ar som matematikens storsta olosta formodan har ingen lyckats bevisa,
eller motbevisa, den hittills. Daremot har manga ekvivalenta pastaenden till hypotesen funnits,
déribland Riesz kriterium, som &verfor problemet pa ett annat. Riesz bevisade sitt kriterium 1915,
och med det visade han att det finns en koppling mellan Riemannhypotesens sanning eller osanning,
och (-funktionens beteende pa de jamna positiva heltalen.

Beviset av Riesz kriterium har vissa likheter med Ramanujans méstarsats. De bevisades unge-
far samtida med varandra, och bada bygger pa att Mellintransformera en odndlig summa. Dessa
likheter tyder pa att det finns en intressant koppling mellan dem.

1.3 Syfte

I detta arbete avser vi att ge en rigoros framstéllning av teorin bakom Ramanujans méstarsats och
nagra av dess tillimpningar. Vi skall speciellt underséka om det gar att visa Riesz kriterium med
méstarsatsen, och i sa fall jamfora det med Riesz ursprungliga bevis. Ett 6vergripande syfte ar att
skriva ut de detaljer i bevis och antaganden som uteldmnas i den litteratur vi har hittat.



2 Mellintransformen

2.1 Transformen och dess invers

Innan vi tar oss an Ramanujans méstarsats, behéver vi kinnedom om Mellintransformen. Den &r
starkt relaterad till Laplace- och Fouriertransformen. Mellintransformen av f ges av

dx
—.

M(f)(s) = / e i)

Den studerades systematiskt av den finske matematikern Hjalmar Mellin. Transformen &ar flitigt
anvand inom talteorin och tillhérande komplex analys, men ocksd inom matematisk statistik. For
att utnyttja Mellintransformen effektivt behover vi en sats som ger oss dess invers.

Sats 2.1 (Mellins inversionssats, [2, s. 7]). For alla styckvis kontinuerliga funktioner ®, sd att
integralen [ 2*®(2) L absolutkonvergerar for alla s med Re(s) € (a,b), gdller det for alla

A € (a,b) att

v = [ we@ meair 0@ =5k [t
s—ox )—  medfor x—2m,)\_ioo s)x~%ds
ndstan overallt, och att T dr en analytisk funktion i Re(s) € (a,b). 4
Omudnt, for alla funktioner T som dr analytiska i remsan Re(s) € (a,b) sd att f/\’\j;;o T(s)z~%ds
absolutkonvergerar for alla X € (a,b), gdller det att

dx
x

A+ioco )
O(x) = ! /)\ Y(s)z™°ds medfor T(s)z/o 2°®(x)

21 —ico

och @ dr en styckvis kontinuerlig funktion pd Ry med ®(z) = %(limw_)w+ D (w) + limy, - @(w))
for alla x € Ry.

Bevis. Skriv s = A+ it, och sitt y = —log(z). Med hjélp av satsen om inversa Fouriertransformen
(se sats A.1) och variabelbytet ovan far vi att

T(s) = / xsq)(:r)d—x =

0 x

— T(s) = / @(elOg(m))eIOg(z)sd—x —
0 l’

= T\ +it) = / (R(e7V)e ¥ e Wiy <

= / T\ +it)evtdt = 2mi (@ (e ¥)e V) =

(o) o .
— / T\ +it)e VA gt = 2mid(e7Y) —
- A+ic0
= / Y(s)x™%ds = 2mi®(x).
A—ioco

Det som aterstar att visa ar de pastadda egenskaperna fér ® och Y. Vi visar att T &r analy-
tisk genom att visa att Y’ existerar. Eftersom integralen i uttrycket Y’(s) = 4 I *®(z) 4 &y
absolutkonvergent kan vi integrera och differentiera i omvénd ordning. Vi ser forst foljande,

/ 14 & ()2 do = / 1®(z) log(z)z*~"|da.
o ds 0

For varje tillrackligt litet € > 0 finns ett § > 0 s& att |log(z)| < 7€ for 0 < x < § och log(z) < ¢
for x > %. Valj en omgivning [s — €, s + €] till s i intervallet (a,b). Vi far

S5 1@ (@) log ()2 ~Yda < [ 25~ @ (x)|da+ [, [log(w)z® 1@ (x)|da+ [{7; |#* < @ ()| dv. Den



forsta och den sista termen i hogerledet konvergerar d& s—e, s+¢€ € (a,b), och den mittersta termen
ar andlig. Allts& absolutkonvergerar Y. B
For att visa pastidendet om ® anvinder vi sats A.1. ®(y) = ®(e"¥)e ¥* uppfyller villkoret
D(y) = 2 (limy, e+ d(w) + limy, - %(w)) Eftersom ®(z) = 22 ®(—logz) och 2> &r kontinuerlig
och —log x &r monoton, sa uppfyller & samma villkor.
O

Anmdrkning 2.1. Antag att integralen

/000 xsfb(x)d—x

T

absolutkonvergerar for alla s med Re(s) € (a,b). Da &r integralen en analytisk funktion med
avseende pa s i samma omrade enligt beviset av satsen ovan.

2.2 Egenskaper

Vi skall nu diskutera nagra viktiga egenskaper hos Mellintransformen som vi kommer ha nytta i
rapporten. Forst far vi foljande direkt ur definitionen av Mellintransformen,

f(x) =27g(x) = M(f)(s) = M(g)(s + 2),
f(@) =g(zz) = M(f)(s) = 27" M(g)(s), (1)
fl@)=e = M(f)(s) =T(s)

dar implikationerna endast betyder nagot nér alla termer konvergerar. Vi ger ocksa ett naturligt
korollarium till Mellininversionen.

Foljdsats 2.1 (Entydighet for Mellintransformen). Om Mellintransformerna for de kontinuerliga
funktionerna f och g absolutkonvergerar och antar samma véarden pd ett éppet omrade i C, sa gdller
f(z) =g(x) dé x> 0.

Bevis. Om Mellintransformen av nagon funktion h absolutkonvergerar fér nagot s, sa absolut-
konvergerar det for alla s med samma realdel. Detta ger att Mellintransformerna av f och g
sammanfaller pa4 en Oppen remsa. Nu kan vi kan enligt sats 2.1 Mellininvertera bada sidor av
M(f)(s) = M(g)(s). Detta ger att f = g néstan Gverallt, och eftersom de bada &r kontinuerliga
racker detta. O

I proposition A.4 visar vi ett exempel pa en viss Mellintransform som &r lika med I'(s)((s).
Detta ar en vilkénd funktion, och den ar ett av méanga skil att Mellintransformen studeras.
2.3 Gammafunktionen

Vi har ovan sett att gammafunktionen dr en Mellintransform, eftersom att den uppfyller likheten

oo
I‘(z):/ r* e % dy
0

nér Re(s) > 0. Denna transform &r speciellt intressant for detta arbete, eftersom den bland annat
uppkommer i en av méstarsatsen formuleringar. For gammafunktionen géiller T'(n) = (n — 1)! pa
Z och den har en analytisk fortsdttning till C\ {0, —1, =2, -}, vilket for Gvrigt ges av foljdsats
3.2. Dessutom é&r den nollskild pa C och har fér varje icke-positivt heltal n en enkel pol med
residyn (—1)"/n!. Den reciproka gammafunktionen 1/I' &r en hel funktion. Ett vilként resultat
om gammafunktionen kallas Stirlings formel [5, s. 555]. Den géller for alla z med | arg(z)| < = och

sager’
T(z) = ﬁ(i)@ + (9(;'))

= (\/%efLog(z)/QJrzLog(z)fz) (1 + O(l)>

2|

TBetydelsen av O ges av definition A.1 och med Log menar vi principiallogaritmen.



Vi presenterar nu tvé resultat som ar grundldggande for var uppsats. De foljer direkt ur Stirlings
formel och ar anpassade efter vara syften.

Proposition 2.1. Det finns ett C > 0 med

1 =
<C Re(z)+ % |Im(z)|
5yl = Ce e
i omrddet Re(z) > 1/2.
Bewis. Vi definierar forst funktionen A(z) = v/2me~108(2)/2+2Log(2)=2 Epligt Stirlings formel finns

det ett r sa att |A(2)]/2 < |T'(2)| for |z| > r. Vi ser vidare att

log(|A(2)]) = log(v2m) + Re(—~Log(2)/2 + zLog(2) — 2)
— log(v/2r) — log(|2])/2 + Re(2) log(|2]) — arg(2)Im(z) — Re(2).
Detta medfor att log(|A(z)|) > Cy —Re(z) —7/2|Im(z)| f6r nagot Cy, eftersom log(|z|)(Re(z) —1/2)
antar ett minimum i Re(z) > 1/2 . Slutligen ser vi att |T'| antar ett minimum péa det kompakta

omradet {z : Re(z) > 1/2,|z| < r}. Darfor finns ett Co > 0 med
Coe Re(x)=3m) < |1'(2)] i vart omrade. O

Proposition 2.2. For varje fixt x € R far vi
1

(e + )| = Varlyl 2=~ 214 O

)l-

Vidare gdller:
i) Tag a,b € R. Fér nagot B > 0 och for tillrackligt stora |y|, far vi for alla x € [a,b]

[D(x +iy)| < Bly|"/2e 51,
i) Lat Q < w/2 och A > 0. Da gdller
A+ioco

/ IT(s)]eQM™ &) ds < oo
A—ioco

Beuvis. Se proposition A.5. O

3 Ramanujans mastarsats

3.1 Hardys bevis

I detta avsnitt formulerar vi den sats som Ramanujan kallade “Master theorem”. Det var ett av
hans viktigaste verktyg for att berdkna integraler och odndliga summor. Han skrev sjalv aldrig ned
under vilka hypoteser satsen géllde, men Hardy publicerade ett bevis en tid efter Ramanujans déd
ar 1920.

Sats 3.1 (Ramanujans méstarsats for ¢, [1, s. 189]). Lit 0 < & < 1. Antag att ¢ dr analytisk pa
halvplanet Re(z) > —d och att vi dir har |p(u + iv)| < CeP* Rl f5r nagot C > 0, P € R och
Q < 7. Da gdller

[ ey = et

for alla s med 0 < Re(s) < 4.

En alternativ formulering ges av foljdsats 3.5 och vi kallar d&ven den f6r méstarsatsen. Vi ob-
serverar att med var begridnsning av ¢ kan vi endast vara sékra pa att summan i vinsterledet
absolutkonvergerar da 0 < x < e~% och nir summan ej konvergerar betraktar vi istéillet dess
analytiska fortsattning. Vi forklarar detta mer utforligt i anmérkning 3.1 och exempel 3.1.



Den observante lasaren stéller sig ocksa fragan hur det &r mojligt att bestimma vardena av
¢ pa remsan —§ < Re(s) < 0 endast utifran dess virden pa Ny = {0,1,2,---}. Detta behandlas
i foljdsats 3.1 och svaret dr begrdnsningen av ¢. Om ¢ uppfyller villkoren i satsen, kommer till
exempel ¢(z) + sin(7z) inte att gora det trots att de antar samma virden pa Ng.

I beviset nedan utgar vi ifran idéerna som Hardy presenterar, men vi fyller i en rad detaljer
som han uteldmnar.

Bewvis. Vi definierar forst

Oy (z) = Z p(n)(—z)" och ¥(s) =

Vi observerar att ®y(x) = ZnN:o Res{¥, —n}, eftersom ¢(—s)z~* dr analytisk for fixt > 0 och
7/sinms har residyn (—1)" i punkten n € Z. Tag nu 0 < A < 6 och N € Z,. Betrakta den
rektangeln i det komplexa planet som bestéar av de raka linjesegmenten

Y1 A+iy y:—N —= N,
Yo 1y +iN y: A= —-N—-1/2
v3:— N —1/2+1y y: N — —N,
Y4y —iN y:—N—-1/2 = A\

Cauchys residysats’ ger oss

zm'cpN(x):/h\p(s)ds+[mW(s)ds+LSW(s)ds+L4W(s)ds

och vi vill veta vad som hénder nir N — oco. Tag 0 < x < e~ ¥ Integralen Gver v, uppskattar vi
med hjilp av lemma A.1 4) och av att —(P + logx) > 0 och far

—(N+1/2) A lo(—y —i —y—iN
. o(—y —iN)||x |
U(y +iN dyléﬂ/ : : dy
‘A ) vy sy - V)]

e—(P+10g;c)y+QN
< 27TC/ —dy
~(v1y2) TN —em|

Q—m)N A
< om0 (80 (o 1d
- |1 _ 6727|'N| Ys
~(N+1/2)

dér sista hogerledet gar mot 0 ndr N — oo. Integralen Gver 4 gar analogt mot 0. Till slut betraktar
vi 3. Vi observerar forst att om = < e~ ¥, finns det alltid ett w > 0 s& att © < e~ (P+9) Vi far
enligt lemma A.1 i) foljande uppskattningar,

_N N o N+1/2—iy
p(N +1/2 — iy)|Ja N +1/2-1)
—(N +1/2) +iy)dy| < / a
|/ /2) +iy)dy| < S (N 12— ig)] Y
N Qlyl-w(N+1/2)
< 2nC dy
e|77y|

S%Ce—w(zvﬂ/z)/ £(@=m)lul gy.
—-N

Aterigen gar det sista hogerledet mot 0 da N — co. Vi definierar nu ®(x) = limy ®y(z) och far
saledes

1 1 A+io0 T B
O(z)=— [ ¥(s)ds=-— - p(—s)z"*ds. (2)
27i ), 271 Jy_joo SIDTS

TSats A.2 i appendix.



En liknande kalkyl som ovan ger att integralen &r absolutkonvergent for alla x > 0. Vi utvidgar
dirfor ® fran 0 < z < e~ till alla > 0 med hjilp av den. Dessutom ir Y(s) = mp(—s)/sin7s
analytisk pa remsan 0 < Re(s) < § och darfor far vi i detta omrade enligt Mellins inversionssats

/Ooxs_1<1>(x)dx= T p(—s).
0
O

Anmdrkning 3.1. Observera att vi for utvidgningen av ® via (2), kan visa likformig konvergens péa
kompakta delméngder till {x € C: |arg(z)| < ¢} {6r ndgot ¢ > 0. Darfor dr ® &r analytisk pa Ry
[3, s. 409]. Antag nu att f &r en analytisk funktion langs hela positiva z-axeln och att vi kan skriva

f(x) =" pln)(=z)"
n=0

i nagon omgivning kring 0. Om det &r sa att ¢ uppfyller méstarsatsens antaganden, sammanfaller
f med utvidgningen av summan Y ¢(n)(—x)" pa hela R, enligt identitetssatsen’. Detta ger oss
mojligtheten att berdkna Mellintransformer fér en stor klass av funktioner, vilket vi utnyttjar i
exempel 3.1.

3.2 Foljdsatser

Maéstarsatsen ar ett resultat med manga konsekvenser. I denna del kommer vi presentera ett antal
av dem och ge tillrdckligt med teori for att kunna bevisa f6ljdsats 3.5. Vi borjar med en direkt
observation.

Foljdsats 3.1 (Entydighetssatsen). Ldt 0 < § < 1. Antag att ¢ dr analytisk pd halvplanet
Re(z) > =6 och att vi dir har |p(u + iv)| < CeP¥ Rl for nagot C > 0, P € R och Q < 7. Dd
bestims ¢ entydigt utifran sina vdrden pd Ny.

Bevis. Om tva funktioner uppfyller antagandena och antar samma vérden pa Ny, maste deras
motsvarande integraler i méstarsatsen vara lika. Mistarsatsens formel ger da att funktionerna
sammanfaller pa en 6ppen, sammanhéngande méngd. Nu far vi pastaendet av identitetssatsen. [

Anmdrkning 3.2. Det finns ingen analytisk funktion ¢ # 0 som pa ett halvplan Re(s) > —4§
kan uppskattas med |p(u + iv)| < CeP"+t@IYl dir Q < 0. For att se detta, observera forst att
P(z) = sin(mz)p(z) uppfyller méstarsatsens antaganden. Men ¢(n) = 0 for n € Ny och eftersom
funktionen bestdms entydigt av detta maste ¢ = 0, vilket visar ¢ = 0. En annan tillampning av
denna sats ges av proposition 6.1.

Det finns liknande entydighetssatser oberoende av Ramanujan. Ett sddant resultat visades av
svensken Fritz Carlson ar 1914, och kan hérledas ur den sa kallade Praghmén-Lindel6f-principen.

Reflektionsformeln som vi nu framfor ar forstas kind sedan ldnge. De typiska bevisen anvinder
Eulers eller Weierstrass framstéllning av gammafunktionen, men med hjélp av méstarsatsen far vi
formeln direkt utifran integralframstallningen.

Foljdsats 3.2 (Eulers reflektionsformel). For alla z € C\ Z gdller

T(:)0(1 - 2) = —

sinmz’
Bevis. Lat ¢(z) = 1/T'(z + 1). Funktionen &r analytisk 6verallt och uppfyller méstarsatsens be-
gransningskrav enligt proposition 2.1 for § = 1/2. Vi gor nu {6ljande hérledning

= [ ettt [T 2@(@(—@% - (@) ta=y

for alla s med 0 < Re(s) < 1/2. Men bade hogerledet och vénsterledet dr analytiska utanfor de
icke-positiva heltalen, och enligt identitetssatsen maste nu satsen gélla pa C\ Z. O

TSats A.3



Vid ndrmare analys av foljdsats 3.2 ser vi att négot intressant har intriffat. I hela omradet

Re(s) > 0 fick vi likheten
*° 1
s—1 ~T e — m
/0 oo (sinﬂ'S)I‘(l—s)’

trots att méstarsatsen endast siger nagot om 0 < Re(s) < 1. Anledningen &r att gammafunktionens
poler tar ut sinusfunktionens nollstillen, vilket gor hogerledet analytiskt. Aven vinsterledet &r
analytiskt och dérfor far vi likhet i det stérre omradet enligt identitetssatsen. Alltsa, for vissa
o galler likheten utanfoér remsan som ges av méstarsatsen och for dessa har vi ¢(n) = 0 for de
negativa heltalen i vart utvidgade omrade.

Vi dr intresserade av att lata 6 > 1. Av denna anledning kommer vi justera vara antaganden.
Forst introducerar vi beteckningen ¢. Likt ¢ &r det en notation for en funktion som uppfyller
maéstarsatsen antaganden, men med Q < 7/2.

Anmdrkning 3.3. Betrakta foljande summa med ¢ som ovan,
o~ 0(n)
Z n! (=2)".
n=0 ’

Observera att ¢(z)/I'(z + 1) uppfyller méstarsatsens antagande enligt proposition 2.1 f6r nagot
0 < 6 < 1/2. Summan ar &ven absolutkonvergent for alla « € C, darfor att vi har

n=0

— (eP|x|)n el |z
n=0

Foljdsats 3.3 (En uppskattning). Ldt ¢ uppfylla antagandena i sats 3.1 for nagot 6 > 0, men
med Q < w/2. Déd finns for varje 0 < X\ < § ett B > 0 med

< Bz

for alla x > 0.
Bevis. Vi ser att p(z) = ¢(2)/T(z + 1) uppfyller méstarsatsens krav for varje fixt
0 < dp < min{d, 1/2} enligt proposition 2.1. Tag dérfér A\g = dp/2. Nu far vi av (2) och reflektions-
formeln
o), 1
Dot =g
ne0 n: YINA 50/2—i(>0

Tag ett godtyckligt 0 < A < 6. Vi vill férst visa att

00 /24100
L(s)p(—s)z*ds.

d0/2+i00 A—ioco
/ T(s)¢(—s)z—"ds = / T(s)¢(—s)z—"ds 3)
4

0/2—ic0 Atico

med hjilp av Cauchys sats’. Tag N € Z, . Vi konstruerar dirfor rektangeln som bestar av foljande
linjesegment,

Y1 :00/2 4+ 1y y:—N — N,
Yo 1y +iN y:00/2 = A,
Y3 1A 4 iy y: N — —N,
Y4y —iN y:A— dg.

Funktionen T'(s)¢(—s) &r analytisk pa 0 < Re(s) < § enligt antagande. For att visa (3) ricker det
dérfor om integralerna 6ver v och 4 gar mot 0. Dessa integraler ges av

A

FeV) =% [ Ty iN)o(-y F iN)e ™ Vdy,
50/2

TSats A.4 i appendix.



For att se Fy (N) — 0 anvénder vi att |I'(2)| = |T'(2)], vilket kommer direkt ur definitionen av T
Vi far \
ENI<C s D+ in)e@| [0 e Fuvay)

Y€[S0/2,A] 80/2

dar integralen &r begrénsad och oberoende av N. Enligt proposition 2.2 i) géller ocksa
sup |T'(y +iN)[e¥YN — 0 da N — oo, alltsd F(N) — 0. Vi far nu med hjilp av (3) for alla z > 0
oo O P\ A+i00
> | < e [ et
— nl N

27
Integralen konvergerar enligt proposition 2.2 ii) och ddrmed &r vi klara.

—100

O

Foljdsats 3.4 (Kriterium for analyticitet). Ldt ¢ uppfylla antagandena i sats 3.1 for nagot 6 > 0,
men med Q < w/2. Dd gdller att

/OC A Z %(—x)"dm

0 n=0
absolutkonvergerar och dr analytisk med avseende pd s i omridet 0 < Re(s) < 0.

Bevis. Enligt anmérkning 2.1 ricker det att visa att integralen absolutkonvergerar. Lat ®(z) be-
teckna summan i integranden. Enligt anmérkning 3.3 dr ® uppat begridnsad i omradet 0 < z < 1,
siag av B’. Tag 0 < A < 4. Nu fér vi enligt foljdsats 3.3,

o) 1 o)
/ |xs_1<I>(x)’da::/ ‘a:s_lfb(a:)‘dm—i—/ |25 ®(z)|da
0 0 1
1 00
§ B// :L,Re(s)fldx+B/ I,Re(s)fx\fldl,.
0 1

Den forsta integralen konvergerar for Re(s) > 0 och den andra precis d& Re(s) — A < 0. Vi har
dérfor absolutkonvergens di 0 < Re(s) < 4. O

Motsvarigheter till foljdsats 3.3 och 3.4 for summan i sats 3.1 presenterar vi i sats A.6. Mot
bakgrund av foljdsats 3.4 ger vi nu en ny, men vilkind, formulering av méstarsatsenft.

Foljdsats 3.5 (Ramanujans méstarsats for ¢). Ldt 6 > 0. Antag att ¢ dr analytisk pd halvplanet
Re(z) > —6 och att vi dir har |p(u + iv)| < CeP TRl for nagot C >0, P € R och Q < 7/2. Dd
gdller

[ S A cayran = T)o-9

0 n=0

for alla s med 0 < Re(s) < d. Speciellt, om & kan vdljas godtyckligt stort, gdller formeln i hela
halvplanet Re(s) > 0.

Bevis. Lat ¢(z) = ¢(z)/T'(z + 1). Likheten for 0 < Re(s) < min{d,1/2} fas via direkt tillimpning
av proposition 2.1, sats 3.1 och reflektionsformeln.

Eftersom I'(s)¢(—s) ar analytisk nir 0 < Re(s) < ¢, récker det enligt identitetssatsen att visa
att integralen &r en analytisk funktion med avseende pé s i samma omrade. Men det foljer direkt
av foljdsats 3.4.

O

Nér vi framover skriver att en funktion uppfyller méstarsatsens antaganden, kommer vi hidnvisa
till antingen sats 3.1 eller f6ljdsats 3.5, beroende pa om vi betecknar funktionen i fraga med ¢ eller

o.

Tt Formuleringen ger ett specialfall och &r en inskrénkning av sats 3.1.




Anmdrkning 3.4. Vihar nu utvidgat omradet dir méstarsatsen géller till hela halvplanet Re(s) > 0
for vissa ¢, men gar det att utvidga omradet ytterligare? Nej, atminstone inte pa nagot menings-
fullt sdtt. Om k ar det minsta talet i Ng med (k) # 0, s& divergerar integralen alltid for

Re(s) < —k. Detta ser vi eftersom integralen &ver 0 < z < e~F, diir summan alltid absolutkonver-
gerar, divergerar under dessa forutsattningar.

Enligt anmérkning 3.1 &r méstarsatsen ett verktyg som berdknar integraler pa formen

/00 2P f(x)de
0

dar f &ar en analytisk funktion vars koefficienter till dess Maclaurinutveckling véixer tillrackligt
snallt i det komplexa planet. Vi ger nu ett konkreta exempel pa hur vi kan anvinda maéastarsatsen
for sadana berdkningar.

Ezxempel 3.1. Antag att vi vill bestdmma foljande integral,

 log(1 + x)
A= / — 3 dx.

Funktionen log(1+x) dr analytisk pa R, men dess Mauclarinutvecklingen Y~ (—1)"z" "1 /(n+1)
absolutkonvergerar endast for |z| < 1. Vi sétter p(z) = 1/(z + 1) och ser att denna funktion &r
analytisk och begrinsad av en konstant da till exempel Re(s) > —3/4. Vi kan darfor lata 6 = 3/4,
och sétta s = 1/2 + 4.  uppfyller méstarsatsens antaganden sa enligt anmérkning 3.1 far vi

oo N e 4N 1421
A= (1/244)—1 —2)"dx = ™ 7 (=)=
/0 v ZOCP(”)( @)"dz sin ﬂsw( s) ( 5 ) eT +e T

3.3 En utvidgning

Vi kan bli frestade att som ovan berdkna Mellintransformen for sinus eller cosinus istéllet for log,
men deras utvecklingar uppfyller ej vart tillvixtkrav eftersom de bada har motsvarande @ = . Vi
ska nu presentera en sats dér vi visar att i vissa fall kan vi &nda tillimpa méstarsatsen.

Sats 3.2 (En utvidgning for ¢). Ldt ¢ uppfylla mdstarsatsens antaganden for ndgot 0 < § < 1,

men med QQ = w. Sdg ocksa att o, dr en foljd av funktioner som uppfyller mdstarsatsens krav for

samma §. Antag att alla @, och ¢ har samma virde pa sina motsvarande C och P. Antag vidare:
i) For varje 0 < A < ¢ finns det ett B > 0 med

> emm)(—a)"| < Bz
n=0

for alla m och alla x > 0.
1) Vi har @, — ¢ punktvis i omradet 0 < Re(s) < 0 och

Y emn) ()" =Y p(n)(—a)"
n=0 n=0

punktvis pd R .
Da gdller mdstarsatsens formel for ¢ i omradet 0 < Re(s) < 4.

Bevis. Enligt méstarsatsen och antagande i7) far vi for alla m i omradet 0 < Re(s) < 4

s 1 n ™ ™
dr = - —5).
/ Z o (n v sin s sinrs P () sinms (=)

Vi anviinder nu dominerad konvergens pa integralen i viinsterledet ovan. I omradet 0 < z < e~ F/2
villjer vi g(z) = 2C2*1, och for @ > e~ T /2 viljer vi g(x) = Bx*"*~1 dir C,P,\ och B #r
som i vara antaganden. Det kan enkelt kontrolleras att detta &r en integrerbar funktion éver R



i omradet 0 < Re(s) < d. Vi far nu enligt antagande om punktvis konvergens for summan och
dominerad konvergens, i samma omrade,

T 3 —x)"dx oo:c“l 3 n)(—z)"dx
| e nz_%som(n)()da/o 3 el

Sammanlagt ger detta for s med 0 < Re(s) < ¢

| S et = (o)
0 n=0

O

En alternativ version for ¢ ges av sats A.9 och rakar kréva farre antaganden. Vi anvinder den
satsen for att berdkna Mellintransformen av sinus.

Ezempel 3.2. Lat oss bestdmma M sin(s). Vi gor férst observationen

Vi vill 1ata ¢(z) = cos(mz/2)/(z + 1), men ¢ har motsvarande Q = 7/2. For att tillimpa en
utvidgning av méstarsatsen sitter vi ¢*(z) = cos(wz/2) och f(z) = 1/(z+ 1). Det &r enkelt att se
att alla krav i sats A.9 uppfylls for dessa funktioner for varje 0 < 6 < 1/2. Nu far vi

Msin(s) = /000 x(sH)_lSiﬂdm‘ =T(s+ 1)M =T'(s)sin(ws/2)

x 1—(s+1)

iomradet 0 < Re(s+1) < 1/2, men med identitetsatsen kan detta enkelt utkas till —1 < Re(s) < 0,
eftersom som integralen absolutkonvergerar dar.

Likheten vi gett for Mellintransformen av sinus géller egentligen dd —1 < Re(s) < 1, men detta
kan vi ej visa med var utvidgning, eftersom att tranformen inte absolutkonvergerar da Re(s) > 0.

4 Riesz kriterium

Vi skall i detta avsnitt diskutera det nédvandiga och tillrdckliga villkor fér Riemannhypotesen som
den ungerske matematikern Marcel Riesz gav ar 1915 [6]. Riemanns hypotes fran 1859 rérande
primtalens fordelning &r &nnu obevisad och betraktas allmédnt som det kanske viktigaste oldsta
matematiska problemet. Det &r ocksa ett av de sju millenieproblemen for vilka Clay-institutet
utlovat en stor prissumma for en 16sning. Vi bérjar med en kort sammanfattning av den forkunskap
vi behéver.

Riemanns zetafunktion for Re(s) > 1 ges av foljande summa som endast dr absolutkonvergent
i det omradet,

n=1 n’

Summans entydiga utvidgning till hela C har endast en pol i s = 17. Riemannhypotesen siiger att
denna fortsdttning endast har nollstéllen vid de jamna, negativa heltalen som vi kallar de triviala
nollstéllena och pa den kritiska linjen Re(s) = 1/2.

Det &r vélkéant att ¢ dr nollskild utanfér 0 < Re(s) < 1 bortsett frén de triviala nollstillena
[4, s. 30] och sats A.8 ger oss en symmetri kring den kritiska linjen som séger att vi bara behover
understka om det finns nollstéllen i Re(s) > 1/2. Med detta &r vi redo att angripa villkoret for
denna hypotes.

TSats A.7 och A.8 ger tillsammans denna utvidgning.
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Vi skall nu ge ett nadgot annorlunda bevis fér Riesz kriterium med hjélp av Ramanujans més-
tarsats. Vi kommer dock anvinda samma grundldggande idéer som Riesz anvinde. Vi borjar med
att definiera funktionerna

(1k+1k

i RE och f(s) := /00 2327 P (z)d.
0

k=1

Lat ¢(z) = 1/¢(2z+2). Vi vet att ¢ ar analytisk pd omradet Re(z) > —1/2+ ¢ {or varje ¢ > 0 och
enligt proposition A.1 uppfyller den méstarsatsens antaganden i varje sadant omrade. Vi anpassar
nu F' och f till méastarsatsens formuleringar genom att géra en omskrivning enligt

Z k+1 )kochf(s):/0 pims/2- 12 k+1 —z)*da. (4)

k=0

For att se att F(z)/x absolutkonvergerar 6verallt, hanvisar vi till anmérkning 3.3. Observera dven
att f &r en variant av en Mellintransform av F'. I detta avsnitt kommer vi med F,f och ¢ alltid
att hénvisa till funktionerna ovan. Foljande lemma, som var kint av Ramanujan [1, s. 193], utgor
grunden for Riesz kriterium.

Lemma 4.1. Vi har identiteten
I'(1-—s/2)

for alla s med 1 < Re(s) < 2.

Bevis. (Tillampning av méstarsatsen). Vi sitter ¢t = 1 — s/2 och far enligt (4)

= t—lj;i o (k) K
= —_ d .
1(s) /0 * = Ik + 1)( z) dz
Tag ett litet € > 0 och 14t § = 1/2 — ¢/2. Enligt diskussionen ovan dr méstarsatsen tillampbar och

vi far
_T(1-15/2)
¢(s)
for alla ¢ med 0 < Re(t) < 0 =1/2 —¢/2 dér € > 0 ar godtyckligt litet. Lemmat f6ljer nu direkt.
O

Riesz utnyttjade ocksa residykalkyler och Mellintransformer, men inte Mellininversion som vi
gbr. Vi ger nu nagot modifierade versioner av de bevis som Riesz formulerade fér lemma 4.1, sats
4.1 och 4.2. Speciellt skriver ut detaljer som han uteldmnar.

Bevis. (Lemma 4.1, [6]). Tag ett litet € > 0 och § = 1/2 — ¢/2. Enligt (4) och foljdsats 3.4
absolutkonvergerar f i omradet 0 < Re(1 — s/2) < 4, alltsd d& 1 < Re(s) < 2. Efter upprepad
anvandning av egenskap (1) for Mellintransformer far vi vidare

s) = z:l/ooo 2527 F (2 /n?)dx

Vi vill nu byta ordning pad summa och integral, vilket vi kan géra om vi har absolutkonvergens.
For att kontrollera detta gor vi variabelbytet y = x/n? for varje n och far

[e%e] 0o o0 1 [e’e]

—s/2—1 2 _ —s/2—1
S [ = (3 ) [ W Rl
n= n=

Integralen i hogerledet konvergerar eftersom f absolutkonvergerar, och summan konvergerar da
Re(s) > 1. En enkel kontroll ger dessutom att Y F(z/n?) = xe~® och dérfor far vii 1l < Re(s) < 2
likheten

C(s)f(s) = /000 ™2 (ze ) dw = (1 — 5/2).
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Infér Riesz kriterium, som &r de foljande tva satserna, noterar vi att detta resultat relaterar
zetafunktionens tillvixt pa de jdmna, positiva heltalen till Riemannhypotesen. F' &r till synes en
ganska enkel funktion, trots det har ingen lyckats bevisa att antagandet i sats 4.1 géller. Riesz
skrev sjélv i sitt arbete, “I cannot decide yet if this condition will facilitate the checking of the
assumption”. Vi noterar ocksa att det finns méanga liknande kriterium. Cislo och Wolf relaterar
t.ex. Riesz kriterium med de s kallade Baez-Duarte och Hardy-Littlewood kriterierna [11].

Sats 4.1 (Riesz kriterium del 1, [6]). Om vi for varje € > 0 har begrinsningen
F(a) = O@"/*),
gdller Riemannhypotesen.

Bevis. Det ricker att visa att f &r analytisk i omradet 1/2 < Re(s) < 2, pa grund av att det d&
ar en analytisk utvidgning av I'(1 — s/2)/((s) enligt lemma 4.1. Eftersom gammafunktionen inte
har nagra nollstéllen skulle detta medféra att zetafunktionen &r nollskild d& Re(s) > 1/2.

Enligt anméarkning 2.1 behover vi darfor visa att f absolutkonvergerar i omradet
1/2 < Re(s) < 2. F absolutkonvergerar, s den ar uppét begrinsad i [0, 1] av, sdg B’. F har heller
inga poler och enligt vara antagande finns det dirfor ett B > 0 med |F(x)| < Ba'/4*¢. Alltsa far
vi

o) 1 00
/ |x’s/2’1F(x)\dx:/ |x*8/2*1F(m)|dm+/ 2=/ 27 P (2 |dx
0 0 1
1 [e%s}
SB’/ x—Rc(s/Q)dx+B/ L/ AeRe(s/2)~1 g,
0 1

Den forsta integralen konvergerar for Re(s/2) < 1 och den andra precis d& 1/4 4+ € — Re(s/2) > 0
for varje e > 0. Séledes har vi absolutkonvergens i omradet 1/2 < Re(s) < 2, vilket avslutar
beviset. 0

Ett naturligt forsok for att bevisa omvéndningen ar att anvinda foljdsats 3.3. Innan vi kan gora
det behover vi dock foljande hjalpsats av Landau.

Lemma 4.2. Om Riemannhypotesen gdller sa har vi for varje e > 0

1 o
0] = O(|s|") ddRe(s) > 1/2 + ¢,

ddr r > 0 endast beror av €.
Bevis. Se lemma A.2 i appendix. O

Sats 4.2 (Riesz kriterium del 2, [6]). Om Riemannhypotesen gdller si far vi
F(z) = (’)(ml/“‘e)
for varje € > 0.

Bevis. Tag ett litet € > 0 och § = 3/4 — ¢/2. Enligt antagande om Riemannhypotesen ar ¢(z)
analytisk i omradet Re(z) > —d. Vi behover alltsd uppskatta 1/¢(z) for Re(z) > 1/2+e. Med hjilp
av lemma 4.2 far vi for ndgot C' > 0, r > 0 och tillrickligt stora |z| foljande uppskattning,

‘1/<(Z)| < Cerloglz\ < Ce|z| < CeRe(z)-i—\Im(z)\

da Re(z) > 1/2 + e. For mindre |z| dr funktionen begrinsad i omradet, och ddrmed uppfyller ¢
méstarsatsens antaganden med @ = 1. Vi betraktar (4) och later A = 3/4 — e. Enligt foljdsats 3.3
finns det ett B > 0 med |F(x)/x| < Baxc3/4, O

Vi lamnar nu Riesz kriterium for att fokusera pa berdkningstillaimpningar av méstarsatsen.
Nésta avsnitt hjdlper oss med detta, det kommer ndmligen att ge oss en ny klass av integraler som
vi kan berékna.
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5 En flerdimensionell mastarsats

Inom kvantfysiken har det hittats tillimpningar av en generalisering av Ramanujans sats som kallas
for “method of brackets” och som togs fram vid studier av Feynmandiagram. Det &r en heuristisk
procedur for att bryta ned klasser av integraler till linjéra system och presenterades forst ar 2008 av
Ivan Gonzalez och Victor H. Moll [9]. Den har #nnu inte nagon fullstéindig framstéllning och &r ett
dmne for forskning &n idag. I detta avsnitt kommer vi presentera den bakomliggande matematiken
till metoden.

Vart mal ar att 16sa integraler pa formen

a11, Q12 O
%) 5 o Ty Ty Tr
-1 -1 .
/ xytt e aPr=1f : dzx, - --dxy
0 0 a1,y Op 2 Qp,r
1 x2 e mr

dir f : R — R &r en analytisk funktion som antar en tillrackligt snéll Maclaurinutveckling, likt
det endimensionella fallet. Med analytisk i flera variabler menar vi att om vi fixerar alla variabler
féorutom en, dr den endimensionellt analytisk i den fria variabeln.

Infor sats 5.1 gor vi foljande definitioner for att underlédtta de kommande, langa uttrycken. De
tva forsta definitionerna anvénds i nagon form i néstan all relevant litteratur.

Definition 5.1. Lit f : U — C och g : V — C wvara funktioner, dir U C C" och V C C. Antag
dven n € Ni. Da definierar vi
="

Z) En 1= m7

i) Gls1, -y 80) = Hg(sz'),

i) n' = (ny, -+ ,np_1),
)Y )= Y fna,e ).
{n} n1=0 n,=0

5.1 Formulering och bevis

Vi presenterar nu den flerdimensionella formuleringen av méstarsatsen. Likt de tva versionerna av
den endimensionella satsen, ger vi &ven tva framstéllningar av denna sats. Vi har inte kunnat hitta
den forsta formuleringen i litteraturen, eller de specifika kraven pa ¢ och ¢ som vi anvénder.

Sats 5.1 (En flerdimensionell méstarssats). Antag att A € R™" dr en inverterbar matris'. For
A € R, definierar vi H(A) = {z € C" : Re(z;) > —A;} och far foljande:

i) Lat 6 € (0,1)". Antag att ¢ : H(6) — C dr analytisk och att vi har begrinsningen
lo(2)| < Cef ZReG)FQRY MmG)l f51 nagot C, P € R och Q < w. Da gller

T

. dz; T
B1 Br n;,nA; i 1
it x E n I | -tz — = — —A
/0 ! /0 " P =0 T | det A| sin(wA‘%)M P)

{n} i=1

for alla B med 0 < Re(A™1f); < 4;.
i1) Lat § € (0,00)". Antag att ¢ : H(0) — C dr analytisk och att vi har begransningen
|p(2)| < CeP LReGIFRENM)] f51 nagot C, P € R och Q < /2. Da giller

~ Br ... > Br - n'Az‘dxi _ I~ 1 41
|t [ et S o [Tt S = g T oA~

{n} =1

for alla B med 0 < Re(A™'8); < 4;.

Vi betecknar den i:te raden av A med Aj;.
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Anmdrkning 5.1. Likt anmérkning 3.2 ser vi att summan i integralen ovan,

me : fnr ) A x?.AT
{n}

absolutkonvergerar néir z; > 0 och att det dr en kontinuerlig funktion med avseende pa =x.

Vi visar endast den andra delen av sats 5.1. Som vi tidigare ndmnt &r det den framstéllningen
som anvénds i litteraturen, och bevisen &ar i princip identiska. For att genomfora beviset behdver
vi foljande tva resultat i form av hjdlpsatser. Idén om att anvdnda variabelbytet enligt lemma 5.1
har vi fatt fran [10, s. 17], och sedan har vi fyllt i detaljerna.

Lemma 5.1. Lit A € R™" vara inverterbar. Om vi gor variabelbytet

A A,
ul—xlll"'xr 1
A A
ur—l‘r17"'xrnr
far vi
d($17”'7x7‘)_ 1 Xy Tp

d(uy, - ,u,) detAwup---u,

a;’ AT 4i Kedjeregeln och rikneregler for determinanter ger nu

Bevis. Vi ser forst att 3 >
-1 —1
Ao a) ()N )

d(ug, -+ up)  \d(@y, - ar) Ty Ty

Lemma 5.2. Ldt ¢ uppfylla alla antaganden i sats 5.1 i) for nigot § € R,. Lit ocksd u; > 0 for
0<i<r—1. Da gdller

O

/ U~ ! Z gnl ’ f”r ) e uf"‘dur
{n}

e A I LR
{n’} n,.=0
for alla s med 0 < Re(s) < 0,.

Bevis. Vi visar den absolutkonvergens som kravs for att kunna byta ordning. Tag 0 < A < §,.. Vi
far forst enligt en modifikation av foljdsats 3.3 att for nagot B > 0

o0
o d(n n)ur| < BeXo Fitvig—A
| D uon )y ;

n,.=0

for alla > 0, dir summan i exponenten &r fran ¢ = 1 till . Vi ser nu

/oo 871| Z |£n1 : gn'r U n o nT 1 Z §n7 n’ nr
{n'} n,=0
P

<B/ wRe(s)=1- A(Z (ugefr)m ;'(ur’le'H)nH)dur.
ni! o np_q!
{n’}

Summan i den sista integralen #r lika med e> %" och #r oberoende av wu,., darfor far vi abso-
lutkonvergens d& Re(s) < ¢,. Integralen 6ver [0, 1] absolutkonvergerar enligt anmérkning 5.1 da
Re(s) > 0. O
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Bevis. (Sats 5.1, [10, s. 17]). i7) Variabelbytet fran lemma 5.1 ger efter viss berékning

1 o -1 _ oo 1 B T .
th|/ wt o / a0 o) [ ] ol dus.
0 0 J
{n} i=1

Lemma 5.2 later oss byta ordning pa summa och integral sa att vi kan tillimpa maéstarsatsen i
variabeln u, fér 0 < Re(A~1f), < 4, enligt

1 — AL —1
——T((A7'B), o /
| det A| (« ))/0 ul 0 8

r—1
A7IB), -1 _ n:
xul ST gl (A7), [ €l dus.

{n"} i=1
Upprepad tillimpning ger, i det eftersékta omradet,

1 ~
| det A| F(Ailﬂ)qs(*Ailﬂ)

5.2 Observationer

Anmdrkning 5.2. Det verkar inte finnas nagra komplexa matriser A s& att formeln i sats 5.1 géller.
Med hjilp av ett berdkningsprogram har vi sett att

o) 1t [e%s} o0 )
/ 2P le™® Vdr = / 2Pt Z Enx Iy
n=0

0 0
divergerar for flera viarden pa 0 < Re(8) < 1. Vi har dven kommit fram till vi inte kan f& nigot
resultat liknande foljdsats 3.3 for komplexa A.

Vi stéller nu fragan vad som hénder da det A = 0 i sats 5.1. Istéllet for att formulera en teknisk
proposition, ger vi ett konkret exempel pa denna situation.

Ezempel 5.1. Lat ¢ uppfylla alla antaganden i sats 5.1 ii). Visa att

e} e’} 0
/ / $51*1y52*1 Z fnlfnzqﬁ(nl,n2)$n1+n2yn1+n2d$dy
0 0

nl,n2=0

absolutkonvergerar om och endast om ¢ uppfyller

Zk: (?)qﬁ(l,k—l) =0

1=0
for alla k € Np.
For att visa detta gor vi forst variabelbytet {u = zy, v = y, dady = %dudv} och far att
integralen kan skrivas

o] o) s
/ / u5171v627ﬁ171 Z §n1 §n2 ¢(n1, nQ)unl+n2dUdv'
0 0

ni,n2=0

Summan i integralen dr en analytisk funktion med avseende pa uw och &r oberoende av v. For
absolutkonvergens av integralen kréaver vi darfér att summan ska vara lika med 0 Gverallt, eftersom
integralen 6ver v annars divergerar for alla val av 81 och (5. Efter omordning av summan far vi

o0

S (€&nd(0,2) + -+ Enbo(n, ) )uk = 0

k=0
for alla u > 0. Eftersom detta &r en Taylorutveckling ser vi att varje koefficient méste vara lika med
0, vilket precis ger det efterfragade villkoret och vi &r klara. Observera att det finns icke-triviala
16sningar, tag till exempel ¢(z1,22) = 21 — 2.

Det finns naturligtvis motsvarigheter till f6ljdsatserna 3.1, 3.3 och 3.4 &ven i det flerdimensio-

nella fallet, men vi véljer att inte formulera dem.
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5.3 Terminologi

I litteraturen kallas ofta sats 5.1 for regel [9][10], och ett antal fler regler brukar anvindas. Foljande
beteckning tillaimpas ocksa,
(a) = / zot
0

dér integralen naturligtvis ar divergent. Nedanstidende association gors dven for att forenkla nota-

tioner,
Z f(n){a+n) / ot Z fn)z"dz.

neA neA

I praktiken &r detta ett kraftfullt system av definitioner, men det kan vara svart att arbeta med
divergenta uttryck. Ett exempel pa detta d&r anvandningen av det resultat som brukar kallas regel
1. Det anvinds for alla g € C, trots att integralen ej alltid konvergerar.

Proposition 5.1 (Regel 1, [10, s. 17]). Ldt Re(8) > 0. Dd gdller

(a1 + -+ ar)_’g = ﬁ /Oo pBle—(erttar)z g0
0

Bevis. Detta far vi direkt av egenskaper fran (1) for Mellintransformer. O

6 Tillampningar

Vi kommer nu att féra ett djupare resonemang angaende tillimpningar av méstarsatsen. Vi kommer
pa ett strukturerat sétt framfora tre viktiga omraden for detta. I det forsta tar vi upp viktiga
begrepp och naturliga tillimpningar. I det andra behandlar vi en tillimpning som var kér till
Ramanujan, ndmligen integraler av hypergeometriska funktioner. Till slut kommer vi visa nagra
resultat som tar anvindning av den generalisering av méastarsatsen vi beskriver i kapitel 5.

6.1 Genererande funktioner

Lat a, och b, vara tva foljder av komplexa tal. Vi definierar da féljande funktioner,

=z
E anx” och e(x E —
— " nl

n=0

Funktionen f kallas den genererande funktionen for a,, och e den exponentiellt generande funktio-
nen av b,. Dessa tva dr sarskilt intressanta for vara syften, da de passar till vara tva formuleringar
av mastarsatsen.

Ezempel 6.1. Lat oss bestdmma vérdet av integralen

oo s—1
A(s,t) = / A
0

14 2t

for 0 < Re(s) < Re(t). Betrakta forst ¢t € Ry. Vi vill utnyttja att Mauclarinutvecklingen
1/(1+y) =37 ,(—y)™ absolutkonvergerar da |y| < 1. Eftersom funktionen 1/(1+y) &r analytisk
nir Re(y) > —1, sammanfaller den med utvidgningen av utvecklingen. Darfor gor vi variabelbytet
x = y'/t, sitter ¢ = 1 och far

B 1 o) ys/tfl B 1 s/t—1 T
Als:1) = E/O 1+y dy = 7/ Z tsin(ws/t) (5)

n=0

for alla s med 0 <Re(s)/t <1 dat e R,. Viutvidgar detta till 0 < Re(s) < Re(t) i1 berdkning A.1
i appendix.

Mer generellt kan vi omformulera ovanstaende till en proposition:
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Proposition 6.1. Antag att Re(t) > 0 och b/a € C\ (—00,0]. Vi far dd likheten

> as! _ as—t —5F(S)F(t — S)
/0 (a—!—bm)tdx N b T(t)

for alla s med 0 < Re(s) < Re(?).

Bevis. For t = k € Z4 kommer foljande likhet direkt ur formeln for f6ljden till den genererande
funktionen (a + bz)~*,

1 1 > (n+k—1)! .
(a + bx)k - ak(k —1)! go( nl ) (—(b/a)z)".

Lat darfor ¢(z) = (b/a)*T'(z+k)/T'(2+1) och observera att denna funktion uppfyller méstarsatsens
krav eftersom I'(z+ k) /T'(z+ 1) viixer polynomiellt och (b/a)? véixer tillrackligt langsamt i imaginar
riktning om och endast om b/a ¢ (—o0, 0]". Mistarsatsen ger nu likhet for 0 < Re(s) < k for varje
t=keZy.

Tag ett fixt s med 0 < Re(s) < 1. Vi generaliserar nu likheten i propositionen till alla ¢ med
Re(t) > Re(s) via entydighetssatsen foljdsats 3.1. Vi har att likheten i propositionen géller for
t € Z4, och t > s. Hogerledet uppfyller kraven i méstarsatsen, nér ¢ inte ar néra s. Vansterledet
ar begréansat under samma kriterium. Vi kan nu translatera bada sidor i s-led med —[Re(s)],
anvinda foljdsats 3.1, och f& att de tva leden &r lika pa ett halvplan Re(t) > [Re(s)]. Ur bada
sidors analyticitet har vi av identitetssatsen att de &r lika i hela omradet i propositionen.

O

Anmdrkning 6.1. Antag att ¢ &r en rationell funktion som gar mot 0 nér x — oo och som inte har
nagra poler da x > 0. Da kan vi reducera beridkningen av en godtycklig integral pa formen

o0
/ ¥ g(x)da,
0

till en explicit formel p& omradet 0 < Re(s) < 1 med hjilp av ovanstdende proposition. Detta
kommer direkt ur partialbraksuppdelning av ¢, och applikation av proposition 6.1. Att denna
metod inte kan anvdndas for de ¢ som har poler péa integrationslinjen &r ingen stor forlust, da
sadana integraler inte konvergerar.

Exempel 6.2. Sag att vi vill berdkna

00 —1/3
/ 3 5 dx.
0o Z34+zx*—4x+6

Med partialbraksuppdelning far vi likhet med

1o, 1— 4 1+ 4i 2
— /3—1( - )d.
34 J, * r—1+i a-1-i z43)™

Proposition 6.1 och forenkling ger oss nu

o0 2-1/3 ; 37r\3/§+§7%
/0x3+x2—4x+6 STV

Ezxempel 6.3. En klassisk genererande funktion &r

log?(1 +x) =2 i (H]Z;l)(—x)k,
k=1

dir H, =Y} _, % Den kan hérledas genom att kvadrera den genererande funktionen
log(1 4 z) = —> 32, #(—2)" som formell potensserie. Det &r viirt att notera att summan inte
konvergerar for stora x, men det hindrar oss inte fran att anvinda méstarsatsen.

TNotera att vi hir ej kan anvinda formuleringen av mistarsatsen for ¢, eftersom T'(z + k) vaxer for snabbt.
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Vi kan darfor berdikna integralen

/ 2* " log? (z + 1)d.
0

Vi gor detta i berdkning A.2 i appendix, och far

/0 # " log @+ 1)do = sin2(77rrs) <I‘(F(s_j)1) -2

nérhelst integralen konvergerar, det vill siga d& —2 < Re(s) < 0.

Som den uppmaérksamma ldsaren noterar, dr hogerledet hir inte definierat d& s = —1, trots att
integralen konvergerar da. Om vi ser detta uttryck som en funktion av s ar detta dock ocksa en
borttagbar pol, och vi berdknar dess virde med ’Hopitals regel. Fér s = —1 har vi alltsa

/°° (log(x + 1))2d 1 27 ( r(( s)) - 7) 27r%2 w2
0 (

x s sin(ms) ~ mcos(m

diir att (log(L(t)))" = = for t = 1 ir kiint.
Ezempel 6.4. Bernoullitalen betecknas B(k), for k € Ny, och definierades pad 1600-talet for att
berikna polynomsummor. Vi vill nu hitta en analytisk utvidgning av dem. Det &ar kiint att B(k) ar

foljden till den exponentiellt genererande funktionen x/(e” —1). Vi betraktar likheten i proposition
A 4, det vill siaga

Detta ger

T'(s)sC(14+s8)=T(1+s)¢(1+s) = /000 i1 emx_ 1dm _ /Ooox _

for Re(s) > 0. Méastarsatsen for ¢(z) = 215((21 _HZ))T och Eulers reflektionsformel ger oss alltsa

['(s)sC(1+s) = m _ /OOO o1 Z —n((1 —n'n)(—x)ndx
n=0 :

Pé grund av Mellintransformens entydighet (foljdsats 2.1) har vi nu att Y~ %x” =

S Bn) ym | Taylorutvecklingens entydighet ger sedan (—1)""1n{(1—n) = B(n) for alla n € Ny,

n!
vilket ger oss en naturlig analytisk fortsattning av Bernoullitalen till hela C.

6.2 Hypergeometriska funktioner

Hypergeometriska funktioner betecknas ofta med ,F; och &r funktioner pa formen

Fy({a}7: {0} 2 Z(H ' 1?12)%

n=0

dér a;, b; € R. Dessa funktioner &r vanliga inom matematiken, och manga viktiga funktioner kan ses
som hypergeometriska funktioner. Till exempel Hermitepolynom, Tjebysjevpolynom och den undre
ofullstdndiga gammafunktionen ~y(a, s) f 25 le®dz kan alla skrivas som hypergeometriska
funktioner, for att inte ndmna exponentlalfunktlonen och (1 —x)°.

Eftersom dessa &ar definierade som en odndlig summa och annars dr svara att arbeta med pa
denna form, s& &r integraler innehéllande sadana funktioner ofta bést hanterade med Ramanujans
maéstarsats. Ramanujan sjélv studerade hypergeometriska funktioner ivrigt.

TDenna, funktion uppfyller méstarsatsens krav enligt proposition A.3.
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Proposition 6.2.

* e PoLfpd . _ [(a; —s) F(bj)
/0 7 pFy({aitizy; {bj}j:p z)de =T'(s) H (@) H T(b; —s)

i=1 j=1

for alla s med 0 < Re(s) < min{{a;};_, {b;}]_1}, och g <p < g+1.

Beuvis. Detta ér en direkt anviindning av méstarsatsen. Forst noterar vi att [[,_,(a+k) = %,
vilket bade ger
P q
H Hzlaz‘i‘k) o Fa,+n H
nnjlb +k) n+1 121 I'(a i b+n
Hogerledet ger en analytisk fortsittning av ¢ till Re(z) > —min{{a;}}_;,{b;}7_;}. Vi har ock-

s& att for p = q och p = ¢ + 1 sa uppfyller ¢ alltid tillvixtkraven. Detta kan hérledas genom
att forst inse att I'(a + z)/T'(b + z) vixer polynomiellt, och sedan betrakta halvplanet Re(z) >
—min{{a;}}_;, {b;}j_,}, och se att i detta halvplan tar alla T-funktioner ut varandra, forutom
mojligtvis en, som ovan. Vi har kvar nagot som antingen vixer langsammare &n ett polynom i
fallet p = ¢+ 1, eller som 1/T" i fallet p = q. O

6.3 Flerdimensionella problem

I kapitel 5 har vi forklarat hur vi kan anvinda Ramanujans méstarsats for att berdkna flerdimen-
sionella integraler, om en Maclaurinutveckling &r kind. Vi visar hir nagra exempel péa specifika
funktioner vi kan géra det for.

Ezempel 6.5. Dubbelintegralen

/OO/OO —1/2+i —1/3+3z<y —y —3ry — )dydx
o Jo (x+1)2(y+1)°

gar att 10sa med maéastarsatsen. Maclaurinutveckling av braket i integranden ger likhet med

YD (ntmi) (=) (—y)™

n=0m=0

Nu kan vi direkt tillimpa sats 5.1 ), genom att sitta A till identitetsmatrisen, och
©(21,29) = 21+ 23. Vart § viljer vi till (1/2+1,2/3+ 3i). Enligt formeln #r ovanstaende dubbelin-
tegral alltsa lika med

2 1

, 22 163 . 163v3n%2 /372
(/2 sy 3 VT3 + ’

3—31)2)=%(—1—8 3i) = — TAR

Ezxempel 6.6. Antag att vi skall berdkna

/ / Isflyt7167(12y+y3/x)dzdy.
0 0

Maclaurinutveckling av exponentialtermen ger oss

2 3
e~ (@ y+yt /) — Zgnlgnzx%l—nzynﬁ&u_
{n}

Nu kan vi tillimpa sats 5.1 i7) med ¢(n) =1 och A = < 1) Detta ger oss svaret

iT(3(3s + 1)) (%(—s + 2t)), for alla Re(s) > 0, och —$Re(s) < ) < 2Re(s), vilket ocksé kan
ses med ett varlabelbyte.
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En av méstarsatsens mest intressanta egenskaper ar att de villkor vi har lagt fram for att kunna
applicera méstarsatsen, ar tillrackliga, men inte nodvandiga. Manga av Ramanujans egna exempel
uppfyller inte tillvéixtkraven, och flera av dem stdmmer dndéa. Foljande exempel har ocksé den
trakiga egenskapen att vart ¢ inte uppfyller tillvixtkraven, men den ger ratt svar dnda.

Ezempel 6.7. Lat oss berdkna trippelintegralen

o0 o0 oo 1
T T T T
/ / / e VOt T doadrodr, .
0 0 0 V123

Vi utvecklar exponentialtermen med e~ VZ1+e2F23 = S22 ¢ (11 4 x9 + 23)*/20ch sedan kan vi
anvinda multinomialsatsen for att fa

F(k/2+1) k/2—n_n—m_m
(o1 + o2 +a3)" ZZF TOT(m+ DD(k2—ntD)t "2 "8

n=0m=0

Genom att byta ordning pa summorna och variabelbytet b = n — m kan vi fa

— ['(k/2+1) k/2—b—m b m
Z Z Ty T3,
£ £ Db+ 0(m + DE(k/2—b—m + 1)

vilket ger oss att den ursprungliga trippelintegralen ar lika med

k/2+1)( 1)b+m k/2—b—m_p mdl‘g dxg dzy
/ xl / 172 / xg Z ngfbgm k’/2 p— 1)$1 ToTg ?37271

m=0 b=0

. ny no+mn
Sétt nu ¢(n) = Fé(nﬁ;_l)n(z 17)1311)3, B = (% = %) och

A:

O Ol
—
(@)

Nu kan vi tillimpa sats 5.1 4i) for att fa att svaret &r —ﬁF(S)F(%)F(%)L%) =81

7 Slutsats

Som vi genomgaende sett i rapporten har Ramanujans méstarsats ett stort antal anvindningsom-
raden. Eulers reflektionsformel och Riesz kriterium &r exempel pa de satser vars bevis kan férkortas
via hénvisning till den. Samt har vi papekat den flerdimensionella formuleringens betydelse inom
kvantfysik och dess relevans for forskning idag.

Vi har uppnatt vara huvudsakliga syften med denna rapport, men vi har inte kunnat besvara alla
fragestallningar som dykt upp langs vigen. Till exempel har vi inte avgjort om den entydighetssats
vi visar faktiskt &r helt ekvivalent med Carlsons sats, eller om var ar svagare. Vi har heller inte
till fullo forstatt den heuristiska metoden som ges i litteraturen for att berdkna flerdimensionella
integraler. Problemet &ar att den innefattar divergenta uttryck.

Framtida forskning tycker vi bor fokusera péa att avgora nér de olika reglerna for “method of
brackets” géller, vilket inte &r helt avgjort 4n. Mastarsatsens likhet géller vidare for vissa funktioner
som inte uppfyller tillvixtkraven, och att bestdmma ett nédvindigt och tillrackligt villkor fér nar
likheten kan utokas vore onskvart, vilket vi delvis 16st med hjélp av sats 3.3. Det bor ocksé vidare
undersokas om det finns fler viktiga tillampningar.
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A  Appendix

Definition A.1. Ldt f vara en komplexvdrd funktion och g en reellvird funktion. Antag att de
bida dr definierade pd en obegrinsad delmdngd till R, och att g(x) dr strikt positiv for alla stora
varden av x. Vi skriver

f(z) = O(g(x))
om det finns ett M > 0 och ett r € R sd att vi for alla x > r har
|f(2)] < Mg(z).

Sats A.l. Fouriertransformen av f existerar for alla f € LY(R), och alla f € L%(R). Fourier-
transformen av f(z) ges av

Foe = [ " fo)eda,

och vi kan invertera denna transform med

fr@) = o= [ FU©eas

Detta fr dr lika med f ndstan overallt.
Om f dr styckvis kontinuerlig har vi att F(f) dr styckvis kontinuerlig och har F(f)(§) =

3 (limy e~ F(F)(n) + limy, e F(f) ().
Bevis. Se [2]. O

Lemma A.1. [ det komplexa planet uppskattas sinus av

1
i) | sin(a + b)| > §|eb —e7?

1
i) | sin(a 4 ib)| > 5|sina|e\bl

Bevis. i) Detta fas direkt av sin z = (e%* — e~%*)/2i och omviinda triangelolikheten. i) Detta foljer
av att Im(sin(a + b)) = 3(e” + e ?) sina.
O

Sats A.2 (Cauchys residysats). Lat f vara holomorf inuti och pd en positivt orienterad, sluten
och enkel kurva vy, forutom for ett dndligt antal poler a1,--- ,an inuti v. Da gdller

N
/ f(z)dz = 2mi Z Res{f;ax}.
v k=1

Beuvis. Se [3,s. 173]
O

Sats A.3 (Identitetssatsen). Antag f och g dr analytiska och definierade pé ett oppen, samman-
hingande omrade D. Lat S C D vara en delmdngd med en hopningspunkt. Da gdller att om f =g
pa S sa far vi f =g pa D.

Bevis. Se [3, s. 90].

Proposition A.1. Tag 6 > 0. Det finns ett C > 0 med

i omrddet Re(z) > 1+ 4.



Bewvis. Detta fas av harledningen

L|_|N s~ L © 1 1
‘C(z)‘_‘; oy SZ §1+/1 dt—1+7)§1_|_,

nRe(z)
dér p ar Mobiusfunktionen.

n=1

Sats A.4 (Cauchys sats). Lat U vara en dppen, enkelt sammanhingande delmdngd till C. Lt
f:U — C vara holomorf. Om ~ dr en sluten kurva med dndligt lingd i U far vi

/Wf(z)dz =0.

Beuvis. Se [3, s. 109].
O

Sats A.5. Ldt ¢ uppfylla mdstarsatsens antaganden for nigot 0 < § < 1. Dd finns for varje
O<A<dettD>0 med

< Dz~

3 el (o
n=0

for alla x > 0. Vidare gdller att

/00 r Z o(n)(—z)"dx
0 n=0

dr analytisk med avseende pd s i omradet 0 < Re(s) < 6.

Bevis. Vi anvénder likheten (2) fran sats 3.1 och lemma A.1 i7) och far direkt att

oo P Atioco
S et < gE o [ oot
n=0 A

< ——=
~ 2|sinwA|
Observera att den sista integralen konvergerar eftersom Q — 7 < 0 och dérfér har vi hittat ett
sddant D > 0 som vi behovde.
Det andra pastaendet foljer direkt av méstarsatsen eftersom mo(—s)/sinws dr analytisk i om-
radet.

—100

O

Lemma A.2. Om Riemannhypotesen gdller sa har vi for varje € > 0

1 ") dd Re(s €
oy = Osl) diBe(s) 2 1/2 4.

dar r > 0 endast beror av €.

Bevis. Viljnagot 0 < e < 3. For |t| > 1 siitt Dy = D(s1,1—¢/2) dér s; = 2-+it. Observera att A, =
supp, log |¢(s)| = supyp, log |¢(s)| enligt maximumprincipen samt att A; = supp, Re(log((s)). Vi

far att
3o log(¢(s) — log(¢(s1))
2 27log(¢(s)) —log(C(s1)) — 24,
&r en funktion av s som tar disken D, till D(0,3 — €/2), och s; till 0. Enligt antagandet av
Riemannhypotesen dr (s) ar nollskild pa det kompakta omradet Dy, vilket ger att log ¢ &r analytisk
och saledes &r #ven funktionen ovan det.” Av Schwarz lemma (sats A.7) far vi for s i den nya disken

D(Sh%_e)

|<§ -9 log(¢(s)) —log(¢(s1))
2 27log(¢(s)) —log(C(s1)) — 24,

TVi noterar att log(¢(s)) —log(¢(s1)) — 2A4¢ # 0. Detta kommer av att A; > |log(¢(s1))| och A; > log(¢(s)) om
¢ inte ar konstant, vilket i sin tur kommer ur maximumprincipen

3
|<|s—51|§§—e =




~loa(C(s) ~loR(C(on)] < A (loglc(s) ~low(cle) +24) =
2 2
24, 3%_; . 3 _¢ .
Sllog(Cls)) —log(¢(s1)| < —2oe o 2Aded 64

s G-9-(G-9

Enligt anmérkning A.1 véixer |[((s)| langsammare &n |s| nér |s| gir mot odndligheten. Dérfér har
vi att A; = O(log |((Re(s) + it)|) = O(log(t)). Nu finns det en konstant C' sa att for tillrackligt
stora ¢ har vi |[log(((s)) — log(¢(s1))| < % log(t), vilket ger |log(¢(s))| < %€ log(t) + [log(¢(s1)]-
Funktionen log(¢(s1)) &r begrénsad nér s; = 2 + it. Detta eftersom realdelen &r begrénsad av
log(¢(2)), och att Y7, 75 < 1 ger att imaginéirdelen inte dverstiger 7. Darfor &r |log(((s))| <
% log(t) for tillriickligt stora ¢, och déarfér har vi ocksé

11/¢(s)] = |e—log(C(S))| < |e|10g(é(8))|‘ < 6C/¢

. Det enda vi antagit dr att s € D(s1,1 — €), och eftersom vi kan vélja godtycklig ¢ &r denna

begréinsning 3 + ¢ < Re(s) < I —e. Men for Re(s) > I —e > 2 sa dr 1/((s) begriinsad av
proposition A.1. Alltsé kan vi skriva 1/¢(s) = O(|t|) = O(|s|*C) och vilja r = 6<, vilket
avslutar beviset. O

Sats A.6 (Schwarz lemma). Varje analytisk funktion f : D(z1,7) — D(ze2,7) med f(z1) = 2o
uppfyller [ f(s) — 22| <[s — 2|

Bevis. Betrakta funktionen g(s) = f(f_)i;'” Den kan goras analytisk genom att ta bort den bort-
tagbara singulariteten i 0. For s € 0D(z1,7) har vi |g(s)| < 1, eftersom |f(s) — z2| & mindre eller
lika med r, och |s — z;| &r lika med r. Maximumprincipen ger nu att |g(s)| < 1 géller for alla
s € D(z1,7), det vill séga |f(s) — 22| < |s — z1] O

Sats A.7 (En meromorf fortsittning av ¢-funktionen). for Re(s) > 0 har vi att

Ct— |t
C(s):%—s/l tsJ}let

Bevis. Av Eulers summationsformel har vi for Re(s) > 1 att ((s) = 1+ [~ &dt — s [[* tt: Lt
Den sista termen &r som vi vill ha den, och berédkning av integralen ger

<1 1 s
1 —dt=14+ ——= .
+/1 ts +s—1 s—1

Det vi har kvar att visa &r att denna integral &r analytisk for Re(s) > 0. Den &r dock lika med
Sy %(k—lﬂ - W) vilket absolutkonvergerar likformigt pa varje kompakt méngd i halvplan
Re(s) > €, och dr darfor analytisk dér. O

Anmdrkning A.1. Denna sats innebér att [((s)| = Oc(|s|) begrinsat bort fran s = 1, dir € ar ett

tal med Re(s) > e. Detta kommer ur att integralens absolutvirde dr begrénsat av ffo tt: L gt
varje sadant halvplan

Sats A.8. Riemanns -funktion uppfyller funktionalekvationen
C(s) = 2571 sin(%m —8)C(1—s)

Beuvisskiss. Det gar att visa att

F(S)C(QS) _ /Oo(ts +t1/2—s) ie—ﬂn%ﬁﬂ _ i + #
1

7-(-«5‘

vilket direkt ger



1_syp.s/2
% = 2575 sin(%2)I(1 —s) ger sedan direkt vad ville visa. Denna ekvationen

kan visas med Eulers reflektionsformel och multiplikationsformeln for I-funktionen [12, s. 45].
Formeln som aterstar att visa ar baserad pa

/OO tsefﬂ'nzt@ — F(S)
O t

7rsn2s

Ekvationen

vilket kan visas med variabelbytet v = 7n?t. Summering 6ver alla n € Ny ger oss %C (28) =

ZZO:O fooo tse’””Qt% som &r absolutkonvergent for de s dar ¢ konvergerar. Darfor kan vi byta plats
pa summering och integrering. Poissonsummering ger oss till slut

1 oo oo OO
2, dt 2, dt 1 1
§ tSeTnt — § t1/2—s —mnt o )
/0 = € t /1 — c t 28+25—1

Detta adderas till integralen 6ver resterande omrade for att ge oss var likhet.
For ett fullstiandigt bevis, se [4, s. 13]. O

Anmdrkning A.2. Sats A.7 och A.8 tillsammans kan anvéndas for att definiera hela (-funktionen,
da alla vérden for Re(s) < 0 kan definieras utifran ett véirde av funktionen med Re(s) > 1.

Proposition A.2. I sats 5.1, om det A = 0 sd antar integralen véirdet O eller sd absolutkonvergerar
den inte.

Bevisskiss. Detta resultat fas genom att anvéinda samma metod som i exempel 5.1, vilket kan
genomforas pa alla liknande situationer. O

_s¢1-s)
T'(1+s)

Proposition A.3. Funktionen ¢(s) = uppfyller mdstarsatsens krav.

Bevis. Med Eulers reflektionsformel och funktionalekvationen for (-funktionen ser vi att

275w sin(mws)[(—s)((s) _cos(%s)((s).

#ls) = sin(Zs)T(1 — s) BEETPTSE
Att (-funktionen vixer langsammare #n eQ™) for nagot Q < 7 ar allmént ként, se [4, s.
95]. Notera ocksd att vi inte kan anviinda méstarsatsen for ¢ hir, da ¢(s) = —sC(1 — s) véxer
superexponentiellt i reell riktning. O

Proposition A.4. Lit f(z) = 1/(e* — 1). Da gdller att M(f)(s) = ((s)I'(s) for Re(s) > 1. Med
andra ord far vi i satmmma omrade

Bevis. Vi gor foljande harledning,

2571 dr = 2571 E e "dx = E ¥ e M dy = E — ¥ e %dx.
0 e’ —1 0 0 n® Jo
n=1 n=1 n=1

Ordningsbytet av integrering och summation dr motiverat da uttrycken absolutkonvergerar. O

Berdikning A.1. (Exempel 6.2) Betrakta nu ett fixt s € C med positiv realdel. Observera att
7/(tsin(mws/t)) ar en analytisk funktion med avseende pa ¢t € C nér 0 < Re(s) < Re(t). For att se
att detta &ven giller for integralen [ 2*~!/(1+a')dx visar vi férst absolutkonvergens. Det giller

att 1 2 Re(s)—1 Re(s)—1
oo IL'87 13657 oomeS,
—|dx < —Fd ——d
/0 ’1+xt‘ a:_/o |14 x| I+/2 o — 100 S

eftersom |1 + x!| antar ett nollskilt minimum pa [0, 2]. Nu kan vi derivera inuti integraltecknet
och enligt samma metod som i sats 2.1 f& att funktionen &r analytisk. D& A(s,t) och 7/t sin(mws/t)
Overensstdmmer pa en mangd med hopningspunkter, ger identitetssatsen att de &r lika Gverallt. Vi
kan darfor utvidga likheten som ges av (5) till 0 < Re(s) < Re(?).



Berdkning A.2. (Exempel 6.4)

For att kunna anvinda mistarsatsen maste vi utéka 2 ,’; L tlll en analytisk funktion. Hg &r
entydigt definierad av tva ekvationer, Hy = 0, och Hyyy = Hy + - +1 Alltsa, om kan vi hitta en
analytisk funktion som uppfyller dessa tva ekvationer s& har vi hittat en fortsdttning.

Vi har att F((S_tll)) + v = (logT'(s + 1))’ + ~ uppfyller det forsta kravet, da r((11)) = —f, och

(log(F(s+1)))/+ = (1og(F(s+1))—Hog(s+1))/ = (log((s+1)F(s+1)))/ = (1og(F(s+2)))/

s+1

dér konstanttermen naturligtvis inte fordndrar ovanstaende. Alltsa kan vi utan problem sitta H,

till F((:Ll) +7. Observera att

k = 0 utan att detta féordndrar summans vérde.

Nu behéver vi visa att 2H“’ L= 51:((?) + 1 uppfyller méstarsatsens krav. Vi har en kiind ap-
proximation av 1;(—(5)) som (9(10g(|5|))7 vilket sjélvklart uppfyller tillvixtkraven. Nu ger en direkt
anvindning av méstarsatsen det vi ville visa.

s 1

har en borttagbar pol i 0 med vérde 0, sa vi kan summera fran

Sats A.9 (En utdvidgning for ¢). Ldt ¢* uppfylla mdstarsatsens antaganden for ndigot § > 0,
men med Q = 7 /2. Sig ocksd att f(z) uppfyller mdstarsatsens krav for samma § med motsvarande
@ = 0 och dr en analytisk funktion sd att

[ P2 lds < oc
\)

for 0 < XA < 0. Dad gdller mdstarsatsens formel for ¢(z) = f(2)¢*(2) i omradet 0 < Re(s) < 4.

Bevis. Vi konstruerar ¢,,,(z) = f(2)¢*(2(1 — 1/m)). ¢, gar punktvis mot ¢ och speciellt erhalls
samma C' och P for alla m. Summans punktvisa konvergens géller eftersom summan absolutkon-
vergerar enligt anmérkning 3.3. Vi far speciellt

’ZFn—i-l z)"

enligt antagande, for nagot By. Nu &r vi klara eftersom alla krav i sats 3.2 uppfylls, med enda
skillnad att vi nu tillater § > 1, vilket enkelt kan l6sas.

g/ IT(8)pm(—s)x™%|ds < Baf)‘/ [Tm(s)|*~ /2| f(—s)|ds = Byz™>
(N )

O

Proposition A.5. For varje fixt x € R far vi

Do+ iy)| = V2rlyl= /2%~ 5W[1 + O( ).

|yl

Vidare gdller:
i) Tag a,b € R. Fér nagot B > 0 och for tillrackligt stora |y|, far vi for alla x € [a,b]

ID(x + iy)| < Bly|*~ /2",

it) Lit Q < /2 och X > 0. Dd gdller

A+ioco
/ IT(s)]eQMm &) ds < oo
A

—100

Bevis. (Proposition 2.2). Den forsta delen far vi av Stirlings formel och detaljerna genomfors i [7].

i) Definiera A(z +iy) = v/27|y[*~'/2e~*=31vl. Satsens forsta pastaende ger for tillréickligt stora
ly| att |T'(x + iy)| < 2A(z + iy). Till sist observerar vi att A(z + iy) < Byly[*~/2e~ 3 ¥ for nagot
By i vart omrade for stora |y|, vilket ger pastaendet.

t4 kallas for Euler-Mascheronikonstanten, och &r lite storre &n 1/2.



1) Lat a = b = A. Vi enligt ¢) far for tillrackligt stora |y|, sig |y| > r, att
IT(\ +iy)| < Bly|*'/2e~ 3], Vi ser nu att

/ (A + i) @y < B P 12e@=/Dllgy < o
ly|>r ly[>r

eftersom @ — 7/2 < 0. Innanfor [—r, r] konvergerar integralen sjélvklart, pa grund av att gamma-
funktionen ar kontinuerlig, vilket bevisar pastaendet.
O
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