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Popularvetenskaplig presentation

Kurvor definierade av polynomekvationer har intresserat matematiker i &rhundraden. Ekvationer
kan se ut pa manga sitt. Denna uppsats handlar om en speciell typ av kurva som blivit centralge-
stalt inom den moderna matematiken. Bland annat anvindes de pa 90-talet for att bevisa Fermats
stora sats, ett av matematikens mest berémda problem. De gar under namnet elliptiska kurvor,
inte att forvixla med ellipser.

Vad é&r en elliptisk kurva? Det kan beskrivas pa flera sitt. Ett av dessa dr genom en ekvation pa

formen
v =a34+ar+0b

dér a och b ar fixa tal. Olika val av a och b svarar mot olika ekvationer, och ddrmed olika kurvor.
En 16sning bestar av tva tal « och y sa att ekvationen uppfylls. Varje sddant par kan nu tolkas som
koordinater i xy-planet och ritar vi allihop far vi en kurva.

=2z Y =2>-3z+1 v =x+a+2
Figur 1: Nagra exempel pa elliptiska kurvor och deras ekvationer.

Malet med denna uppsats dr att betrakta samlingen av alla elliptiska kurvor p& en gang och for-
soka hitta en 6vergripande struktur. Det visar sig att en elliptisk kurva pa sdtt och vis dr samma
sak som ett gitter. Detta kallas for uniformisering av elliptiska kurvor, vilket &r denna uppsats titel.

Vad ar da ett gitter? Det ar i kontrast till elliptiska kurvor ett relativt enkelt objekt. Vad ett gitter

ar kan forklaras genom att tédnka sig ett kaklat golv med skeva plattor (parallellogram). Gittret ar
hoérnpunkterna dar plattorna mots, som punkterna i figur

A B C

Figur 2: Tre exempel pa gitter i planet.

Vissa par av gitter dr mer lika &n andra. Exempelvis i figur [2| dr gitter C likadant som gitter B om
man snurrar det 45° mot- eller medurs. A andra sidan s& kan man inte pa nagot sitt snurra eller
skala gitter A for att fa gitter B eller C. Matematiskt sd dr B och C vésentligen samma gitter,
men A &dr ett helt annat.

I denna uppsats visar vi att det i princip finns lika manga olika (i det avseende som beskrivs
ovan) gitter som det finns olika elliptiska kurvor. Tack vare detta kan vi dra slutsatser om kurvans
ekvation genom att istéllet titta pa ett motsvarande gitter. Detta gor att vi kan omformulera svara
fragor om kurvor till enkla fragor om kakelplattor.



Sammanfattning

I denna uppsats formuleras och bevisas Uniformiseringssatsen for elliptiska kurvor &ver C.
Detta resultat ar av betydelse for klassificering av komplexa algebraiska kurvor samt studiet
av diofantiska ekvationer. Beviset bygger pa teorin for elliptiska funktioner, sarskilt Weierstrass
p-funktion. I sista kapitlet undersoks férhallandet mellan den analytiska och den algebraiska
beskrivningen av elliptiska kurvor vidare. Dessutom dras slutsatser om dndliga delgrupper och
endomorfiringar.

Abstract

In this paper the Uniformization theorem for elliptic curves over C is formulated and proved.
This is an important result for the classification of complex algebraic curves and the study
of Diophantine equations. The proof relies on the theory of elliptic functions, in particular
Weierstrass’ gp-function. In the last chapter, we further examine the relation between the
algebraic and the analytic description of elliptic curves. In addition, we draw conclusions
concerning finite subgroups and endomorphism rings.
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Forord

Denna uppsats har skrivits i syfte att presentera klassisk teori pa ett tillgdnligt och ldsarvanligt sétt.
Uppsatsen behandlar Uniformiseringssatsen och framstéllningen foéljer Silverman och Sutherland
(se bibliografi). Lasaren forvintas vara bekant med grundliggande komplex analys och abstrakt
algebra. Vi gor inga ansprak pa originalitet da resultaten &ar vélkdnda och lattillgdngliga i litte-
raturen. Vi vill ocksa passa pa att tacka professor Per Salberger for &mnesforslag samt handledning.

Under arbetets gang har dag- och loggbok forts 6ver samtliga bidrag till uppsatsen. Inldrningen av
materialet har skett gemensamt och beslut kring innehall och framstéllning har tagits tillsammans.
Pa det stora hela har ansvaret varit gemensamt, men Tomas har varit ansvarig for figurer samt
den populérvetenskapliga texten medan Douglas star som ensam forfattare till s.15-20.



1 Inledning

Kurvor definierade av polynomekvationer har intresserat manga av tidernas bésta matematiker.
Att hitta punkter pa kurvor ar ekvivalent med att 16sa deras definierande ekvationer. Studiet av
diofantiska ekvationer behandlar hur man kan hitta heltalslésningar till polynomekvationer, vilket
ofta dr mycket svart. Denna uppsats handlar om elliptiska kurvor 6ver de komplexa talen C. Dessas
ekvationer ar pa formen

E:y? =2+ ax +b,

dér a,b € C. Nér vi tillater komplexa z,y handlar detta inte geometriskt sett om en kurva utan
en yta over de reella talen och kallas &ven en Riemannyta. Inom algebraisk geometri betraktas det
som en kurva dé den lokalt beskrivs av en komplex parameter. Elliptiska kurvor har en méarkvérdig
egenskap i det att vi givet ett antal 16sningar till ekvationen kan hitta nya pa ett systematiskt vis.
Vi jamfor med cirkeln.

Enhetscirkeln bestar av alla punkter (z,y) € R? sa att 22 + y?> = 1. Givet tva stycken punkter
Py, P> sa kan vi hitta en tredje punkt genom att addera vinklarna hos P;, P». Vi far nu en tredje
punkt P3 och vi kan fortsdtta hitta nya punkter genom att addera vinklar pa detta vis. Om vi till
varje punkt viilljer en representerande vinkel i intervallet [0, 27) far vi nu en bijektion, och vi har
definierat en gruppstruktur pa enhetscirkeln S'. Hur gor vi da for att ga mellan dessa tva? Som
bekant kan vi anvinda trigonometriska funktioner och fa en bijektion

R orz = [0,21) = S
0 — (cosf,sin ).

I denna uppsats gor vi en motsvarande konstruktion for elliptiska kurvor. Det kommer istéllet att
rora sig om dubbelt periodiska funktioner i en komplex variabel. Den gruppstruktur pa elliptis-
ka kurvor som vi ndmnde ovan definieras i kapitel 2, och kommer kunna aterféras pa addition i
C (modulo A) for C/A for ett 2-dimensionellt gitter A C C.

Denna uniformisering ger oss mojlighet att dra slutsatser om gruppstrukturen pé elliptiska kurvor.
Detta ar av central betydelse for studiet av diofantiska ekvationer. Ett djupt resultat fran 1929 ar
Mordells sats, som sdger att vi bara behéver ett dndligt antal rationella punkter pa en elliptisk
kurva for att kunna generera samtliga rationella punkter. Ett av millennieproblemen, Birch och
Swinnerton-Dyers formodan, handlar om hur manga som behd&vs.

2 Elliptiska kurvor

I detta kapitel introducerar vi begreppet elliptisk kurva (6ver C) och definierar en gruppstruktur
pa dessa. For att fa en fullstdndig forstaelse for det som pagar i detta kapitel kravs en del allmén
teori om algebraiska kurvor. D& detta inte &r syftet med denna uppsats presenterar vi bara det
absolut nédvéandigaste utan bevis. Var férhoppning ér att ldsaren skall kunna ta till sig inneboérden
utan att behova se detaljer. En fullstdndig redogodrelse for teorin nedan finns i [Sil].

Vi bérjar med en affin ekvation f(z,y) = y?>—23—az—b = 0 dir a,b € C. Denna definierar en kurva
i C? och genom homogenisering gor vi den kompakt. Med andra ord betraktar vi 16sningsméingden
till den homogena ekvationen

F(X,Y,2):=Y?Z - X34+ —aXZ? - 0bZ3=0 (%)
X

dir vi fér Z # 0 aterfar den affina ekvationen genom att lita x = =,y = % Eftersom F &r
homogen giller for alla A € C att

F(a,b,c) =0 = F(\a,\b,\c) = \*F(a,b,c) = 0.



Vi infér homogena koordinater genom att identifiera punkter utanfér origo som ligger pa samma
linje genom origo:

(x1,22,23) ~ (y1,¥2,y3) <= IN€ C* : (Ax1, Aw2, Aw3) = (Y1, Y2, ¥3)-

3
Det resulterande kvotrummet skrivs P?(C) = (C*\ (0,0, 0))/N (se. Ekvivalensklasserna kallas
punkter samt betecknas [z; : x5 : x3] for nagot val av koordinater. Om vi begrinsar oss till de
punkter vars tredje koordinat &r nollskild fas att varje klass har en unik representant pa formen

["Tl 22 1}
T3 I3
och i var ursprungliga ekvation (x) géller alltsa « = 7L,y = 2. Vi siitter in z = 01 (x) och far

16sningen [0 : 1 : 0] som inte fanns med i den affina ekvationen. Genom att ligga till denna "punkt
i odndligheten” har vi fatt en kompakt méangd.

Definition 2.1. En elliptisk kurva dver C dr en mdngd
{lr:y:2] € P? | Flz,y,2) =0} = {(z,y) € C* | f(z,y) = 0} U{O},
dir F(x,y,2) = y*2 — 2% + —22% — b23 € Cla, vy, 2], 4a® + 270> # 0 och f(x,y) = F(x,y,1).

Det gar att visa att villkoret 4a> + 27b% # 0 &r ekvivalent med att kurvan dr ickesingulir, det vill
sdga har en vildefinierad tangentlinje i varje punkt. Vi kommer genomgaende att anvinda oss av
den affina ekvationen y? = 3 + az + b men det &r viktigt att inte glomma den tillagda punkten i
odndligheten som vi betecknar O. Notera att anvindningen av ordet kurva syftar pa den algebra-
iska dimensionen, 1, men att det 6ver R ror sig om ytor.

Lat nu E vara en elliptisk kurva. Eftersom E C C? kan vi inte visualisera hela kurvan, men vi
kan titta pa E(R) = {(x,y) € E | z,y € R}. Detta kommer vara till hjalp fér att illustrera
gruppstrukturen vi skall infoéra. Nagra exempel pa hur E(R) ser ut for olika val av a, b ses i Figur

Bl

=23z y?=2-3z+1 yv2=x3+z+2

Figur 3: E(R) for nagra elliptiska kurvor E.

Som med alla matematiska objekt sa ar det anvdndbart att titta pa avbildningar mellan dessa samt
att infora ett ekvivalensbegrepp.

Definition 2.2. Ldt E1, F5 vara elliptiska kurvor och C(Ey) funktionskroppen till Ey (se Appendiz
. En isogeni ¢ : E1 — FEs dr en icke-konstant trippel

Y =[ry:re: 73] € P2(C(EL))

som uppfyller Y(Og,) = Og,.

Att vi tar 71,79, 73 ur P2(C(E))) istéllet for C(E;) innebér att vi for nigot P kan ha 71 (P) =
ro(P) = r3(P) = 0 men att det finns s € C(E7) s att minst en av s(P)r1(P),... ar nollskild.



Definition 2.3. Twa elliptiska kurvor Ey, Es sdgs vara isomorfa om det finns isogenier 1y :
F — EQ, ’(/)2 : Ey — Fy sadana att

1oty =1pgotp =id.
I detta fall kallas 11,9 for isomorfier.

En explicit isomorfi som figurerar i denna uppsats &r mellan kurvorna E; : y? = 423 — gox — g3
och E; : y* = 2 4+ ax + b dir —4a = g och —4b = g3. Isogenin ges av [z :y : z] = [z : % : 2] och
det ar tydligt att det &r en isomorfi.

Vi infor nu ett mycket anvindbart verktyg, j-invarianten till en elliptisk kurva. Denna kommer att
vara av central betydelse i kapitel 4.

Definition 2.4. Lit E : y?> = 23 4+ ax + b vara en elliptisk kurva. Vi definierar j-invarianten till

E som
4a3

4a3 + 272"

Nedan foljer tre fakta om isomorfa kurvor som kommer att behévas ldngre fram.

J(E) = 1728

Sats 2.1. (a) Twva elliptiska kurvor Ey och Es dr isomorfa om och endast om j(E1) = j(Es).

(b) Varje komplext tal dr j-invariant till minst en elliptisk kurva. Med andra ord, j definierar en
surjektiv funktion
s (Ff - €

(c) Tvé elliptiska kurvor Ey : y* = 2% + a1z + by och By : y?> = a3 + asx + by dr isomorfa om
och endast om det finns ett p € C* sadant att

as = u4a1 och by = u6b1.

Bevis. (a)-(c) [Sul4, Sats 12,13,14]. O

En del av motiveringen till att studera elliptiska kurvor dr talteoretisk. Talteoretiker dr intresserade
av att l6sa polynomekvationer 6ver Q och Z, och elliptiska kurvor har egenskapen att vi givet ett
antal punkter pa kurvan (det vill siiga 16sningar till dess definierande ekvation) kan generera nya
punkter pé ett systematiskt vis. Mer precist finns det pa varje elliptisk kurvaEI en gruppstruktur.
Ett av vara méal i denna uppsats ar att hitta en enklare beskrivning av denna struktur.

Definition 2.5. Ldt P,Q € E, L vara linjen mellan P och @ (om P = @Q, tag tangentlinjen) och
R vara den tredje skdrningspunkten mellan L och E. Ldt L' vara linjen mellan R och O. Vi liter
P + Q vara den tredje skdrningspunkten till L'.

Att det alltid finns exakt tre skidrningspunkter (medréknat multiplicitet) foljer av Bézouts satsﬂ
For reella punkter har vi en tydlig bild av hur kompositionslagen ser ut, se figur [4] och [f] For
komplexa punkter fungerar additionen lika bra, men blir svar att visualisera.

IDet récker att kurvan #r ickesinguldr och kubisk.
2Hsr behdvs att kurvan &r projektiv, det vill siga att vi lagt till punkter i odndligheten. Annars garanterar
Bézouts sats inte 3 skdrningspunkter.



P P P
R R
x x  x
2P
(a) Tag en punkt P. (b) Drag en tangentlinje och finn skér- (c¢) Spegla i z-axeln f6r att erhalla 2P.
ningspunkten R.
Figur 4: Utrdkning av 2P = P + P for P € E(R).
Y ) Y
> Q . R ,9/—0/" R .Q/_—o/—’
P ] P ] P
X x : X
.
P+Q

(a) Tag tva punkter P och Q (b) Drag en sekant och finn skiir- (c) Spegla i z—axeln for att erhalla
ningspunkten R. P+ Q.

Figur 5: Utrdkning av P + Q for P,Q € E(R).

Sats 2.2.

(a) Operationen som definieras i Definition gor E till en abelsk grupp med O som mneutralt
element.

(b) For P = (z,y) € E gdller —P = (z,—y)
(¢) Isogenier dr homomorfier, det vill siga om v : Ey — Eo ar en isogeni gdller
V(P +Q)=¢(P)+¢(Q) VP,Q € E.
Bevis. (a) [Sil, Prop. I11.2.2|, (b) [Sil, s.53], (c) [Sil, Sats II1.4.8]. O
Observera att associativitet ar langt ifran sjélvklart med denna definition av gruppoperationen.

Tack vare behéver vi inte skilja pd isomorfi av elliptiska kurvor (som i Definition [2.3) och
isomorfi av grupper.

3 Elliptiska funktioner

I detta kapitel introduceras begreppet elliptiska funktioner. Detta &r dubbelt periodiska funktioner
i en komplex variabel. Kapitlet foljer framstéllningen i [Sil, VI.2-3].

Definition 3.1. FEtt gitter dr en diskret delgrupp A C C som innehdller en R-bas for C, det wvill
sdga en mdngd pa formen
A={mw +nwy € C|m,neZ}

for R-linjdrt oberoende wy,ws € C.



For vara dndamal kommer det vara nyttigt att ha ett ekvivalensbegrepp for gitter. Vi siger att
tva gitter A1, Ay &r homotetiska och skriver A; =2 A, om det finns ett a € C, a # 0, sddant
att A = {aw | w € A1} = Ay. Geometriskt innebdr multiplikation med komplexa tal dels en
skalning och dels en rotation. Tva gitter dr alltsd homotetiska om det finns en rotationsvinkel och
en skalningsfaktor som tar det forstas punkter till det andras.

Definition 3.2. En fundamentalparallellogram till ett gitter A dr en mdngd pa formen
D= {a+t1w1 + tows ‘ 0<t1,t0 < 1}

dir a € C och wy,ws € A en bas.

Figur 6: Gittret Zw; + Zws. Det skuggade omréadet &dr en fundamentalparallellogram.

Definition 3.3. Ldt A vara ett gitter. En elliptisk funktion (med avseende pd gittret A) dr en
meromorf funktion f definierad pa C sadan att

f(z4+w) = f(z) for allaw € A, z € C.

For ett gitter A skriver vi C(A) f6r méngden av alla elliptiska funktioner med avseende pa A.
Notera att C(A) bildar en kropp under punktvis addition och multiplikation.

Proposition 3.1. En elliptisk funktion som saknar poler eller nollstdllen dr konstant.

Bevis. Antag att f € C(A) saknar poler, det vill séiga &r holomorf. Lat D vara en fundamentalpa-
rallellogram fér A. Eftersom f &r periodisk féas

sup |f(z)| = sup [f(2)],

zeC zeD
men |f| #r kontinuerlig och D kompakt, s& |f| #r begriinsad pa D och dirmed pa hela C. Vi drar
med hjilp av Liouvilles sats slutsaten att f &r konstant. Om f saknar nollstéllen kan vi tillimpa
samma resonemang pa 1/f och satsen foljer. O

For en meromorf funktion f och w € C skriver vi ord,(f) och res,(f) for multipliciteten av
nollstéllet w (0 om f(w) # 0) respektive residyn. I foljande sats skriver vi 37, ¢,/ for en summa
over en fundamentalparallellogram D. Eftersom vi behandlar elliptiska funktioner kommer dessa
summor vara oberoende av val av D.

Sats 3.1. Lat f vara elliptisk med avseende pd A. Dd galler att

D resu(f) =0 (a)

weC/A
S ordu(f) =0 (b)
weC/A
Z ord,, (flw € A. (c)
weC/A



Bevis. Lat D vara en fundamentalparallellogram for A sddant att f saknar poler eller nollstillen
pa randen 0D. Alla tre pastaenden foljer av residysatsen och argumentprincipen.

(a) Residysatsen ger
1

Z res, (f) = %/8D f(z)dz.

weC/A

Eftersom f &dr periodisk tar integralerna lings motsatta sidor av D ut varandra. Darmed blir hela
integralen 0.

(b) Eftersom f &r periodisk &r dven f’ periodisk. Vi tillimpar (a) pa den elliptiska funktionen f'/f
och utnyttjar argumentprincipen:

S i
> ordu(f) = 5 . f(z)d 0.

weC/A

(¢) Residysatsen tillimpad pa Zﬁg) ger

b zf'(2)
2mi Jop f(2)

1 a+wi a+twi+ws2 a+twsa a > ’ P
L ( [+ R e =
27” a a+twi atwi+ws a+wso f(Z)
I den andra och tredje integralen gor vi variabelsubstitutionerna z — z —w; respektive z — z — ws.
Sedan anvénds periodiciteten hos integranden for att fa

Z ord,, (flw = dz

weC/A

S o (o= 2 [T L e [T

= - z - dz.
o wilo T T wi)y TG

Argumentprincipen ger nu att integralerna dr lika med 2mik dér k &r ett heltal, och satsen foljer. O

Definition 3.4. Ordningen av en elliptisk funktion dr dess antal poler (riknade med multiplicitet)
1 ndgon fundamentalparallellogram.

Aven denna definition #r oberoende av val av parallellogram. Vi anmirker att vi lika girna kunnat
definiera ordning som antalet nollstéllen (enligt Sats ovan). Sats och Proposition ger
oss foljande korollarium som &r ett forsta steg mot en klassificering av alla elliptiska funktioner.

Korollarium 3.1. Ordningen av en ickekonstant elliptisk funktion dr atminstone 2.

Bevis. Om f &r elliptisk och bara har en pol, av ordning 1, i en punkt w sa foljer det av Sats
att res, (f) = 0. Ddrmed &r f holomorf, och Proposition[3.1]ger att f méste vara konstant. [J

Annu har vi inte sett nagra icketriviala exempel pa elliptiska funktioner. Nu introducerar vi en
forsta kandidat som kommer félja med i resten av uppsatsen.

Definition 3.5. Ldt A vara ett gitter. Weierstrass p-funktion (med avseende pé A) definieras
som

1 1 1
:C\A=>C, z— — ———.
oa:C\ 2 Z2+Z((z—w)2 w2>

wEA

w#0
Det foljer direkt fran definitionen att pa dr en A-periodisk jdmn funktion. Gittret A kommer alltid
vara fixt, s vi skriver ibland bara p(z). Vi vill nu visa att p dr meromorf och dirmed elliptisk.
For att kunna gora detta s behover vi foljande lemma fran komplex analys (for ett bevis, se [Ahl,
§5 Sats 1]).

Lemma 3.1. Antag att {f,} ar en foljd av holomorfa funktioner pd en oppen mdngd Q@ C C, och
att fn, — f likformigt pa varje kompakt delmdngd av Q. Dé dr f holomorf pa €.



Sats 3.2. @ dr holomorf pé C\ A och ddarmed elliptisk.

Bevis. Vi visar att o konvergerar absolut och likformigt. Tag w € C si att |w| > 2|z|. D& har vi

1 R w? — w? + 22w — 22 [2|(2|w| + |2]) < 10|z|
(z-w)?  w? w?(z —w)? T wPwl =122 T wl?
Detta ger
1 1 1 1

S N . l+10 .
P P e R P | e el R D

w#0 w#0 Jw|>2|z|

lw]<2|z|

Notera att den forsta summan &r dndlig och ddrmed konvergent. Om &ven den andra summan
konvergerar kan vi tillimpa Weierstrass M-test ihop med Lemma [3.1] for att avsluta beviset. Till
detta behovs foljande lemmas:

Lemma 3.2. Det finns en konstant ¢ > 0 och ett Ry > 0 sd att
#{weA|R<|w| <R+1} <cR for alla R > Ry.
Med andra ord, antalet gitterpunkter ¢ en skiva vdxer linjart i radien.

Bevis. Lat wy,ws vara en bas till A med minimal ldngd, det vill séiga for varje annan bas w},w}
sd géller |wy| < |wi], |we| < |wh| upp till omindexering. Lat A beteckna arean av fundamentalpa-
rallellogrammen till detta val av bas, och d diametern. Vi definierar

f(R) = #{w e A |w] < R},
som &r vixande och noterar att #{w € A| R<w < R+ 1} = f(R+ 1) — f(R). Vi far foljande:

(R +d)?
A
TR? o«
= T"‘Z ((R+d)2—R2)

%32 +O(R)
— f(R+1)— f(R) = % (R+1)> = R*+O(R+1) + O(R))

= O(R),

f(R) <

vilket bevisar Lemma Vi tillampar detta pa summan vi ar intresserade av:

1 = R
\w\>2u

Dérmed ar g absolut- och likformigt konvergent pa hela C\ A och siledes elliptisk. O

Med ett liknande resonemang visas att vi kan derivera p termvis for att finna dess derivata:

@)=-52Y —on

weEA
w#0

Inneborden i foljande sats ar att o och @’ ar de byggstenar som tillsammans kan bilda alla icke-
konstanta elliptiska funktioner. Vi infor hér begreppet divisor till en elliptisk funktion, definierat
som en formell (dndlig!) summa

div(f) = Z ordy, (f)(w),

weC/A



av element (w) dér w ar punktelﬂ Om vi kénner till en funktions divisor kéinner vi alltsa till dess
nollstéllen och poler med sina multipliciteter, och vi infér begreppet i syfte att géra resonemanget
i foljande bevis tydligare.

Sats 3.3. Varje elliptisk funktion kan uttryckas som en rationell funktion i1 ¢ och ¢'. Ddrmed
gdller

C(A) =C(p, ).

Bevis. Att varje rationell kombination av p, p’ ér elliptisk dr tydligt. Vi bevisar den andra inklu-
sionen. Lat f € C(A). Det réicker att visa pastéendet for jaimna och udda funktioner eftersom

(f() + £(=2)) + 5 (£(2) = (=),

N |

f(z) =
Om f ar udda s& kommer produkten ¢’ f vara jamn, si vi kan anta att f ar jaimn. Vi har d& att
ord,(f) =ord_,(f) Yw e C.

Om 2w € A kan vi derivera f(—z) = f(z) upprepade ganger och fa
FHz) = (=1)F 1 (=2)

alltsd kommer f*(w) = 0 for alla udda k. Alltsd maste ord,, vara ett jimnt tal. Om nu D &r en
fundamentalparallellogram till A later vi H vara "halva” D (ersitt w; med %wl). Av att f ar jAmn
och att ord,, (f) ar jdmn om 2w € A foljer att

div(f) = Z Ny ((w) + (—w)) for nagra n,, € Z.
weH

Definiera nu g enligt féljande:

Eftersom p(z) — p(w) har divisor (w) + (—w) — 2(0) s& kommer f och ¢ ha identiska nollstéllen
och poler i alla w € H \ {0}. Den enda punkt som kvarstir &r z = 0, men det foljer av Sats
att ordg(f) = ordg(g). Betrakta nu den elliptiska funktionen £. Eftersom nollstiillen och poler i
ﬁl'are respektive nimnare dverensstimmer s& #ir detta en holomorf funktion. Enligt Proposition

1| kommer dérfor % = c vilket ger oss

f(z) = cg(z) = ¢ [] (p(2) = p(w))"™ € C(p(2), ¢ (2)). O
weH
w#0
Vi vill hirleda en sarskild ekvation med g och ' som kopplar elliptiska funktioner till elliptiska
kurvor. For att gora detta behover vi skriva om funktionerna som Laurentutvecklingar. Vi bérjar
med att inféra foljande definition som férenklar notationen.

Definition 3.6. Ldt A C C vara ett gitter och k > 2 ett heltal. Eisensteinserien av vikt k till
A definieras som

Ett resonemang som det i beviset till Sats[3.2] visar att G, konvergerar absolut for k¥ > 2. Observera
att Gy, ar 0 for udda k[f]

3F6r den som kinner till fria abelska grupper: div definierar en homomorfi fran C(A) till F(C/A), den fria abelska
gruppen genererad av punkterna i C/A.
4Eisensteinserien ar det enklaste exemplet pa en s kallad moduldr form.



Proposition 3.2. Laurentserien till p ges av

@(Z) = 2—2 z_: 27’l+ 1 GQ,LJ’_Q( ) 2”.

Bevis. For |z| < |w| har vi att varje i term i p ges av

1 11 1 = 2"
(z—w)Q_oﬂ:wQ<(1—z/w)2_l> Z(n—!—l) wnt2’

n=1

Alltsa har vi

wEA n= 1
w#0

_27-1- (n+1)z an+2
n=1 wEA

w#0
1

=5+ (n+1)2"Guya(A)
n=1

= Z (2n + 1)2°"Gapia(A)

eftersom G = 0 for udda k. O

Foljande sats dr kanske den viktigaste i hela uppsatsen och &r anledningen till varfér g intresserar
088.

Sats 3.4. Lat A C C vara ett gitter, p = pa, g2 = 60G4(A) och g3 = 140Gs(A). Dé gdller att
(¢')? = 4¢° — gap — g3.
Bevis. I en omgivning till 0 har vi enligt Proposition foljande Laurentutvecklingar:

1 2
p(z) = " +2°hi(2), ¢'(z) = -3 + zha(2),

dér hq, ho &r holomorfa i en omgivning av 0. Vi far foljande (hdr betecknar ".

termer, holomorfa i en omgivning av 0):
F(z:92,93) = 4p(2))° = g20(2) — g3 — (9'(2))?
1 3hi(2) 1
4(26 22 =+ ... — g2 ?4’
_93_(26_ 22 +)

hs(z) —
SR ),

.. "hogre ordningens

dar hs, hs dr holomorfa néra 0. Vi véljer nu go si att hs(0) — g2 = 0, och g3 sd att f har ett
nollstélle nagonstans. Valet av go medfor att f har en hdvbar singularitet i 0 och definierar alltsa
en holomorf A-periodisk funktion. Darmed &r f konstant enligt Sats och vart val av g3 ger att
[ ér identiskt 0. For den exakta utrdkningen av g och g3, se Appendix [6.3} O



4 Uniformisering

Detta kapitel dr baserat pa [Sulb], [Sul6]. Lat A C C vara ett gitter och Ex vara kurvan (inte
noédvindigtvis icke-singulédr) bestdmd av
y* =42° — ga(A)z — g3(A).

Kom ihag att En = F : y? = 23 + ax + b diir —4a = g2(A) och —4b = g3(A) via isogenin
[x:y:2]— [x:%:2]. Eftersom E ér icke-singuldr da 4a® + 27b% # 0 far vi villkoret g5 —27¢3 # 0
pa Ej. Sats ger oss en avbildning (eftersom p &r elliptisk)
¢’A : (C/A — EA
[2] = [pa(2) : p(2) 1]
Vi kallar ¢ for den uniformiserande avbildningen, och vi skall visa att det dr en gruppisomorfi.
Detta innebéar tva saker. For det forsta kan vi parametrisera den elliptiska kurvan Ej, och en
naturlig friga (som besvaras langre fram) ar vilka elliptiska kurvor som kan parametriseras pé
detta vis. For det andra innebér det att den tamligen invecklade grupplagen vi infort pa elliptiska

kurvor kan beskrivas som addition av komplexa tal modulo A, atminstone for de kurvor som vi
kan parametrisera. Vi borjar med tva tekniska observationer.

Lemma 4.1. Lat A’ = 1A\ A. D gller
PN =0 < Xe N (a)
" (A)#0 for xeN. (b)
Bevis. Antag att A € A’. Da giller for alla h € C att
pA+h)=pA+h—2\)=p(—A+h)=p(A—h)
eftersom @ &r A-periodisk och jamn. Vi far att

(M) = lim pA+h) —p(A—h)

=0.
h—0 2h

Eftersom ¢’ dr av ordning 3 med endast en pol méaste d& dessa nollstéllen vara av ordning 1 enligt
Proposition det vill siiga @ # 0 dér. O

Lemma 4.2. For varje gitter A C C gdller
A(A) = ga(A)® = 27g3(A)* # 0,
dir g2, gs dr definierade som i Sats[3.)

Konstanten A(A) kallas for gittrets diskriminant och kommer spela en viktig roll langre fram.
Innebérden i Lemma [£.2] &r alltsd att Ey alltid &r elliptisk.
Bevis. Lat A = Zw; + Zw, och sitt

wi wi o\ _witw
27 2T BT g

Enligt Lemma de enda nollstéllena till ¢’, upp till kongruens modulo A. Fran Sats fas att
p(r1), p(r2), p(rs) dr nollstillen till det kubiska polynomet

fx) = 42® — gy — g3.
Vi har att A(f) = 16(A(A)), och far
= =TT (0t — or:))*.

i<j

A(A)

Vi vill alltsd visa att ingen faktor p(r;) — p(r;) &r 0. Lat g;(2) = p(z) — p(r;). Da ar g; elliptiska
funktioner av ordning 2, s& de har 2 nollstéllen i varje fundamentalparallellogram. Eftersom g;(r;) =
0 och gi(r;) = ©'(r;) = 0 sa saknar g; andra nollstillen. Det foljer att ingen faktor i produkten ar
0, och didrmed géller A(A) # 0. O

10



Sats 4.1. (Uniformiseringssatsen, del 1)
Lat A C C vara ett gitter och Ey : y?> = 413 — go(A)x — g3(A). Dd dr avbildningen

¢A : (C/A — EA
[2] = [pa(2) s Pl (2) : 1]

en gruppisomorfi.

Bevis. Lat A = Zw; + Zws. Det finns tre element av ordning 2 i C/A : %4, %2 och % Enligt

Lemma s& har ' nollstéllen i dessa punkter, och ddrmed avbildar ¢ punkter av ordning 2 pa

punkter av ordning 2, eftersom dessa ar de som uppfyller y = 0 (se Sats ) Vidare &r ¢ injektiv

pa punkter av ordning 2 eftersom dessa avbildas pa distinkta rétter till 4p(2)3 — gap(2) — g3 enligt

beviset av Lemma Vi skriver (C/A)[2] respektive E[2] for delgrupperna bestéende av punkter

1] =281 L]sa
o (2) o (2)

av ordning 2 samt noterar att ¢(0) = O eftersom [pa(z) : P (2) :
[0] 24 [0:1:0] = O. Restriktionen @[5 ger alltsa en isomorfi

(C/M)[2] «—— Ea[2]

7)27 ® 1./

Vi visar nu surjektivitet. Lat (zo,y0) € Ea, och D vara en fundamentalparallellogram till A.
Funktionen f(z) = p(z) — x¢ &r elliptisk av ordning 2 och har ddrmed 2 nollstéllen i D. Eftersom
f har en pol i 0 kan den inte ha ett nollstélle dér, sa 1lat zg # 0 vara ett nollstélle till f i D. Da fas

©(20) = 20 = #(20) = (w0, £y0) = (20,%0) = ¢(F20),

och ¢ ar alltsa surjektiv.

Lat nu 21,22 € D och antag ¢(z1) = ¢(22). Om 221 € A s& dr z; av ordning 2, och enligt ovan fas
z1 = z2. Om 227 ¢ A har vi p/(21) # 0 och pa samma sitt som tidigare har vi att rotterna till
f(z) = p(z) — p(21) 1 D ar 2 vilket ger

zo = £21 (mod A),
men eftersom p’(z1) = p'(z2) enligt antagande och ¢'(z1) # 0 fas
o' (—21) = —¢'(21) # ¢/ (=21).

Detta ger z1 = 2o (mod A) och ¢ dr alltsa injektiv.
Det aterstar att visa att ¢ ar en grupphomomorfi. Lat 21,20 € D. Vi vill visa att ¢(z1 + 22) =
@(21) + ¢(22) for alla 21,29 € C. Om ndgon av z1, 2o tillhor A foljer pastdendet direkt eftersom

A avbildas pa identitetselementet O. Aven fallet da z; + 2o ligger i A #r enkelt, ty da fas att
29 = —2z1 + w for ndgot w € A och alltsa

#(z1 +22) = 0 = ¢(21) + d(—21 +w) = d(21) + B(22).

Antag nu 21, 29,21 + 22 ¢ A, och skriv
Pr=¢(z21), P=¢(22).

Observera att Py, P, # O. Skriv y = mx + b for linjen mellan P; och Ps, och lat P; vara den tredje
skdrningspunkten. Da géller enligt definitionen av grupplagen pa F att P; + P>+ Ps = O. Betrakta
nu funktionen

U(z) = —¢/(2) + mp(z) +b.

Detta ar en elliptisk funktion av ordning 3 med en trippelpol i 0, s& den har 3 nollstéllen i D
(inklusive multiplicitet) varav z1 och zg &r tva. Skriv z3 for det tredje nollstillet i D. Da géller att
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@(z3) = ligger bade pa linjen ¢ och E, och &r alltsé lika med nagon av P;, P, Ps. Eftersom vi har
en bijektion
{21, 22,23} —> {P1, P, Ps}

s& maste ¢(z3) = P3; om P3 # P, P,. Om P3; sammanfaller med P (ség) s& fas att £ har en
dubbelrot i z1 och alltsd z; = z3. Om P, = P, = P3 méste &ven z; = 29 = z3. Vi drar slutsatsen
att P3 = ¢(23)

Eftersom P, + P> + P3 = O récker det att visa z1 + 2o + 23 € A, ty

H(z1 + 22) = p(—23) = —P(23) = —P3 = Pr + Py = ¢(21) + ¢(22).

Detta foljer direkt av Proposition [3.1] tillimpad pa ¢, det vill sdga ord,, (H)w € A. O
weC/A

Vart mal ar nu att visa varje elliptisk kurva parametriseras enligt ovan. Detta kréver mer avancerat
maskineri &n vi hittills infort. Kom ihag att j-invarianten som vi inférde i kapitel 2 klassificerar
alla elliptiska kurvor upp till isomorfi (Sats ) Denna invariant kommer att sta i fokus i resten
av kapitlet, och vi borjar med att infora en motsvarande kvantitet for gitter.

Definition 4.1. Lat A C C vara ett gitter. Vi definierar j-invarianten associerad till A som

g2(A)?
AD)

J(A) = 1728

Observera att j(A) alltid ar definierad enligt Proposition Som bekant har vi en isomorfi av
kurvor

=42 —gx—gs = Yy =a+axr+b,
dér go(A) = —4a och g3(A) = —4b. Detta ger att

ga(A)? (~4a)® 1a®
— = 1728 =1728————— =j(E
92(A)% — g5(A)2 (—4a)? — (—4b)2 o B
sa j-invarianten till ett gitter sammanfaller med j-invarianten till den motsvarande kurvan. Vi gor
dérfor foljande definition.

§(A) = 1728

Definition 4.2. Diskriminanten till en elliptisk kurva y?> = x> 4+ ax + b definieras som
A(E) = —16(4a® + 27b%).

Notera att en kubisk kurva pa formen y? = 2% + ax + b ér icke-singuléir (och diirmed elliptisk) om
och endast om dess diskriminant &r nollskild. Vi pAminner om att tva gitter Aj, Ao 4&r homotetiska
om det finns ett nollskilt ¢ € C sé& att cA; = As. Foljande sats ger oss ett annat villkor.

Sats 4.2. Twd gitter Ay, Ao C C dar homotetiska om och endast om j(A1) = j(Az).
Bevis. (=) Antag att cA; = Ay. D& har vi enligt Sats [3.4] att
1 1 »
g2(A2) =60 3 — =60 ) ()i = ¢ o),

wEAs weA;

w#0 w#0
och pa samma siitt fas g3(A2) = ¢ Cg3(A1). Vi jimfor j-invarianter:

(¢ 'ga(M1))? _ g2(A1)?

(cg2(A1))3 = 27(c76g3(A1))?  g2(A1)® —27g3(A)?

(<= ) Antag att j(A1) = j(A2) och skriv Ey, Ey for de motsvarande kurvorna. Enligt ovan har vi
att j(E1) = j(E2). Vi skriver

§(As) = 1728

=j(Aq).

E1:y2:x3+a1x—|—b1
E21y2:x3+a2x+b2,
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dir —4a; = g2(A1), —4b1 = g3(A1) och motsvarande fér Ey. Enligt Sats existerar ett nollskilt
w € C sa att
as = ptar, by = pCby,

och om vi later A = p~! far vi

g2(A2) = A ga (A1) = g2(AAy),
g3(A2) = A" %g3(A1) = gs(AAy). (D)

Vi har enligt Sats [3.4] att
(@I)Q =49 — gap — g3

och derivering pa bagge sidor ger

/1

200" = 120°9" — gap

g2
o' =69 — 7. (%)

/

Enligt Proposition [3.2] s& har vi i en omgivning till 0 att

1 = 2n 1 = 2n
p(z):?—FZ(QTL—Fl)G%H_Qz :?+1;anz ,

n=1

dir a; = 2 och ay = £3. Vi jamfor koefficienter i (x) och far

n—1
2n+2)2n+ ap41 =6 <Z Ay + Qanﬂ)
k=1

6 n—1
= ont2)2n+1) - 12 ;a’“” k

Denna rekursionsformel bestammer entydigt Laurentserien till p(z) = pa,(2z) och dérmed hela
funktionen. Vi anvénder oss av detta i (A) och far att

pA2(Z) = PAA; (Z) — A2 = )\Al - Ag = Al.
En direkt tillampning av detta resultat ger nu foljande korollarium.

Korollarium 4.1. Twa gitter A1 och Ay dr homotetiska om och endast om de motsvarande ellip-
tiska kurvorna Fy respektive Eo dr isomorfa. Med andra ord har vi en injektiv funktion

. Isomorfiklasser av
{%%%%fézﬁk%é%r} — { elliptiska kurvor }
over C.

Vart mal ar att visa att detta dr en bijektion, sa det som kvarstar ar att visa surjektivitet. Vi
formulerade utan bevis i Sats 2.1 att varje komplext tal dr j-invariant till en elliptisk kurva. Det
riacker alltsd om vi kan visa samma sak for j-invarianter till gitter.

Lat A = Zw; + Zwoy vara ett gitter, orienterat sa att Im % > 0. Da galler att
A=z 17,
w2

och for 7 € H= {z € C| Im(z) > 0} s& skriver vi A; = Z7+Z. Detta mojliggor foljande definition.
Definition 4.3. j-funktionen dr funktionen

j-H—-C
T j(ZT + 7).

Funktionerna g2, g3, A definieras analogt.
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Notera att om 7 ligger i H s& gor dven f% och 7+ 1 det.
Sats 4.3. Funktionen j definerad ovan dr holomorf pd hela H och uppfyller

J(=2)=3(7) och j(1 +1) = j(7).

Bevis. Lat A = Z7 + Z. Fran definitionerna av j, g2, g3 har vi att

g2(7)?

i) = 172892(7')3 — 27g3(7)?’

och vi kan skriva
1 1
gAr) =60 > ——— gg(r)=140 > ——
(m,n)#(0,0) (m,n)#(0,0)

Ett argument analogt med det i Sats visar att go(7) och g3(7) konvergerar absolut pa hela H,
och likformigt pé varje kompakt delméngd till H. Alltsa ar go samt gs och ddrmed A holomorfa
funktioner, och eftersom A(7) # 0 enligt Proposition maste dven j vara holomorf.

Den andra delen av satsen foljer direkt av Sats och observationerna
1
L+ 72272+ -2, Z(tr+1)+Z=7Z1+7Z. O
T

Lemma 4.3. (a) Om A C C dr ett gitter med tvd baser wy,ws och wi,wh, orienterade sé att

F o)

YL oY e H, gdller att
fér nagon matris {CCL Z} €SLa(Z) ={A€Z*? | det A=1}.

wa? wh

b] € SLy(Z)

(b) Lt 71,12 € H. Da gdller A, = A, om och endast om det finns en matris [i d

sddan att 7o = ‘(leidb

Bevis. Antag att A har tva baser, orienterade som innan:
A = Zwn + Zws = Zw'y + Zws,.
D4 finns a,b,c,d,a’, b, c,d € Z si att

Wy = aw +bway, wy = adwi +bwh

/ /! !
wy = cwy + dwy, wo = cw; + dws.

Genom substitution och vart antagande att wi,ws ar linjart oberoende fas

a blld Y 10 a b
c ol o=l Y = et o=
men en snabb riakning ger (tack vare vart val av orientering) att

0 I (wl) _ (ad — be) Im(w, /ws) 0

w) |c(wi/w2) + d|?

s& determinanten méste vara positiv, vilket bevisar (a). Vi anvinder (a) for att visa (b). Lat

A, = A.,. D4 finns en matris {Z Z] € SLy(Z) sa att

To = aaT] + bo ar, +b
—— 9 =
1 = car; + do

14



.. o __ ari+b
Omvéant fas att om 75 = orita att

(e +d) (Zro + Z) = Z(amy + b)Z(cTy +d) = Zmy + Z,

sd Ar, =2 A, och beviset ar klart. O

Efter detta resultat dr det naturligt att definiera en gruppverkan av SLo(Z) pa H:

ar +b . a b
= for v = L d} € SLy(Z).

Att y7 ligger 1 H f6ljer av (1) ovan. Vi kontrollerar att detta definierar en gruppverkan, det vill siga
a; b

att vi har en grupphomomorfi SLy(Z) — SymH. Lat v, 72 vara matriserna L d respektive
1 d1
|:G/2 bQ} och 7 vara en punkt i H. Da géller att
C2 d2
a27711:+dbl + by aias + bacy)T + (agby + bad;
naln(r)) = oz =2 s ) = (o))

2erta T do N (arca + c1da)T + (brca + dids)

I och —I &r de enda matriser som har trivial verkan pa H, eftersom
Vr=7V7T€EH = c¢r?—(d—a)r—b=0VT€H = c¢=b=0, d=a,
och dety =1 s& d = a = £1. Detta leder oss till féljande viktiga definition.

Definition 4.4. Den moduldra gruppen definieras som

r— SLQ(Z)/{il}_

Efter denna definition kan vi direkt formulera foljande korollarium till Lemma [£.3p och Sats [£:2]

Korollarium 4.2. Ldt 7,7 € H. Dé gadller att

j(r) =j(r") <= ~vr =1 for ndgot v €T.

I" innehaller tva extra viktiga element, S = [(1) _01] och T = Ll) 1 med motsvarande transfor-

mationer 7 —» f% respektive 7 — 7 4 1 som vi behandlade i Sats Dessa element genererar T,

det vill sdga varje matris i I' kan skrivas som en produkt av S,7T och dessas inverser. Vi skriver
I'=(ST).

Sats 4.4. S och T, definierade som ovan, genererar gruppen I.

b
d
Vi delar upp beviset i tre fall:

a=0:0ma=0fasbc=-1 = b=—-—c=4+1 = y7 = iilrd — = ST+

a = =£1: Vi kan anta a = 1 eftersom =%7=° = ¢Ttb Dj har vi d — be = 1, och vi far att
= —= cT—a ct+d

. e TH+b\ . f—cT—d\ 1
TSWT—TS<CT+d)_T (Ter>_ P

Bevis. Lat v = [CCL € I'. Vi vill visa att v kan skrivas som en produkt av S, S~ T och 7!,

och nu kan vi tillimpa resonemanget fran forsta fallet.
|a| > 1: Vi kan anta att |a| > |¢| (ersétt annars v med S7v). Vart mal dr att bryta ut faktorer i v

pa ett sddant sétt att vi far v = A7y {or ndgon A € (S,T) dér 1 = {?1 Zl] uppfyller |a1| < |a]
1 dp

och |e1] < |¢|. Om vi upprepar denna process kommer vi till sist fa |a|, |c| = £1 och vara tillbaka

pé andra fallet. Lat n = [%] =< - {%}, avrundning nedat till ndrmsta heltal. Da fas

la — ne| = |c{3}| < el < |al.
&
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For detta n far vi

T " =T7" (

at+b\ _ (a—nc)T + (b —nd)
cr+d) ct+d '

Slutligen multiplicerar vi med S for att byta plats pa a och ¢, och far alltsa

v = ST ™. O
100
~
|
|
|
|
!
|
|
—1+V3i !
2 e
I3 ~
-1 _1 1 1
2 2

Figur 7: Ett fundamentalomrade till T'.

Proposition 4.1. Definiera (se Fz'gur@)
F={reH]||r|>1, Re(r) € [-1/2, 1/2), Re(7) >0 = |7| > 1}.

Da finns for varje T en unik D-representant (ett element ur Orb(7)) i F. Med andra ord, F dr ett
fundamentalomrdde for T':s verkan pa H.

Bevis. Lat 7 € H. Vi vill visa att det finns ett unikt 7/ € F sadant att y7 = 7’ {6r nagot v € T.
g

Vi bérjar med att visa existens. For alla v = [Z Z] € I géller som i beviset till Lemma ) att
Im(7)
I = ——7
m(yr) = ()

Lat ¢r + d € A, ha minimal lingd bland gitterelementen utanfér origo. Da maste ¢ och d va-

ra relativt prima, och vi kan darfér hitta a,d sddana att ad — bc = 1. D& géller att matrisen
Yo = [CCL 3] € I maximerar Im(y7). Vilj nu v = T*yy sadant att Re(y7) € [1/2, 1/2). Da

ar Im(vy7) = Im(yo7) fortfarande maximal, och vi méste ha att |y7| > 1 eftersom vi annars far
Im(S~y7) > Im(y7) vilket motsiger vart val av . Slutligen, om 7 ¢ F si maste |y7| = 1 och
Re(7) > 0, men da fas Syr € F, vilket avslutar beviset av existens.

Det aterstar att visa entydighet. Vi visar att tva punkter 775 € F som hor till samma I'-klass
maste sammanfalla. Antag 75 = 17 for nagot v; = {CCL 2} € I’ och Im(71) < Im(7s). Enligt (%)

géller |er; + d|?> < 1, och vi far
1> |ery +d)? = E|m|? + d* + 2cdRe(ry) > P |* + d? — |ed| > 1, (%x)

dér den sista olikheten foljer av att |71 > 1 och att ¢, d &r heltal, &tminstone en av dem nollskild.
Alltsa ar olikheterna likheter, och vi har |cm + d| = 1. Vi anvinder detta i (x) och (xx) for att fa

(%)
Im(r) 2 Im(n), |e,|d| < 1.
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Vi kan anta att ¢ > 0 eftersom v = —~ i I". Vi far tre fall som vi behandlar separat.
c¢=0: Vifar |d| =1 och a = d. Med andra ord, 71 = 72 £ b men

|[Re(r1) —Re(m)| <1 = b=0 = 7 = 7.

c=1, d=0: T detta fall maste b = —1 och enligt ovan har vi |er; + d| = |r1| = 1. Detta ger

2mi/3

To=a — %, och vi far antingen y =, =ioma=0e€ller ; =75 =¢ om a = —1.

c=1, |d| = 1: Har giller |7, +d| = 1 sa 7y = ¢>™/3 och eftersom Im(7;) = Im(73) = f fas 1 = 7o.
I samtliga fall géller alltsd 71 = 7o, vilket &r vad vi ville visa. O

Sats 4.5. Restriktionen j|r definierar en bijektion F — C.

Bevis. Injektivitet foljer direkt av Korollarium och Proposition Det aterstar att visa
surjektivitet. Vi har att

mne” m nGZ
(m,n)#(0,0) n;éO

Den andra termen gar mot 0 d& Im(7) — oo. Detta ger att

Nt 47t
li =120 =120¢(4) = 120* —_—
10 927 mz:: () =120g5 = 3~
dir ¢(s) = >_,2 , n~* dr Riemanns (-funktion. P4 samma sitt fas
6 8’/T6
I —9 — 980~ — T
im0 92(7) = 280(6) = 035 = 57
och dirmed fo6ljer dven
47\ 8\’
li AlT)=—) -27(=—] =0P
Vi har alltsa att 5
jr) = 92((?) 00 da Im(7) — oc.

Eftersom j ar holomorf och icke-konstant si ger satsen om oppna avbildningar att j(H) &r en
oppen delméngd till C. Vi visar att j(H) &ven ar sluten for att kunna dra slutsatsen j(H) = C.
Lat {j(7%)} vara en konvergent f6ljd i j(H), lim j(7x) = w € C. Eftersom j &r I'-invariant s& kan
vi anta att alla j(7i) ligger i F. Eftersom {j(7)} r konvergent och j(7) — oo d& Im(7) — oo s&
maste foljden {Im(7)} vara begrinsad, sig | Im(7)| < M VEk. Vi far alltsé att

T €Q={r€H| Re(r) € [-1/2,1/2], Im(7) € [1/2, M]}.

Q ar kompakt, och det foljer att det finns en konvergent delfoljd till {7} som konvergerar mot
nagot 7 € Q. Eftersom j ar kontinuerlig far vi j(7) = w. Vi har alltsa visat att j(H) innehaller alla
sina hopningspunkter och &r dirmed sluten. Det foljer att j(H) = C och Proposition ger att
j(F) = C, vilket avslutar beviset. O

Vi sammanfattar vara resultat i foljande korollarium.

Korollarium 4.3. (Uniformiseringssatsen, del 2)
Till varje elliptisk kurva E over C finns ett gitter A C C sdadant att E = E\.

5Detta forklarar varfor 60 och 140 dyker upp i definitionerna av go, g3. Det #r det minsta paret av heltal som
gOr att gransviardet ovan gar mot 0.
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Bevis. Lat E vara en elliptisk kurva och tag 7 € H s& att j(7) = j(F). Lat Ay = Z7 + Z. Vi far
att

J(E) = j(1) = j (A1) = G(Ep,)
s& F = Fy, enligt sats 2. O

Vi kan nu kombinera del 1 och 2 f6r att fa foljande sats som &dr huvudresultatet i denna uppsats.

Sats 4.6. (Uniformiseringssatsen)
Det finns en bijektion

{Homotetiklasser av gitter A C C} — {Isomorfiklasser av elliptiska kurvor dver C}
[A] = [Ea],
och till varje A (eller Ex) en gruppisomorfi
C/A — E\
2 [pa(2) : g (2) 1.

5 Korollarier

T detta kapitel diskuterar vi f6ljder av Uniformiseringssatsen. Alla resultat finns i [Sul7], bortsett
fran Sats[5.3|som &r [Sil, Sats VI.5.5]. Vi borjar med att undersoka relationen mellan den algebra-
iska och den analytiska beskrivningen av elliptiska kurvor narmre.

Lat Ay och A vara gitter. Vi har inte definierat begreppet komplex mangfald, &n mindre vad en

holomorf avbildning mellan siddana &r, men for funktioner C/A; LN C/A5 innebér det att det finns
en holomorf funktion f som gor féljande diagram kommutativt:

c—L ¢

’”l lm (D)

(C/Al L} (C/Ag

Att diagrammet kommuterar innebér att i) o m; = w5 o f. Hér betecknar i, mo projektionerna
z — [z]. Vi noterar att om det existerar 1, f enligt (D) sa finns det alltid f* med f*(0) = 0 som

ger att (D) kommuterar. Mangden av holomorfa avbildningar C/A; 2, C/A2 med ¢([0]) = [0]
skrivs Hom(C/A1,C/A3).

Lat nu « € C. Vi definierar en grupphomomorfi

Yo :C—>C

Z— az.
Om nu aA; C As sé& inducerar v, en véaldefinierad holomorf homomorfi

1/)04 : (C/Al — C/AQ
[2] — [az].

Sats 5.1. Lat Ay, Ao vara gitter. Med notation som ovan har vi en bijektion

{OL eC | al; C A2} — HOHl(C/Al,(C/AQ)
o= Y.

Bevis. Vi bevisar att tilldelningen o — 1), &r bijektiv. Om ¢, = 3 s& har vi for alla z att

az = Bz (mod Ay),
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vilket ger att 1¥o—g(C) C Ao, men Ay &r diskret och 1,_g kontinuerlig. Darmed &r ¢o_g(z) = 0
sa a — B = 0 vilket visar injektivitet.

Det aterstar att visa surjektivitet. Lat ¢ vara en holomorf funktion med ¢ (0) = 0. Enligt ovan kan
vi lyfta 4 till en holomorf funktion f: C — C med f(0) = 0 och vi erhéller ett diagram som (D)
ovan. Av kommutativitet foljer att

fz4+w) = f(2) (modAs) V2 € C, we A;.

Vi far att f(z +w) — f(2) € A for alla z och eftersom Ay &r diskret méste f(z + w) — f(z) vara
konstant (som funktion av z). Vi deriverar och far

F(z4+w)=f'(2) VzeC, we Ay,

sd f’ ar en holomorf elliptisk funktion och darmed konstant enligt Vi far att f(z) = az + 3,
men eftersom f(0) = 0 s& har vi § =0, och eftersom f(A1) C A géller «A; C As. Med andra ord
har vi

Y= 1/)m
vilket bevisar surjektivitet. O
Kom ihag att isogenier &r rationella avbildningar mellan elliptiska kurvor som bevarar identitet-

selementet O. Skriv Hom(FE), Fy) = {Isogenier F; 2 E,}. Vi visar nu att dessa star i bijektiv
korrespondens med holomorfa avbildningar.

Sats 5.2. Ldt A1, Ay vara gitter och Eq, E5 de motsvarande elliptiska kurvorna. Dé dr inklusionen
HOHI(El, EQ) — Hom((C/Al, C/Az)
en bijektion.

Bevis. Isogenier ges lokalt av 6verallt definierade rationella funktioner och definierar darfér holo-
morfa funktioner C/A; — C/A,, alltsi &r den pastddda bijektionen vildefinierad. Vidare dr den
injektiv ty tva isogenier definierar samma holomorfa funktion om och endast om de Gverensstéam-
mer pa varje punkt, det vill siga &r samma funktion.

Det aterstar att visa att funktionen &ar surjektiv. Lat darfor ¢ : C/A; — C/Ay vara holomorf och
uppfylla ¢(0) = 0. Enligt (a) kan vi skriva ¢ = 1, for nadgot a € C sddant att aA; C Ao, definierad
enligt ovan. Lat 1 = pa,, @2 = pa,- Vi far en inducerad avbildning

FEy — Esy
[91(2) : 91(2) : 1] = [p2(a2) : a(a2) : 1],
som vi vill visa ges av rationella funktioner. Med andra ord vill vi visa att
p2(az), p5(2) € Cp1(2), 91(2))-
Men eftersom aA; C As sd har vi for w € Ay att
pa(a(z +w)) = p2(az + aw) = pa(az).

Samma resonemang for @’ ger nu ihop med Sats att

p2(az), py(az) € C(A1) = C(p1(2), ¢ (2))- a

Vi atervéinder till F som grupp. Vi ndmnde i inledningen att det &r énskvért att férsta gruppstruk-
turen hos elliptiska kurvor. Uniformiseringssatsen ger oss en beskrivning som &r enkel att forsta
sig pa. Den mdjliggor bland annat foljande karakterisering av dndliga delgrupper.

Korollarium 5.1. Lat E vara en elliptisk kurva, m > 2 samt E[m]| = {P € E | mP = O}. Dg
galler

Em =2 7 x2
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Bevis. Lat E vara en elliptisk kurva och m > 2. Da géller E = C/A for ndgot A = Zw; + Zws. Vi
far

Blm] = (C/A)[m]
={[2] € C/A | mz € A}

aw bw
_ {{m

- }e@/Am,beZ}

=[] + [ﬁb“’?} €C/A | ab e 7}

g/mZXZ/mZ' H

Utover att forsta delgrupper kan vi undersoka endomorfier, det vill siga grupphomomorfier £ — F.
Under punktvis addition bildar dessa en grupp som vi betecknar Hom(E, E) eller End(F). Detta
kapitels resultat mojliggor en klassificering av endomorfiringar till elliptiska kurvor. Kom ihag att
en kvadratisk utvidgning av Q #r en kroppsutvidgning Q € Q(v/d) dér d # 0,1 #r ett kvadratfritt
heltal. Om d < 0 kallas utvidgningen for imagindr. En ordning till en kvadratisk utvidgning K
ar en delring O C K déar den underliggande additiva delgruppen &r genererad av tva element.
Exempelvis har vi att Z[i] = Z[v/—1] och Z[2i] r ordningar till Q(4).

Sats 5.3. Ldt E vara en elliptisk kurva och ZtT+7Z dess associerade gitter. Da gdller en av féljande:
(a) End(E) =2 Z.
(b) Q(7) dr en kvadratisk imagindr utvidgning och

End(F) =2 O for nigon ordning O C Q(1).

Bevis. Lat O = {« | aA C A} = End(F) enligt tidigare resultat. For varje o € O géller da att
det finns a,b,c,d € Z sa att
a=a+br, ar=c+dr.

Vi eliminerar 7 och far:

o — (a+d)a — (ad — be) = 0,

sa varje a € O &r helt 6ver Z, det vill séiga ar rot till ett moniskt polynom med koefficienter i Z.
Antag nu att O # Z och vilj a € O\ Z. D4 méaste b ovan vara nollskild, och om vi eliminerar « fas

br? + (a — d)T — c =0,

s& Q(7) ar en kvadratisk imaginir utvidgning. Slutligen fas eftersom O &r hel over Z att O =
Z(nt) + Z. O

Inneborden i Sats ar enklast att forstd geometriskt genom att betrakta fundamentalparallel-
logrammen som spanns av {7,1} och identifiera motstiende sidor. Det finns alltid endomorfier
my = z — mz med Kerm, = E[m] som svarar mot skalningar av gittret. I vissa fall finns ytterli-
gare endomorfier som ges av rotationer ihop med skalningar. Vi illustrerar med tre exempel. De
Gaussiska heltalen, Zi+ Z, har en avbildning i, : z — iz som roterar gittret 90° moturs. Notera att
detta &r en bijektion och saledes en automorfi. Tittar vi istéllet pa det liknande exemplet Z(2i) +7Z
har vi endomorfin (27), som inte &r en automorfi. Sats séger oss att Z(mi) + Z inte har nagra
endomorfier forutom m., for m € Z.

20



6 Appendix

6.1 Projektiva rum

Lat k vara en kropp. Betrakta foljande ekvivalensrelation pa k™!

(Toy- - Tn) ~ (Yos-- -, Yn) = INEE": (Axo, ..., AT) = (Y0, -, Yn)-
Att ~ definierar en ekvivalensrelation bevisar vi inte héar.

Definition 6.1. Ldt k vara en kropp. Vi definierar projektiva n-rummet (éver k) som
n+1l

ddr ~ definieras som ovan.

Det foljer av definitionen att varje element i P" har representanter [z : --- : x,] (dir atminstone
en x; # 0). Detta kallas for homogena koordinater. Vi noterar slutligen att punkter i

U,=P"—{[zo: - :2,] €P" | z, # 0}

kan skalas ned med x,, vilket ger oss unika representanter [xo/x,, : T1/Tn, ..., 1].

6.2 Funktionskroppar

Lat F(X,Y,Z) = Y?Z — X3 — aXZ? — bZ3 € C[X,Y, Z], och skriv E for kurvan bestdmd av
F(X,Y,Z) = 0 som i kapitel 2. Vi ar intresserade av att studera polynomfunktioner samt ratio-
nella funktioner definierade pa E. Eftersom vi infért homogena koordinater behdvs ett visst matt
av forsiktighet da vi gor detta.

Clx,v,z ]/( F) kallas for E:s homogena koordinatring. Eftersom F' &r irre-

Kvotringen C[E] =
ducibelt dr (F) ett primideal. Saledes dr C[E] ett integritetsomrade. Notera att g € C[E] inte &r
villdefinierade som funktioner pa homogena koordinater. Ett element g € C[E] kallas for en form
av grad d om det finns ett homogent polynom G € C[X,Y, 7] av grad d s att g = G + (F). Vi

skriver degg = d.

Eftersom C[E] &r ett integritetsomrade kan vi bilda bréakkroppen Frac(C[E]). Vi definierar nu
funktionskroppen till £ som

C(E) = {% € Frac(C[E]) | g, h former av samma grad} C Frac(C[E]).
Detta ar véldefinierade rationella funktioner pa homogena koordinater, ty vi kan vélja g, h homo-

gena vilket ger

h(Aa, \b,\e) — Mlh(a,b,c)  h(a,b,c)’
Som namnet antyder bildar C(E) en kropp.

6.3 Harledning av ¢, g3

Antag att vi har visat att

¢ (2) = 4(p(2))° + g20(2) + gs. (%)
Vi pastar att denna ekvation bestdmmer g, g3 entydigt. Betrakta Laurentutvecklingarna till p(z)
och ©'(z) runt 0 (G, dr Eisensteinserien):

1 - -
p(z) = 2—2 + 2’2 ;(Qk + 1)G2k+222k 2a

2 [ee]
Pz) = == + 2 3 (2k + 1)(2h)Gans25 .
k=1
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Vi skriver ut termerna i (x): (H; betecknar holomorfa funktioner i en omgivning till 0)

(¢'(2))? = <—223 +2z i@k + 1)(2k)G2k+gz2k_2>

k=1
4 -2 =
=5 +t252) (2k+ 1)(2k)Gapy02? 72 4 22H, (2)
k=1
4 4
-5~ 5 (6G4+ 20G¢z> + 2 Hy(2)) + 2° Hy (2)
4 24G
= — — 5 — 80Gg + 22Hj(2)
z Z
1 > ’
4p(2)3 =4 <Z2 + 22 Z(Zk: + 1)G’2k+222k2>
k=1

)
= 22 Z Qk‘ + 1 G2k+22
k=1

3

o0 2 o0
+12 (Z (2k + 1)Goppaz?” 2) + 420 (Z (2k 4+ 1)Gapqaz?” 2)
k=1

k=
4 12
=+ (3G4 +5Ge2” + 2" Hy(z)) + 2°Hs(2)
4 6G
= (2)
2

gap(s) = 75 + 22H7( )

Vi stoppar nu in dessa i () och far

o'(z) =
%—%—8006+z2H3( ) =
z Z

60G4 + go
Z

4(p(2))* + g20(2) + g3

4 36G

RN % +60Gs + 22Hg(2) + Z%+Z2H7(Z)+g3
+ g3 + 140G + 22 Hg(z) = 0,

sd om ekvationen skall halla maste go = —60G4 och g3 = —140Gs.
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