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The aim of this thesis is to investigate in what ways students’ opportunities to
discern graphical aspects of the concept of derivative can be related to the
design of instruction. The thesis is based on two empirical studies that
together included 144 Swedish upper-secondary students who were enrolled
in the course in which the derivative is first introduced. Study 1 was
conducted in natural settings and involved collaboration between researchers
and teachers. The study generated three different 120-min lesson designs, all
of which concerned the same mathematical content, the relationship between
a graph and its derivative graph. The designs were equivalent regarding
organization and teaching methods. However, the content was handled
differently during instruction. Design 1 used multiple representations and
graphs of polynomial functions. Design 2 restricted instructions to fewer
representations but used a broader variety of graphs. Design 3 was a hybrid of
Designs 1 and 2 and contained limited variation regarding both
representations and graphs. The results of the study, which were based mainly
on qualitative data consisting of observations and students’ explanations on
posttest questions, suggested that Design 2 offered the best opportunities to
discern graphical aspects of the derivative. The results of Study 1 were further
tested in Study 2 wherein Design 1 and a slightly modified Design 2 were
implemented in more controlled experimental conditions. Quantitative as well
as qualitative data were collected. Statistical analyses of quantitative data
showed that the students who participated in Design 2 performed significantly
higher posttest scores. However, further analyses also showed that the effect
of Design 2 was dependent of students’ prior knowledge. For students with



less prior knowledge, the design was not a significant predictor in relation to
the posttest. The results of the statistical analyses were strengthened by
qualitative data. Analyses of student interviews suggested that Design 2
offered better opportunities to discern graphical aspects of the derivative.
However, in line with the quantitative data, the interviews suggested that to
what extent discernment took place was dependent of students’ prior
knowledge. Overall, the results of the studies highlight the importance of
examining how the handling of the content may affect students’ learning of
mathematics. In particular, they challenge the assumption that the use of
multiple representations is always beneficial and suggest that how to use
representations during instruction concerned with the derivative is an
important topic for further investigation, both with regard to practice and

research.
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Forord

Arbetet med denna avhandling har, férutom lidsande och skrivande, ocksa
inkluderat kurser, seminarier och konferenser. Jag har tyckt om dessa delar.
Allra mest har jag dock tyckt om alla méten med minniskor. Under mina édr
som doktorand har jag haft férmanen att fa triffa manga kompetenta
minniskor som haft minga tinkvirda saker att beritta.

Ett stort tack till ledningen och alla doktorander i forskarskolan learning
study. Ett sirskilt tack till Goteborgsgruppen med Heléne Bergentoft, Jenny
Svanteson Wester, Per Selin och, sist men verkligen inte minst, Joakim
Magnusson.

Tack till all personal pi IDPP. Alltid vinliga bemétanden och stor
hjilpsamhet, bade gillande praktiska och teoretiska fragor. Ett extra tack till
Cecilia Kilhamn, Hoda Ashjari, Rimma Nyman och Tuula Maunula. Extra
tack ocksa till Catherine Machale Gunnarsson och till variationsteorigruppen
med bland andra Airi Rovio-Johansson, Angelika Kullberg och Ference
Marton.

Eftersom min forskarutbildning bestod av tva olika perioder fick jag
mojligheten att ha fem olika handledare. Mona Holmqvist, Constanta
Olteanu, Peter Nystrém, Monica Rosén och Ake Ingerman. Ni dr alla
eminenta och jag har minga ganger tinkt pd vilken kompetens jag genom er
har fatt chansen att ta del av. Ett fantastiskt stort tack till er alla fem!

Avslutningsvis  tack till de elever och lirare som deltog i
forskningsstudierna. Ett sirskilt tack till er lirare. Det finns sikert manga
lirare som kan sdga att de dr bittre 4n er pé olika saker. Det finns dock inte
miénga lirare som kan sdga att de 4r bittre 4n er pa att undervisa.
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Kapitel 1: Introduktion

I denna avhandling studeras hur undervisningens design péaverkar elevers
lirande. 1 centrum stir tvd empiriska studier genomférda inom
gymnasiekursen matematik 3. I bada studierna deltog flera elevgrupper i en
120-minuters lektion som syftade till att eleverna skulle urskilja grafiska
aspekter av begreppet derivata. Lektionens innehadll, relationen mellan grafen
till en funktion och grafen till funktionens derivata, var detsamma i alla
elevgrupper. Innehallet behandlades dock pa olika sitt och avhandlingen avser
bidra med kunskap om hur innehallets behandling i undervisningen kan
komma att pdverka i vilken grad olika aspekter av derivata synliggbrs for
eleverna.

Det skulle kunna antas att relationen mellan de tvd inom skolverksamhet
mest fundamentala begreppen, undervisning och lirande, vore utforligt
studerad och vil utredd. Trots att den utbildningsvetenskapliga forskningen
under manga ar varit omfattande och genererat en allt stérre kunskapsmassa
kan dock sd inte sigas vara fallet. Samtidigt som det idag propageras for att
liraren 4r den faktor som har storst paverkan pa elevers utveckling (se t.ex.
Hanushek, 2011; Hattie, 2009) 4r forhallandevis lite kint om vad som
utmirker en kvalitativ undervisning samt under vilka former och pa vilket sitt
en sidan undervisning kan utvecklas. Ball och Rowan (2004) uttrycker
situationen pa féljande sitt:

It is increasingly clear that instructional quality affects what students learn in
school and how they grow academically over time. However, less is known
about what makes teaching good, or effective. Researchers also lack
adequate knowledge of how to measure good teaching, assess its effects on
students’ academic achievement, and promote such teaching in schools
(Ball & Rowan, 2004, s.3).

Ball och Rowan (2004) konstaterar att forskning kring undervisning visserligen
har en lang historia men de pekar ocksd pa svérigheter som denna typ av
studier innebdr. Olika forskningsmetoder fér med sig olika typer av
validitetsproblem och Ball och Rowan (2004) menar att om undervisningens
effekter ska studeras krivs en kombination av forskningsansatser liksom flera
olika typer av data. Ocksd Hiebert och Grouws (2007) hivdar att det rader
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ATT URSKILJA GRAFISKA ASPEKTER AV DERIVATA

stor osdkerhet kring relationen mellan undervisning och lirande. De lyfter
fram flera utmaningar for forskningen inom omradet. Exempelvis det faktum
att undervisning dr en komplex verksamhet dir olika variabler samverkar med
varandra pid en mingd olika sitt. Detta borgar 1 sin tur f6r metodologiska
svarigheter, bade i friga om vilka variabler som ska mitas liksom pd vilket sitt
de ska mitas (Hiebert & Grouws, 2007).

Utmaningar och svirigheter med att studera relationen mellan
undervisning och lirande diskuteras dven av Nuthall (2004) som g6t en kritisk
granskning av fyra av de vanligaste forskningsmetoderna: studier av skickliga
lirare, korrelations- och experimentella studier, design experiments och
aktionsforskning. Nuthall (2004) menar att ingen av dem leder till resultat som
forklarar hur undervisning kan relateras till lirande pa ett sidant sitt att de blir
praktiskt anvindbara fo6r lirare. Samtidigt som Nuthalls (2004) kritik ar
omfangsrik beskriver han emellertid ocksa vilka inslag och vilka data han anser
att denna typ av studier bor innefatta. I metodkapitlet senare i denna text stills
uppligeningen av de empiriska studier som genomfdrdes inom ramen for
denna avhandling i relation till sévil den kritik som till de propéer som lyfts av
bland andra Nuthall (2004) och Hiebert och Grouws (2007). Det kan dock
redan nu konstateras att dven om studier som behandlar relationen mellan
undervisning och lirande dr behiftade med svarigheter och utmaningar 4r de
samtidigt hogst relevanta. Dels pd grund av sin dnnu idag ringa omfattning
(Carlgren, 2018; Charalambous & Pitta-Pantazi, 2015; Svensson, 2016) men
framforallt pad grund av det faktum att de adresserar den for skolpraktiken
kanske mest intressanta frigestallningen (Carlgren, 2018; Hiebert & Mortis,
2012; Kennedy, 1999). Det senare tydligetrs i Kennedys (1999) studie dér hon
lit lirare ta del av ett antal forskningsartiklar i syfte att underséka vilken
forskningsmetod de uppfattade som mest relevant och inflytelserik. Resultatet
visade att betydelsen av forskningsmetod wvar helt underordnat vilka
forskningsfragor som stilldes i artiklarna. Gemensamt for de artiklar lirarna
bedémde som mest relevanta var att de alla behandlade relationen mellan

undervisning och lirande.

1.1 Undervisning, larande och relationen dem
emellan 1 matematik

Var for sig har begreppen undervisning och lirande en ling historia inom
matematikutbildning. Fragan om vilken matematik som bér ges utrymme i
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INTRODUKTION

skolan (vad som ska liras) liksom frigor om med vilka metoder matematik ska
undervisas har varit féremal for diskussioner bland matematiker och
matematiklirare under mer dn tva arhundranden (Kilpatrick, 1992). Vigen till
ett definierat forskningsfilt som rér undervisning och lirande 1 matematik har
emellertid varit sndrigare och det var fOrst i borjan pd 1970-talet som
matematikdidaktiken undan f6r undan bérjade etablera sig som en egen
disciplin (Kilpatrick, 1992; Niss, 2001). Idag, knappt 50 ar senare, existerar
diverse nationella och internationella intressegrupper som organiserar forskare
och matematikdidaktikens framvixt har ocksd gett upphov till en mingd
tidskrifter vilka tillsammans genererar ett konstant fléde av publicerade
forskningsartiklar.

Niss (2001) definierar matematikdidaktikens studieobjekt som de
foreteelser och processer som dr en del av undervisning och lirande i
matematik. Han konstaterar dock att medan det finns en omfattande
forskning med inriktning mot elevers ldrprocesser och inlirningsprodukter
finns det manga fragor som idr obesvarade nir det giller relationen mellan
undervisning och lirande. En liknande slutsats dras av Charalambous och
Pitta-Pantazi  (2015) efter att de forsdkt sammanfatta var det
matematikdidaktiska forskningsfiltet befinner sig. De menar att under de
senaste decennierna har forskningen kring ldrares kunskaper, undervisning
och lirande gjort framsteg. Detta giller emellertid de tre filten betraktade var
for sig. Nir det giller pd vilket sdtt dessa omraden kan relateras till varandra ér
de flesta fragorna enligt Charalambous och Pitta-Pantazi (2015) obesvarade:

We initiated this chapter by pointing out that, after almost four decades of
significant scholatly work, we have by now accumulated sufficient empirical
evidence suggesting that teachers make a difference in student learning.
However, questions regarding the interactions among teacher knowledge,
teaching quality, and student learning — as well as the particular ways in
which these interactions are manifested — remain open (Charalambous &
Pitta-Pantazi, 2015, s.44).

I linje med Ball och Rowan (2004) ovan menar Charalambous och Pitta-
Pantazi (2015) att undervisningens kvalitet, i termer av dess férméga att
generera lirande, 4r komplicerad att mita. Det saknas ocksd enligt
Charalambous och Pitta-Pantazi (2015) teoretiska ramverk, biade om
undervisning och, i 4n hogre grad, om relationen mellan undervisning och
lirande. Gillande den matematikdidaktiska teoribildningen hivdar Hiebert
och Grouws (2007) att det finns en tydlig férskjutning mot lirande. De
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konstaterar att teorier om lirande i matematik ofta dr tydligt artikulerade
medan detta inte giller teorier om undervisning i matematik. Hiebert och
Grouws (2007) menar att dven om teorier om lirande kan ge viss guidning f6r
undervisning kan de inte Oversittas rakt av och de kan inte heller i sin
ensamhet anvindas vid studier av relationen mellan undervisning och lirande.

De teoretiska utgangspunkterna inom matematikdidaktiken var under
slutet av forra seklet priglade av kognitiva perspektiv och Bjorkqvist (1993)
hivdar att det i bérjan pa 1990-talet var svirt att hitta matematikdidaktiska
forskare vars arbete inte var influerat av konstruktivismen. I enlighet med
detta beskriver Sriraman och Nardi (2013) hur matematikdidaktiska
forskningsartiklar vid denna tid ofta fokuserade pa lirande i termer av hur
individen konstruerade sin kunskap. Den konstruktivistiska inriktningen har
under de senaste decennierna kommit att kompletteras av sociala teorier (se
t.ex. Lerman, 2000) och enligt Jablonka, Wagner och Walshaw (2013) har det
blivit allt vanligare att matematikdidaktiker refererar till exempelvis det
sociokulturella perspektivet. Inriktningen mot lirande dr dock fortfarande
central (Sriraman & Nardi, 2013) och enligt Cobb (2007) har det
sociokulturella perspektivet en uppenbar svaghet i form av att det dr svirt att
tillimpa i samband med design av undervisningen.

1.2 Relationen mellan undervisning och larande
av derivata

Den matematikdidaktiska forskningen kring derivata ir relativt omfattande
och tog fart redan pa tidigt 80-tal (t.ex. Orton, 1983; Tall & Vinner, 1981). Pa
samma sitt som hos matematikdidaktiken i stort finns dock inom omréadet en
overvikt av studier som inriktar sig pa elevers lirande. Vanligt forekommande
har exempelvis varit att med en konstruktivistiskt grundad teoretisk
utgangspunkt (t.ex. APOS, se Dubinsky & Mc Donald, 2001; Concept Image,
se Tall & Vinner, 1981) underséka och analysera elevers begreppstorstaelse
eller  strategier. Studier om  elevers  fOrstdelse,  strategier och
(miss)uppfattningar dr vil representerade dven de senaste aren (t.ex. Jones &
Watson, 2018; Juki¢ & Dahl, 2012; Park, 2013) och resultaten kan sdgas vara
relativt entydiga: elever uppvisar ofta en bristfillig forstaelse f6r derivata och
det florerar manga missuppfattningar kring begreppet. Denna situation gor
studier om undervisning motiverade men dven om siadana férekommer (t.ex.
Park, 2015), liksom det ocksa férekommer studier om relationen mellan
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INTRODUKTION

undervisning och lirande (t.ex. Habre & Abboud, 2006; Ubuz, 2007) dr de
férhallandevis f. Gillande de senate har det dessutom varit vanligt att de tagit
sin utgangspunkt i konstruktivismen och undersékt pa vilket sitt olika
undervisningsmetoder (grupparbete, laborationer, diskussioner etc.) kan
torbittra inldrningen i ett lingre perspektiv, till exempel i form av en hel kurs.
I flertalet av dessa studier har ocksa inslaget av digitala hjdlpmedel wvarit
betydande (Hallet, 2000).

Sammanfattningsvis kan alltsd tidigare forskning sdgas ha bidragit med
utforlig kunskap om elevers forstdelse av derivata. Den har ocksd, om dn i
mindre omfattning, intresserat sig f6r hur olika sitt att organisera
undervisningen kan paverka elevernas lirande. Kvar finns dock fortfarande ett
behov av studier som tar sin utgingspunkt i innehéllet (snarare in metoden)
och som understker hur elevers lirande av derivata kan relateras mer direkt
till undervisningen i ett kortare tidsperspektiv. Det dr inom detta omride
foreliggande avhandling avser ge ett bidrag. Den har samtidigt en tydlig
koppling till de forskningsresultat som r6r elevers forstielse av derivata pa si
sitt att denna typ av studier utgdr en av utgingspunkterna vid design av
undervisning.

1.3 Avhandlingens empiriska studier

Avhandlingen baseras pa tvd empiriska studier som har samma fragestillning
men olika forskningsansats. Den inledande studien genomférs i form av en
learning study (Lo, 2012; Marton, 2015) vilket innebér en praktiknira ansats
dir forskare och lirare samarbetar. I en learning study genomférs en lektion i
flera elevgrupper efter varandra. Innehallet 1 lektionerna dr detsamma men
mellan varje grupp gors forindringar i innehallets behandling och mot
bakgrund av dessa forindringar analyseras elevernas lirande. Innehallets
behandling syftar pa vilka aspekter av innehallet som 4r ndrvarande i de
exempel som anvinds i undervisningen. Det syftar ocksa pa hur respektive
aspekt varierar 1 de olika exemplen samt pd vilka aspekter som placeras i
férgrunden i den meningen att de fokuseras av liraren. Malet dr att, med
avseende pa innehallsliga aspekter, skapa ett systematiskt monster av variation
som erbjuder eleverna mdéjligheter att lira sig det som dr lektionens avsikt.

En learning study genomférs under naturliga fOrutsittningar (ordinarie
klasser undervisas av sina ordinarie lirare) och analyser och slutsatser bygger i
stor utstrickning pa kvalitativa data. I avhandlingens andra studie genomférs
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dirfor tvd av lektionsdesignerna som genereras i den foérsta studien igen, nu
under mer experimentella betingelser. De deltagande eleverna randomiseras
till de tva designerna och de undervisas inte av sin ordinarie lirare. Analyser
och slutsatser i den andra studien bygger huvudsakligen pa kvantitativa data.
De tva studierna kompletterar didrmed varandra och bildar tillsammans en
helhet med ett gemensamt resultat. Nedan ges en 6versiktlig beskrivning av
hela forskningsprojektets uppligening och genomférande.

Studie 1
e Dilotstudie. Elevintervjuer (eleverna ej deltagare i huvudstudien).
e Screening. Elevintervjuer.
e Design och genomférande av lektioner. Tre elevgrupper efter varandra.
For- och eftertest i direkt anslutning till respektive lektion.
e Fordrojt eftertest.

Studie 2
e Fortester.
e Samtidigt genomfdrande av tva olika lektionsdesigner fran studie 1.
e [Lftertest.
e Elevintervjuer.

I studie 1 analyseras kvalitativa data i form av lektionsobservationer och
elevernas strategier pa olika testuppgifter. I studie 2 bidrar de avslutande
intervjuerna med kvalitativa data men i Gvrigt baseras analysen pd kvantitativa
data i form av elevernas testresultat.

Att studera elevers lirande i matematik med hjilp av kvantitativa data har
under de senaste decennierna varit relativt ovanligt (Sriraman & Nardi, 2013).
Aven avhandlingens teoretiska utgingspunkt, variationsteori (Marton &
Booth, 1997; Marton, 2015), innebir ett avsteg mot vad som 1 tidigare studier
om derivata varit mest frekvent. Variationsteorin gor att fokus inte 4r placerat
pé faktorer som undervisningsmetoder eller digitala verktyg utan pé innehéllet.
Dels i termer av de aspekter av innehallet som dr Aritiska, det vill siga
nédvindiga for eleverna att urskilja for att erfara innehdllet pad ett mer
kvalitativt sitt. Dels i termer av hur innehallets behandling i undervisningen,
monstret av variation, paverkar elevernas mojligheter att urskilja de kritiska
aspekterna.
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1.4 Syfte och forskningsfraga

Avhandlingens syfte dr att studera pa vilket sitt undervisningens design
paverkar elevers lirande. Mer precist innebdr det variationsteoretiska
perspektivet att savil design av undervisningen som analys av elevers lirande
sker mot bakgrund av innehallets behandling. Enligt variationsteorin innebir
lirande att urskilja kritiska aspekter av ett innehall. Avhandlingen dmnar bidra
med kunskap om hur innchdllets behandling, i form av vilka aspekter av
derivata som dr nirvarande och pa vilket sitt de varierar under en lektions
olika delar, paverkar i vilken grad olika aspekter av derivata synliggdrs och
dirmed blir modjliga for eleverna att urskilja. I avhandlingen adresseras
téljande Svergripande frigestillning:

Vilka sitt att behandla innehallet kan identifieras som framgingsrika for att
synliggéra de aspekter av relationen mellan grafen till en funktion och grafen
till funktionens derivata som dr kritiska for eleverna att urskilja?

Frigestillningen studeras med utgangspunkt i tidigare dmnesdidaktiska
forskningsresultat och lirares undervisningserfarenhet. Den besvaras, via olika
typer av data och analysmetoder, ur olika perspektiv i avhandlingens tre
delarbeten som utgdrs av en licentiatuppsats samt tvd artiklar.

1.5 Avhandlingens disposition

Introduktionskapitlet har Gversiktligt ramat in avhandlingen samt beskrivit
dess syfte. I kapitel 2 ges en mer utforlig bakgrund till valet av dmnesinnehall
inom avhandlingens empiriska studier. Valet var bland annat grundat i tidigare
forskning och i kapitlet gbrs en genomgang av genomférande och resultat i ett
antal tidigare studier som behandlat undervisning och lirande av derivata. I
kapitel 3 presenteras inledningsvis avhandlingens teoretiska utgiangspunkter.
Direfter féljer en metoddiskussion. Denna startar 1 ett allmint perspektiv pa
undervisning och lirande for att sedan riktas in pa de forskningsansatser som
anvints inom avhandlingens studier. Sist 1 kapitel 3 redogérs f6r studiernas
genomforande. 1 kapitel 4 presenteras en sammanfattning av resultaten i
avhandlingens tre delarbeten och resultaten diskuteras direfter i kapitel 5.
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Kapitel 2: Bakgrund

Motivet till att undersoka hur undervisningens design paverkar elevers lirande
av derivata 4r grundat i en kombination av ldrares erfarenheter och tidigare
forskningsresultat. Som ndmndes i introduktionskapitlet genomférs den
inledande studien inom avhandlingen i form av en learning study.
Karaktiristiskt for denna forskningsansats ér att forskare och lérare
samarbetar och att det innehdll som fokuseras i undervisningen hirstammar
fran liararna. Valet av innehall baseras dels pa att det dr nagot som lirarna av
erfarenhet vet att eleverna har svart att lira, dels pa att det 4r av en karaktir
som gor att ett lirande bedéms kunna generera lirande av ett eller flera
begrepp i en vidare mening. Vid sidan om ldrares erfarenheter vilar en learning
study ocksd pa tidigare forskning. I den aktuella studien spelade tidigare
forskningresultat en central roll vid designen av undervisningen. Tidigare
forskningsresultat spelade ocksa en central roll vid avgrinsningen av innehéllet
och 1 detta kapitel presenteras bakgrunden till varfér derivata, och mer
specifikt, relationen mellan grafen till en funktion och grafen till funktionens

derivata, kan anses som sirskilt relevant att studera narmare.

2.1 De empiriska studiernas utgangspunkt

De i learning studyn deltagande lirarna hade efter manga drs undervisning av
derivata gemensamma erfarenheter. Trots att begreppet 4r centralt inom flera
kurser i gymnasiematematiken var uppfattningen att ménga elever har en
begrinsad forstielse och i hog utstrickning anvinder det som Lithner (2008)
benimner som algoritmiskt resonemang. Vid 16sning av uppgifter innebir
denna sorts “resonemang’ att klargbra vilken algoritm som dr passande i det
aktuella fallet, resten utfors enligt rutiner. I Lithners (2008) ramverk innefattar
begreppet algoritm inte bara beridkningar utan alla typer av pa férhand kinda
procedurer.

Bergqvist, Lithner och Sumpter (2008) delar upp algoritmiskt resonemang i
tva underkategorier. Den fOrsta kategorin innebidr att valet av algoritm gdrs
med utgingspunkt i liknande uppgifter som har 16sts tidigare. Den andra
kategorin innebdr att guidas i sitt resonemang, antingen i text (t.ex. via ett

6vningsexempel) eller av en person som bistir med de delar av algoritmen
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som dr obekanta. Ett algoritmiskt resonemang inom den férsta kategorin kan
leda till ett korrekt svar men vid minsta osdkerhet, vilket gor att valet av
algoritm inte dr givet, uppstar problem. Inom derivata exemplifieras detta av
Bergqvist et al. (2008) som beskriver strategin hos en elev som arbetar med en
uppgift vilken gir ut pd att bestimma stérsta och minsta virde f6r en
andragradsfunktion inom ett givet intervall. Eleven bérjar pa ritt sitt genom
att derivera funktionen och bestimma for vilket x som f"(x)=0. Hon sitter
direfter in detta virde i funktionsuttrycket och fir fram ett funktionsvirde
(det korrekta storsta virdet). Hon dr dock tveksam till sitt resultat da
fragestillningen innebdr att ge tva virden medan denna metod bara ger henne
ett (hon gldmmer att kontrollera intervallgrinserna). Hon Svergir dé dll att
anvinda sin minirdknare och tar fram bdde en graf och en tabell som
beskriver funktionen. Hon kan dock inte heller via dessa representationer
komma fram till nagot svar varfér hon istillet bestimmer sig for att 16sa
ekvationen f{x)=0. Aven om hon ir en aning konfunderad éver detta val av
algoritm (vilket ér felaktigt och dessutom ger henne x- istéllet for y-virden) ser
hon det som slutgiltigt eftersom formeln for att 16sa andragradsekvationer ger
henne tva virden vilket efterfrigades.

Exemplet fran Bergqvist et al. (2008) beskriver en enskild elevs strategi i en
enskild uppgift. Kvantitativa studier (t.ex. Bentley, 2009) visar emellertid att
beskrivningen dr representativ; hos ménga elever stricker sig kunskaperna
inom derivata till att kunna utféra ett antal procedurer och den begreppsliga
(konceptuella) forstaelsen dr ofta svagt utvecklad. Denna situation férefaller
vara densamma Gver stora delar av vistvirlden och ocksa konstant 6ver tid
(Asiala, Cottrill, Dubinsky & Schwingendorf, 1997; Berry & Nyman, 2003;
Juki¢ & Dahl, 2012; Orton, 1983; Selden, Selden & Mason, 1994).

Att procedurer i sin ensamhet inte ér tillrickliga synligg6rs 1 exemplet fran
Bergqvist et al. (2008). Isolerade procedurkunskaper kan ocksd délja en
of6rstaelse dven om svaret dr ritt. Detta visas i en studie av Borgen och Manu
(2002) dir de analyserar strategierna for tvd elever som tillsammans 16ser ett
problem (vilket for Gvrigt var mycket likt det fran Bergqvist et al., 2008 ovan).
I Borgen och Manus (2002) studie skulle de tva eleverna, givet en
andragradsfunktion i algebraisk form, bestimma funktionens stationira punkt
samt punktens karaktir. En av eleverna tog initiativet och foref6ll ha kontroll
over hur uppgiften skulle 16sas. Funktionen detiverades och direfter sattes
uttrycket f6r derivatans funktion lika med noll. Efter ndgra berdkningar nadde
eleverna fram till ritt koordinater f6r punkten och de konstaterade ocksa att
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det var en minimipunkt. Det korrekta svaret till trots visade Borgen och
Manus (2002) analys av l6sningsprocessen att eleven som inledningsvis var
drivande saknade forstdelse for flera av de i processen ingiende begreppen.
Hon f6rstod till exempel inte att minimipunkten kunde kopplas till den graf
de gemensamt skissade. Hon forstod inte heller relationen mellan begreppen
derivata och tangent och Borgen och Manu (2002) konstaterar att ett korrekt
svar inte innebir att elever har en fOrstielse f6r den matematik som uppgiften
innehaller.

2.2 Att beskriva vad en forstaelse for derivata
innebar

Att hantera procedurer dr det som ges mest utrtymme i manga klassrum
(Boesen et al., 2014; Stigler & Hiebert, 1999). Procedurer ir en stor och viktig
del av matematiken men samtidigt 4r undervisningens mal inte
utantillinlirning utan att eleverna ska utveckla en forstielse for dmnet.
Betriffande derivata dr det dock enligt Zandieh (2000) inte rimligt att stilla sig
fragan huruvida en elev forstar begreppet eller inte. Hon menar att for ett sa
mangfacetterat begrepp handlar det snarare om att forséka beskriva elevens
forstdelse; vilka aspekter av derivata kinner eleven till och i vilken
utstrickning kan eleven relatera olika aspekter till varandra? Med syftet att
kunna studera detta pa ett systematiskt vis utvecklar Zandieh (2000) ett
teoretiskt ramverk inom vilket derivata beskrivs via en matris bestiende av

kontexter och process-objekt lager (se figur 1).

Process- Contexts

object layer

Graphical Verbal Physical Symbolic Other
Slope Rate Velocity  Difference Quotient
Ratio
Limit
Function

Figur 1. Matris 6ver derivatans olika kontexter och lager (i enlighet med Zandieh, 2000).

Zandieh (2000) menar att en komplett fOrstielse fOor derivata innefattar att
forstd innebdrden av samtliga tre process-objekt lager i alla kontexter.
Kontexter dr fér Zandieh (2000) 1 princip synonymt med
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representationsformer. Hon anvinder termerna vixelvis men menar att ordet
kontext har en ndgot bredate betydelse. Den hégra kolumnen i matrisen,
“othet”, dr tinkt att kunna rymma andra fysiska kontexter dn hastighet, eller
varianter av de 6vriga kontexterna. Att en forstaelse for derivata innefattar att
kunna tolka dess innebdrd i olika representationsformer dr inget som dr
utmirkande f6r Zandieh och samma sak podngteras av flera andra forskare (se
tex. Berry & Nyman, 2003; Goerdt, 2007; Haciomeroglu, Aspinwall &
Presmeg, 2010). Det som dock tillkommer i Zandiehs (2000) ramverk ér de tre
process-objekt lager hon anvinder £6r att beskriva hur derivata dr uppbyggt:

The derivative of f /7, is a function whose value at any point is defined as
the limit of a ratio. I will call these undetlined aspects of the concept of the
derivative (ratio, limit, function) the three “layers” of the framework
(Zandieh, 2000, 5.100).

Forsta lagret (ratio) kan ses som en approximation av derivatan i en punkt.
Andra lagret (limit) representerar derivatan i en punkt medan det tredje lagret
(function) representerar derivatan som en funktion. De tre lagren gor det
moijligt att pa ett mer finkalibrigt sitt klassificera hur en elevs forstaelse ar
beskaffad; vilka lager, inom vilka representationer, har eleven forstielse for?
Varje ruta i matrisen definierar Zandieh (2000) som en aspekt av derivata men
benimningen av lagren som process-objekt tillfér ytterligare en dimension.
Termerna process-objekt har sitt ursprung i Sfards (1991, 1992) teori och
Zandieh (2000) menar att de 4r passande d4 alla tre lager kan ses bade som en
dynamisk process och som ett statiskt objekt. Till exempel, i den grafiska
representationen svarar lutningen hos en sekant mot objekser i forsta lagret.
Enligt Zandieh (2000) vilar objektet pa en underliggande process vilken i detta
fall bestar av att berdkna sekantens lutning. P4 motsvarande sitt dr objektet i
andra lagret tangentens lutning och den underliggande processen utgérs av att
lata sekanten nirma sig tangenten genom att lata virdet pa & (se figur 2) g
mot noll. Avslutningsvis utgbr derivatans graf objektet i det tredje lagret.
Processen innebdr att konstruera derivatans graf genom att 7 varje punkt pa

grafen till ursprungsfunktionen férestilla sig tangentens lutning.
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! a a+h

Figur 2. Sekanten PQ narmar sig tangenten i P.

Zandieh (2000) menar att eleverna behdver ges méjlighet att utveckla en
forstdelse for de tre processerna inom respektive representation och ocksd for
hur en process 1 en representation kan kopplas till samma process 1 en annan
representation. Hon patalar emellertid att uppgifter inom derivata ofta kan
16sas med det hon bendmner som en forstaelse i form av pseudo-objekt. Detta
innebidr att anvinda sig av ett objekt, exempelvis genom att manipulera ett
algebraiskt funktionsuttryck eller referera till lutningen hos en tangent, utan att
nédvindigtvis ha nagon férsticlse £6r den bakomliggande processen.

2.3 Om undervisningen av derivata

Minga studier som undersokt elevers fOrstdelse av derivata visar pa en
overvikt av procedurkunskaper (jfr algoritmiskt resonemang och pseudo-
objekt ovan) och enligt Tall (1996) kan detta ses som en effekt av hur
undervisningen och examinationer utformas. Han menar att den
procedurinriktning som ofta priglar derivata initieras av att de grundliggande
begreppen, till exempel gransvirde, for manga elever dr svara att fOrsta.
Eleverna ligger da istillet sitt fokus pa att lira sig procedurer. Lirarna
kompenserar i sin tur med att vid examinationer stilla frigor som eleverna kan
besvara och det som Tall (1996) benimner som en “ond cirkel” av en
procedurinriktad undervisning och ett procedurinriktat lirande dr didrmed
igdngsatt.

Tall (1996) ir inte ensam om sin beskrivning och exempelvis havdar bade
Juki¢ och Dahl (2012) och Berry och Nyman (2003) att derivata f6r manga
elever ir synonymt med en uppsittning l16st sammanhallna regler. Berry och
Nyman (2003) patalar att dven framgangsrika elever tenderar att fokusera pa
saker som att hitta var derivatan dr noll” utan att ha ndgon fOrstielse for
varfor det dr viktigt. I likhet med Tall (1996) menar de att férmagan att
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manipulera algebraiska funktionsuttryck ér tillricklig 61 att vara lyckosam pa
examinationer.

I en artikel av Tall och Vinner (1981) besktivs concept image som den totala
kognitiva strukturen som for en individ 4r associerad med ett visst begrepp.
Beskrivningen av concept image har kommit att tas som en teoretisk
utgingspunkt for ett stort antal studier, bland annat inom derivata (t.ex.
Hihkiéniemi; 2006; Koitrala, 1997; Zandieh, 2000). Tall och Vinners (1981)
artikel 4r emellertid till stor del en aterspegling av empiriska data och
forfattarna hivdar att en bristfillig forstielse f6r ett matematiskt begrepp
delvis kan hinforas till undervisningen. Exempelvis menar de att elevers
forstdelse for funktioner kan begrinsas och vara oklar pa grund av

undervisningens utformning:

But a teacher may give the formal definition and work with the general
notion for a short while before spending long periods in which all examples
are given by formulae. In such a case the concept image may develop into a
more restricted notion, only involving formulae, whilst the concept
definition is largely inactive in the cognitive structure. Initially the student in
this position can operate quite happily with his restricted notion adequate in
its restricted context (Tall & Vinner, 1981, s.153).

Tall och Vinners (1981) redogoérelse for hur behandlingen av funktioner, kort
efter att begreppet introducerats, har en benigenhet att begrinsas till formler
ar applicerbar dven for derivata. Derivatans definition utgors av ett gransvirde
och enligt Tall och Vinner (1981) tenderar definitionen att snabbt hamna i
skymundan dd undervisningen istdllet inriktas mot formler och
deriveringsregler. Goerdt (2007) beskriver situationen pa liknande sitt och
menar att medan derivata i regel introduceras via den symboliska och den
grafiska representationsformen i kombination fokuserar de uppgifter elever
direfter —arbetar med 1 princip enbart pi den  symboliska
representationsformen.

Hur derivata introduceras studeras av Park (2015) som foljer tre ldrare
under deras tre férsta lektioner dir begreppet behandlas. Hon noterar dels att
lirarna i samband med introduktionen anvinder en kombination av den
grafiska och den symboliska representationsformen (jfr Goerdt, 2007 ovan),
dels att de refererar till derivatans tre lager (jfr Zandieh, 2000 ovan). Parks
(2015) analys visar emellertid ocksd att lirarna tar flera innehallsliga aspekter
for givet genom att endast beréra dem implicit 1 sina framstillningar:

24



BAKGRUND

These results show that the aspects of the derivative that the past
mathematicians and today’s students have difficulties with are not explicitly
addressed in these three classrooms (Park, 2015, 5.233).

Exempelvis lyfter Park (2015) hur lirarna definierar derivatan i en punkt via
ett grinsvirde (symboliskt) parallellt med en tangent (grafiskt) utan att explicit
forklara hur dessa tvd representationer kan relateras till varandra. Park (2015)
diskuterar ocksd hur lirarna behandlar derivatan i en punkt respektive
derivatan som en funktion. I detta fall utgar lirarna i férsta hand frin den
symboliska representationsformen och beskriver hur detivatan i en punkt
definieras som f’(a) = m@ (alternativt xo istillet for ). De Overgar sedan till
derivatan som en funktion genom att ersitta bokstaven a med ett x. Derivatan
1 en punkt och derivatan som en funktion dr tva konceptuellt sett mycket olika
tolkningar av begreppet. Skillnaden i skrivsitt dr emellertid subtil och enligt
Park (2015) synliggor inte lirarna explicit vad skiftet av bokstiver innebir. Tva
av lirarna demonstrerar dven derivatan som en funktion med hjilp av grafer.
Park (2015) konstaterar dock att da lirarna foretridesvis utgar fran grafer till
linjara funktioner varierar inte virdet pa derivatans graf. Detta medfor att
derivatans virde betraktas i ett intervall och skillnaden mellan derivatan i en
punkt och derivatan som en funktion férblir darfér dven hir implicit.

2.4 Stort fokus pa algebra

Parks (2015) ansats att analysera hur olika aspekter av derivata hanteras i
undervisningen kan inte sdgas utgéra normen for studier inom omradet.
Betydligt mer vanligt forekommande har varit att underséka och beskriva
elevers forstielse och de strategier de anvinder (t.ex. Aspinwall, Shaw &
Presmeg, 1997; Bergqvist et al., 2008; Borgen & Manu, 2002; Cetin, 2009;
Garcfa, Llinares & Sanchez-Matamoros, 2010; Haciomeroglu et al., 2010;
Hihkioniemi, 2006; Jones & Watson, 2018; Juki¢c & Dahl, 2012; Lauten,
Graham & Ferrini-Mundy, 1994; Orton, 1983; Selden, Selden & Mason, 1994,
Zandieh & Knapp, 20006). Naturligtvis har olika studier har haft olika
forskningsansats men den teoretiska utgingspunkt som varit vanligast ar
konstruktivismen. Flera studier har ocksd presenterat liknande resultat och
nigra resultat har dessutom wvarit frekvent aterkommande &ver tid. Ett
exempel dr elevers uppfattningar om grinsvirden didr manga studier har
rapporterat hur detta begrepp innebir stora svadrigheter for eleverna (t.ex.
Hihkiéniemi, 20006; Juter, 2006; Lauten et al., 1994; Orton, 1983; Tall &
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Vinner, 1981). Ett annat exempel 4r elevers bendgenhet att fokusera pa
hanteringen av algebraiska funktionsuttryck. Tall och Vinners (1981)
beskrivning av hur undervisningen kan vara en bakomliggande faktor
refererades till tidigare men trots att deras artikel 4r ndstan 40 ar gammal och
flitigt citerad kan situationen sdgas vara liknande idag. Den kan dessutom
sdgas ha varit liknande under tiden dér emellan och de senaste decennierna har
ett stort antal studier noterat att derivata ofta dr synonymt med algebraiska
manipulationer och att manga elever efterfrigar formler i samband med
problemlésning (t.ex. Asiala et al, 1997; Bergqvist et al, 2008; Berry &
Nyman, 2003; Borgen & Manu, 2002; Haciomeroglu et al., 2010; Juki¢ &
Dahl, 2012; Selden et al., 1994).

2.5 Ett uttryckt behov av den grafiska
representationsformen

Elevers tendens att fokusera pd algebra har genom dren gett upphov till ett
antal forslag gillande undervisningens uppliggning. Orton (1983) intervjuar
110 elever och konstaterar att medan 1 princip alla kan derivera
polynomfunktioner dr forstaelsen fér derivata hos manga elever bristfillig,
Orton (1983) rekommenderar en mer informell inging till derivata dir den
grafiska representationsformen ges stort utrymme. Han menar att manga av
de centrala begreppen, sisom foérindringshastighet, sekant, tangent, stationir
punkt (med flera), 1 ett forsta skede bor studeras enbart med hjilp av grafer.
Enligt Orton (1983) ska den mer strikta symbolismen introduceras forst
darefter. Liknande forslag har senare aterkommit fran flera andra hall (t.ex.
Berry & Nyman, 2003; Koirala, 1997; Tall, 2008).

Koirala (1997) skiljer mellan tva typer av undervisning inom derivata vilka
han benimner som formell respektive informell. Den formella startar med
definitioner och bevis och f6ljs av en mingd uppgifter dir dessa tillimpas.
Koirala (1997) féresprakar emellertid den informella dir undervisningen utgar
fran den intuitiva férstielse som eleverna har for ett begrepp redan innan det
definierats pa det formella sittet. Enligt Koirala (1997) bygger den informella
ansatsen till stor del pa grafer och han menar att denna typ av undervisning
har potential att generera starkare konceptuella kunskaper hos eleverna.
Koirala (1997) citeras av Berry och Nyman (2003) som for ett mycket
liknande resonemang. Pa samma sitt som Koirala (1997) menar de att grafer

bor ges stérre utrymme inom undervisningen av derivata. De delar ocksa
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Koiralas (1997) och Ortons (1983) stindpunkt att den formella symboliska
behandlingen av begrepp bér nirmas langsamt och att denna behandling
underlittas om eleverna dessférinnan utvecklat en intuitiv forstielse via den
grafiska representationsformen. Aven Tall (2008) hivdar att introduktionen till
derivata bor ske via grafer. Hans argument dr att da elever forsta gangen stoter
pa begreppet édr det littare att inse dess betydelse 1 form av lutningen hos en
graf in som ett symboliskt gransvirde.

2.6 Att utveckla elevers forstaelse for derivata

Den bredaste och mest omfattande utvecklingsinsatsen som genomfdrts inom
undervisningen av derivata inleddes i USA i slutet av 1980-talet och kom att
kallas The Calculus Reform Movement (Goerdt, 2007; Hallet, 2000, 20006;
Schoenfeld, 1995). Huvudsyftet med reformen var enligt Hallet (2000) att pa
ett nationellt plan férindra undervisningen inom calculus (jfr reell analys) sd
att den 1 hogre grad utvecklade elevernas konceptuella forstdelse. Ett stort
antal projekt startades vid olika skolor och inledningsvis hade dessa olika titlar
och inriktningar (Hallet, 2006; Schoenfeld, 1995). Det som dock kom att bli
mest utmirkande fér den reformerade undervisningen var det kraftigt 6kade
inslaget av teknologi och enligt Tall (1996) var datorer eller grafritande
minirdknare involverade i nistintill samtliga av de utvecklingsprojekt som
genomfordes.

Goerdt (2007) hivdar att dven om reformeringen av calculus inledningsvis
var centrerad kring datorer och miniriknare 4r det inte lingre detta som skiljer
en reformkurs fran den mer traditionella undervisningen. Istillet menar hon
att  skillnaden  frimst bestdir av 1 vilken utstrickning olika
representationsformer anvinds 1 undervisningen. Medan traditionell
undervisning féretridesvis inriktas mot den symboliska representationen
ligger en reformkurs stor vikt vid att vixla mellan olika representationer. Att
anvindandet av multipla representationer kom att bli mycket centralt f6r
reformen tydliggérs dven fran andra hall. Exempelvis beskriver bade
Schoenfeld (1995) och Hallet (2006) hur detta blev en av de viktigaste
principerna inom den reformerade undervisningen. De refererar ocksi bada
till uttrycket ”rule of three” som enligt Hallet (2006) myntades inom reformen
och innebdr att undervisningen hela tiden bor striva efter att kombinera den
symboliska, den grafiska och den numeriska representationen. “Rule of three”
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har senare kommit att utvidgas till “rule of four” och innefattar dd ocksd den
verbala representationsformen.

Pa vilket sitt teknologi och multipla representationer kan bidra till att
utveckla elevernas fOrstaelse for derivata har varit utgangspunkten for flera
forskningsstudier (t.ex. Asiala et al, 1997; Berry & Nyman, 2003; Goerdt,
2007; Habre & Abboud, 2006). Aven om teknologi och multipla
representationer kan ses som tva olika faktorer blir det 1 flera
interventionsstudier tydligt att de snarare dr att betrakta som en helhet;
inférandet av teknologi mojliggér eller foérenklar anvindandet av flera
representationer i undervisningen. Ett exempel pa detta dr studien av Berry
och Nyman (2003) dir de deltagande eleverna hade tillgang till en grafritande
minirdknare som var kopplad till en rorelsedetektor. Givet grafen till en
funktions derivata var elevernas uppgift att rora sig framfér detektorn pa ett
sadant sitt att grafen till ursprungsfunktionen ritades av minirdknaren. I denna
studie gav alltsa den tekniska utrustningen eleverna mdjlighet att underséka
sambandet mellan den grafiska och den fysiska representationen av derivata.
Enligt Berry och Nyman (2003) bidrog teknologin till att rikta elevernas
uppmirksamhet mot begrepp istillet for berikningar och de menar att
eleverna under aktiviteten visade prov pd en alltmer utvecklad grafisk
forstaelse for derivata.

Berry och Nymans (2003) intervention varade under en lektion och
resultatet baserades pd observationer. Gemensamt fOr interventionerna av
Habre och Abboud (2006) och Goerdt (2007) var att bidda prévade effekten
av att, under en hel kurs inom derivata, introducera och arbeta med begrepp
inom multipla representationer. I studien av Habre och Abboud (2006) liag
extra stort fokus pd den grafiska representationen. Kursen innehdll i princip
inga foreldsningar utan eleverna gavs istillet mycket tid att diskutera olika
problemstillningar. Datorer anvindes kontinuerligt och eleverna hade ocksa
tillgang till ett datorlabb. Interventionen utvirderades via intervjuer och
skriftliga test och Habre och Abboud (20006) rapporterar att designen gynnade
de statkaste eleverna som efter kursens slut uppvisade en vil utvecklad
konceptuell forstielse f6r derivata. For svagare elever var designen diremot
inte framgingsrik. Jimfoért med det traditionella uppligg (féreldsningar och
6vningsuppgifter) som anvints tidigare var det enligt Habre och Abboud
(2006) en ovanligt stor andel studenter som antingen hoppade av kursen i

fortid eller underkiandes vid examinationen.
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I studien av Goerdt (2007) anvindes en traditionell undervisningsmetod i
form av forelisningar med efterfoljande uppgifter. Under interventionen
fokuserade dock savil foreldsningar som uppgifter pa att vixla mellan
derivatans olika representationer och manga av uppgifterna tog sin
utgingspunkt i en naturlig kontext. Eleverna hade under hela kursen tillging
till grafritande minirdknare och de uppmuntrades att anvinda den bade pa och
utanfér foreldsningar. For att utvirdera effekten av interventionen jamfor
Goerdt (2007) med en kontrollgrupp dir foreldsningar och uppgifter
foretridesvis fokuserat pid den symboliska representationen utan stdd av
minirdknare. Goerdt (2007) analyserar bade kvantitativa och kvalitativa data
och konstaterar att elevernas lirande styrs av hur de undervisas. Pa uppgifter
som innefattade att kunna vixla mellan derivatans olika representationer
presterade eleverna som deltagit i interventionen ett signifikant hogre resultat
jamfort med eleverna frin kontrollgruppen.

Asiala et al. (1997) genomfdrde en studie med syfte att underséka elevers
grafiska fOrstdelse f6r derivata. Studien avsig ocksd att préva huruvida en
specifik undervisningsdesign ledde till en mer utvecklad forstielse jamfort
med en traditionell undervisning baserad pa forelidsningar. Studien strickte sig
6ver en hel kurs och i likhet med Habre och Abboud (2006) utgjorde
datoraktiviteter och elevdiskussioner birande inslag under interventionen. I
studien av Asiala et al. (1997) var emellertid undervisningens design grundad i
en konstruktivistisk teori (APOS, se t.ex. Dubinsky & McDonald, 2001).
Undervisningen f6ljde dessutom en cyklisk process i tre steg: datoraktiviteter
(1), diskussioner (2) och uppgifter (3). Avsikten var att eleverna i de tre stegen
skulle konstruera kunskap (1), reflektera Over kunskapen (2) samt stirka
kunskapen (3). I syfte att utvirdera elevernas lirande intervjuades 24 elever
som deltagit i traditionell undervisning och 17 elever som deltagit i
interventionen. Enligt Asiala et al. (1997) uppvisade de senare en betydligt mer
utvecklad forstielse for derivata i den grafiska representationen.

2.7 Litet fokus pa innehallets behandling

Som framgatt i detta kapitel har den matematikdidaktiska forskningen sedan
ling tid tillbaka beskrivit derivata som ett problematiskt begrepp fér manga
elever. Tidigare studier har aterkommande rapporterat hur elevernas
kunskaper dr begrinsade till ett antal algebraiska regler och flera forskare har
efterlyst en mer utvecklad forstielse for derivata i den grafiska

29



ATT URSKILJA GRAFISKA ASPEKTER AV DERIVATA

representationen. Aven om det genomforts ett antal interventionsstudier som
syftat till att utveckla elevernas grafiska forstielse f6r derivata dr de, i relation
till det uttryckta behovet och 1 jaimférelse med det totala antalet studier inom
omridet, forhillandevis fi. Flera studier har dessutom haft liknande
utgingspunkter med avseende pd bade metod och teori. Exempelvis inneh6ll
samtliga fyra studier som refererades till ovan (Asiala et al, 1997; Berry &
Nyman, 2003; Goerdt, 2007; Habre & Abboud, 2006) betydande inslag av
teknologi och samtliga fyra hade sin teoretiska grund i konstruktivismen.
Studierna svarar didrmed pa fragor som: Vilka kunskaper ges eleverna
méjlighet att utveckla (sjdlva konstruera) nir undervisningen innehaller vissa
typer av aktiviteter och tekniska hjilpmedel? I och med att betydelsen av
organisation, aktiviteter och tekniska hjdlpmedel dr det som studeras blir
innehallet, och i synnerhet dess behandling, i sig sekundirt. En del studier
(t.ex. Goerdt, 2007; Habre & Abboud, 2000) har férvisso tagit innehéllet som
utgangspunkt men i férsta hand har det inneburit ett kvantitativt fokus; att
helt enkelt dgna mer tid dn brukligt 4t vissa innehdllsliga aspekter av derivata.
Denna typ av interventioner har dessutom ofta strickt sig Over langa
tidsperioder sisom en hel kurs. Kvar finns ddrmed ett behov av studier som
undersoker betydelsen av innehallets behandling i ett kortare tidsperspektiv
och i en mer kvalitativ mening. Studier vars resultat pa ett mer finkalibrigt sétt
berdr frigor om hur derivatabegreppets behandling under enskilda lektioner

och enskilda undervisningsmoment paverkar elevernas lirande.

2.8 Vilket innehall och vartor?

Den 6vervikt pa algebra och procedurkunskaper som beskrivs i tidigare
forskning Gverensstimmer till stor del med erfarenheterna hos den lirargrupp
som deltog i den inledande studien inom denna avhandling. Bade tidigare
forskningsresultat och lirarnas erfarenheter pekade dirmed ut derivata i den
grafiska representationen som ett relevant omrade att studera ndrmare.
Forskningsansatsen learning study innebar emellertid att avgrinsa innehallet
ytterligare och det beslutades att inrikta studien mot relationen mellan grafen
till en funktion och grafen till funktionens derivata. Lirarna hade tidigare
undervisat detta innehdll vid flera tillfillen och samtidigt som det ansdgs vara
avancerat bedémdes det ocksd ha potential att utveckla elevernas férstaelse
fé6r derivata 1 en vidare mening. Bedémningen var baserad pi
undervisningserfarenhet men den fick ocksia stéd i tidigare forskning.
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Haciomeroglu et al. (2010) visar till exempel hur uppgifter som behandlar
relationen mellan grafen till en funktion och grafen till funktionens
antiderivata ger tillfille att kombinera den symboliska och den grafiska
representationen av derivata. Berry och Nyman (2003) hivdar 4 sin sida att
innehallet dr synnerligen vil anpassat for att utveckla elevernas begreppsliga
forstdelse f6r derivata i den grafiska representationsformen:

We would argue that making connections of the properties of graphs, i.e.,
going from graph of a function to the graph of the derived function and
especially reversing the process, builds a better understanding of the
underlying graphical concepts of calculus (Berry & Nyman, 2003, 5.485).

Vilka grafiska begrepp som ber6rs kan specificeras genom att studera
Zandiehs (2000) teoretiska ramverk som presenterades ovan. I detta utgor
tangentens lutning objektet i det andra lagret av derivatans grafiska
representationsform. Processen i det tredje lagret innebir att i varje punkt pa
grafen till en funktion férestilla sig tangentens lutning och dirigenom erhilla
objektet i tredje lagret: grafen till funktionens derivata. Relationen mellan
grafen till en funktion och grafen till funktionens derivata dr nira knuten till
processen i det tredje lagret men den innefattar dven de bada objekten i andra
respektive tredje lagret. Att behandla detta innehéll 1 undervisningen innebir
dirmed att simultant behandla derivatan i en punkt och derivatan som en
funktion. Denna tvasidiga tolkning av derivata dr nigot som 1 senare studier
har pekats ut som sirskilt problematiskt for elever (Park, 2013, 2015).
Relationen mellan grafen till en funktion och grafen till funktionens
derivata dr ett innehall som aterkommande har studerats i tidigare forskning.
Tidigare studier har bade undersokt elevers forstaelse (t.ex. Aspinwall & Shaw,
2002; Aspinwall et al., 1997; Haciomeroglu et al., 2010; Nemirovsky & Rubin,
1992) liksom hur olika undervisningsmetoder i kombination med digitala
verktyg kan bidra till att utveckla elevers foérstielse (t.ex. Berry & Nyman,
2003; Ubuz, 2007). Aven denna avhandling syftar till att underséka hur
elevernas forstaelse kan utvecklas men i enlighet med det behov som beskrevs
1 avsnittet ovan dr utgangspunkten inte att préva effekten av digitala verktyg
eller specifika undervisningsmetoder. Istillet riktas fokus mot hur innehallet
behandlas i undervisningen och hur detta 1 sin tur paverkar vilka aspekter som

synligg6rs for eleverna.
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Kapitel 3: Teoretiska utgangspunkter
och studiernas design

I detta kapitel presenteras inledningsvis det teoretiska ramverk som anvints
inom avhandlingen — variationsteorin (Marton, 2015; Marton, Runesson &
Tsui, 2004). Presentationen dr av Oversiktlig karaktir och fokuserar
huvudsakligen de begrepp som senare blir centrala inom de empiriska
studierna. I kapitlet foljer direfter en metoddiskussion. Denna startar i ett
allmint perspektiv pa relationen mellan undervisning och lirande for att sedan
riktas in pa de forskningsansatser som anvints inom avhandlingen. Sist i
kapitlet beskrivs studiernas genomférande. I samband med detta framkommer
ocksa vilken roll variationsteorin haft i studiernas olika faser, sisom design av

undervisning och analys av elevernas lirande.

3.1 Variationsteoti

Att studera betydelsen av innehéllets behandling innefattar dels frigan om
vilka aspekter av innehallet som édr nirvarande 1 undervisningen, dels fragan
om vilka av dessa aspekter som utgbr forgrund respektive bakgrund i
undervisningen. Bida dessa frigor kan studeras och analyseras med hjilp av
vatiationsteori, en innehallsorienterad teori om lirande som har vuxit fram ur
den fenomenografiska forskningsansatsen (Marton, 1981, 2015; Marton &
Booth, 1997). Ontologiskt innebdr det ett icke-dualistiskt synsitt.
Utgangspunkten 4r att det endast existerar en virld, alltsd inte en verklig virld
”ddr ute” och en subjektiv virld ”dir inne” (Marton & Booth, 1997).
Eftersom det inte finns niagon subjektiv virld dr inte kunskap nigot som
“konstrueras” av individen. Enligt variationsteorin erhdlls kunskap genom att
erfara virlden pd ett nytt sitt vilket innebdr att urskilja nya aspekter av i
virlden férekommande fenomen (Marton & Booth, 1997).

Den grundliggande utgingspunkten inom fenomenografin dr att
minniskor erfar olika fenomen i var omvirld, till exempel begreppet derivata,
pé kvalitativt skilda sitt. Varje fenomen har ett stort antal aspekter men det dr
endast ett begrinsat antal av dem som definierar fenomenet och sirskiljer det
frin andra fenomen (Pang, 2003). Ett mer kvalitativt erfarande innebir att
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urskilja fler av de aspekter som definierar fenomenet och dessutom relatera
dem pd ett relevant sitt till varandra (Marton & Booth, 1997).

Medan fenomenografi dr en ansats som anvinds for att beskriva kvalitativa
skillnader mellan minniskors olika sitt att erfara ett fenomen dr
variationsteorin en teori om vilka férutsittningar som behévs 61 lirande. Att
erfara ett fenomen pd ett nytt, mer kvalitativt sitt, dr enligt Marton och Booth
(1997) vad lirande ytterst handlar om. Undervisningens roll 4r att skapa
mojligheter till detta och variationsteori kan anvindas biade som en guidande
princip for undervisningens design och som ett redskap for att analysera
relationen mellan undervisning och lirande.

Centralt inom variationsteorin ir lirandeobjektet vilket svarar mot vad
som 4r avsett att lira. Marton et al. (2004) beskriver lirandeobjektet pd
foljande sitt:

[...] the object of learning is a capability, and any capability has a general
and a specific aspect. The general aspect has to do with the nature of the
capability, such as remembering, discerning, interpreting, grasping, or
viewing, that is, the acts of learning carried out. The specific aspect has to
do with the thing or subject on which these acts are carried out, such as
formulas, engineering problems, simultaneous equations [...] (Marton et al.,
2004, s.4).

Lirandeobjektet dr alltsd tvasidigt. Dels bestdr det av ett specifikt innehéll
vilket bendmns som det direkta lirandeobjektet (t.ex. relationen mellan grafen
till en funktion och grafen till funktionens derivata). Dels bestir det av en
generell f6rmaga, kopplad till innehdllet, vilken benimns som det indirekta
lirandeobjektet (t.ex. kunna #o/ka relationen mellan grafen till en funktion och
grafen till funktionens derivata).

Ett lirandeobjekt definieras av de aspekter som dr kritiska. Detta svarar
mot de aspekter av innehallet som dr nddvindiga for eleverna att urskilja for
att de ska utveckla den férmaga som beskrivs av lirandeobjektet. Begreppet
kritiska aspekter kan exemplifieras via en studie om negativa tal som aterfinns
1 Kullberg (2010). Det indirekta lirandeobjektet innebar dir att kunna addera
och subtrahera negativa tal. Det eleverna behdvde urskilja, de kritiska
aspekterna, utgjordes i detta fall av minustecknets tvd olika betydelser,
subtraktion som skillnad, stotleken hos tal givna pa tallinjen samt att
kommutativa lagen inte var tillimpbar.

De kritiska aspekterna hos ett lirandeobjekt dr inte desamma f6r alla
elever. Grundat i empiriska undersékningar visar emellertid Marton (1981) att
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det finns ett begrinsat antal (i regel 3-5) kvalitativt skilda sitt att erfara ett
fenomen. P4 samma sitt finns det i regel ett begrinsat antal kritiska aspekter
nir ett lirandeobjekt introduceras i en elevgrupp. Studien ovan (Kullberg,
2010), utgdr med sina fyra kritiska aspekter ett typiskt exempel.

3.1.1 Monster av variation

Enligt variationsteorin dr mojligheterna att urskilja olika aspekter av ett
innehall beroende av pa vilket sitt de varierar respektive hélls invarianta i
undervisningen (Marton, 2015; Marton et al., 2004). De aspekter som
undervisningen avser att synliggéra ska behandlas enligt en viss systematik
som beskrivs genom tre olika mdnster av variation: kontrast, generalisering
och fusion. Det férsta monstret ar karaktiristiskt for variationsteorin och
Marton (2015) menar att det utgdr motsatsen till det klassiska, induktiva séttet
att undervisa. I det senare halls den aspekt som ska synliggbras invariant
medan andra aspekter tillats variera. Variationsteorins mest fundamentala idé
bygger istillet pa att vi urskiljer de aspekter som varierar. En kontrast innebir
dirfor att den aspekt som ska synliggéras varieras mot en invariant bakgrund.
Mbonstret generalisering innebidr att den fokuserade aspekten hills invariant
medan bakgrunden varierar. Detta svarar alltsi mot det induktiva sittet att
undervisa men notera att syftet 4r annorlunda. I samband med
generaliseringen dr inte malet att aspekten ska urskiljas (som vid induktiv
undervisning) utan att den ska sepateras frin andra aspekter. Det sista
variationsmonstret, fusion, innebdr att flera kritiska aspekter varierar
simultant. Att samtidigt kunna urskilja och fokusera péd flera aspekter utgor
miélet med lirandet. I enlighet med resonemanget ovan stipulerar dock
variationsteorin att den mest effektiva vigen till ett simultant urskiljande 4r att
forst behandla de kritiska aspekterna en i taget.

3.1.2 Tre olika lirandeobjekt

Aven om ett lirandeobjekt pa forhand ir tydligt definierat och avgrinsat
kommer ocksa andra aspekter av innehdllet dn de som dr kritiska att vara
nirvarande (och variera) i undervisningen. Detta gor att lirandeobjektet kan
beskrivas och analyseras ur tre olika perspektiv: lirarens, forskarens och
elevernas (Marton, 2015; Marton et al, 2004; Runesson, 2017). De aspekter av
lirandeobjektet som vid undervisningens design lyfts fram som kritiska utgor
det avsedda lirandeobjektet. Detta dr lirandeobjektet ur lirarens perspektiv och
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beskriver vilka aspekter av innehallet som undervisningen avser att synliggora.
Det eleverna faktiskt lir sig, det vill siga vilka aspekter de verkligen urskiljer,
utgdr det erfarna lirandeobjektet. Som beskrivs av Marton et al. (2004) ligger
det avsedda och det erfarna lirandeobjektet 1 bista fall nira varandra men de
kan ocksd vara mycket olika. Manga (eller vissa) av eleverna kan helt enkelt
rikta sin uppmirksamhet mot andra aspekter dn de som liraren avser.
Overensstimmelser och avvikelser mellan det avsedda och det erfarna
lirandeobjektet kan forklaras genom det Zscensatta lirandeobjektet. Detta ér
forskarens analys av vilka lirandemdiligheter som erbjuds i undervisningen.
Analysen grundar sig pa innehillets behandling i termer av vilka aspekter som
iar nirvarande och i vilken utstrickning dessa, via olika monster av variation,
synligg6rs 1 undervisningen. Vilka aspekter av innehdllet som hamnar i
férgrunden under en lektion paverkas av bide elevernas sitt att agera liksom
av ldrarens sitt att hantera detta. Det iscensatta lirandeobjektet kan dirfor, pa
samma sitt som det erfarna, skilja sig avsevirt frin det avsedda.

3.2 Att studera relationen mellan undervisning
och larande

I introduktionskapitlet konstaterades att det finns ett uttryckt behov av studier
som undersdker relationen mellan undervisning och lirande. Det
konstaterades emellertid ocksa att denna relation dr komplicerad att mita och
att tidigare forskning pekar pa flera utmaningar och svarigheter. Nagot som
aterkommande framstills som ett problem fér studier inom omradet dr
avsaknaden av anvindbara teorier (Charalambous & Pitta-Pantazi, 2015;
Hiebert & Grouws, 2007; Nuthall, 2004). Den sista delen av 1900-talet vilade
matematikdidaktiken tungt pa konstruktivismen (Bjorkkvist, 1993) och detta
giller i synnerhet matematikdidaktiska studier inom derivata (Artigue,
Batanero & Kent, 2007). Under de senaste decennierna har allt fler
matematikdidaktiska studier kommit att referera till det sociokulturella
perspektivet. Bade konstruktivismen och det sociokulturella perspektivet
redogdr dock for lirande pa en 6vergripande nivd och medan Cobb, Confrey,
diSessa, Lehrer och Schauble (2003) beskriver konstruktivismen som svir att
anvinda 1 samband med undervisningsdesign menar Cobb (2007) att
detsamma giller det sociokulturella perspektivet. Inom denna avhandling
anvinds variationsteori vilken, i kraft av dess beskrivning av vad lirande

innebdr, ocksd erbjuder mojligheter att designa en undervisning som ér
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teoretiskt grundad (Carlgren, 2017). Variationsteorin utgdr didrmed ett
alternativ till det som efterfrigas av sivil Hiebert och Grouws (2007) som
Nuthall (2004); en teori som kan anvindas for att analysera bade undervisning
och lirande liksom relationen dem emellan.

Ett annat spérsmal gillande studier som rdr relationen mellan
undervisning och lirande ir vilken omfattning en studie bor ha. A ena sidan
kan det argumenteras for att lirande sker 6ver tid och dr beroende av manga
faktorer (Hiebert & Grouws, 2007). A andra sidan riskerar studier som
stricker sig Gver lang tid och genererar mycket data att gd miste om detaljerna
(Nuthall, 2004; Shavelson, Phillips, Towne & Feuer, 2003). Ball och Rowan
(2004) beskriver genomférandet av en omfattande studie som avsdg mita
undervisningens kvalitet. De menar att da deras intresse bestod i att
”dokumentera elevers moijligheter till lirande” samlade de in data om lirares
undervisning péd daglig basis. Hiebert och Grouws (2007) hdvdar att en lektion
utgdr en limplig tidstymd. Den ér tillrickligt omfattande £6r att det ska vara
méjligt att finga interaktionen mellan olika aspekter av undervisningen men
samtidigt tillrdckligt avgrinsad for att den ska vara mdjlig att analysera.
Problemet med att fokusera pa en enskild lektion dr enligt Hiebert och
Grouws (2007) att elevers lirande inte alltid kan hinféras till en specifik
lektion. De ser dirfér dven en lektionsserie som behandlar ett visst
dmnesinnehall eller ett visst begrepp som en limplig avgrinsning.

Clement (2013) menar att den matematikdidaktiska forskningen inte i
tillrdckligt hog utstrickning bidrar till att utveckla praktiken i form av ett 6kat
lirande hos eleverna. For studier om relationen mellan undervisning och
lirande anvinder Nuthall (2004) begreppet pragmatisk validitet vilket syftar pa
huruvida de metoder som anvinds producerar resultat som dr praktiskt
anvindbara for lirare. Han patalar att detta ofta inte dr fallet och att det finns
ett gap mellan  forskning om  effektiv  undervisning  och
undervisningspraktiken; medan forskare forvintar sig att deras resultat ska
forma praktiken betraktar lirare i regel forskningen som f6r generell och
teoretisk. Nagot som fOreslagits i syfte att 6ka den dmnesdidaktiska
forskningens relevans fér praktiken dr att i studier om undervisning och
lirande ocksa involvera lirare (Carlgren, 2017; Hiebert, Gallimore & Stigler,
2002; Hiebert & Mortis, 2012).

I likhet med Clement (2013) menar Hiebert et al. (2002) att den
utbildningsvetenskapliga forskningen inte i tillrickligt hég grad bidrar till att
utveckla och foérbittra undervisningen. Enligt Hiebert et al. (2002) kan
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orsaken sparas till historien. Under ling tid var studier som strivade efter att
isolera vatiabler och utféra kvantitativa jaimforelser den accepterade normen.
Hiebert et al. (2002) beskriver hur detta innebar att forskare och lirare delades
i tva olika yrkesgrupper. Medan forskare blev ansvariga fOr att generera
kunskap blev det lirarnas ansvar att tillimpa kunskapen. Enligt Hiebert et al.
(2002) har detta system kommit att bli ett problem, sirskilt da de kunskaper
som dessa forskningsmetoder producerar dr mycket svara att tillimpa for
larare. Hiebert et al. (2002) menar att processen att bygga en kunskapsbas f6r
lirarprofessionen inte bara ska involvera forskare utan ocksa lirare och att
denna process dessutom ska utga fran lirares kunskaper. Samma resonemang
fors av savil Hiebert och Mortis (2012) som Catlgren (2017). De hivdar att
istillet for en forskning som levererar kunskaper som ska forbittra lirarna
(vilket i sin tur ska forbittra undervisningen), bor forskningen istillet
genomforas 1 samarbete mellan forskare och lirare och ta sin utgangspunkt i
undervisningen.

Hiebert et al. (2002) och Hiebert och Mortis (2012) pekar pd japanska Jesson
study (Lewis, 2000; Lewis, Perry & Murata, 20006) och menar att denna modell
ir ett exempel pd en ansats som skulle kunna utgéra grunden i ett system dar
lirare dr aktiva deltagare i forskningen. Carlgren (2017) anvinder 4 sin sida
istéllet learning study som exempel pa en modell som kan svara mot detta
behov. Learning study kan ses som en utveckling, eller snarare en modifiering,
av lesson study och de tva modellerna har flera likheter, sirskilt ndr det giller
det praktiska genomférandet. Det finns emellertid ocksa ett antal skillnader
som, om syftet 4r damnesdidaktisk forskning, talar till learning studys fordel.
Dels att ansatsen dr teoretiskt grundad och dels att ansatsen dr tydligt inriktad
pé att studera en f6rmaga kopplad till ett specifikt dmnesinnehall.

3.3 Forskningsansatserna 1 avhandlingens tva
empiriska studier

Den forsta av avhandlingens tva empiriska studier genomf6rs i form av en
learning study vilket dr en klassrumsbaserad forskningsansats som utvecklades
tor knappt tva decennier sedan via ett samarbete mellan forskare fran Sverige
och Hong Kong (Kullberg, 2010; Lo, Marton, Pang & Pong, 2004). Med
utgingspunkt i en teoretiskt grundad undervisning och en iterativ och cyklisk
forskningsdesign dr syftet att beskriva pd vilket sitt innehéllets behandling

paverkar elevernas lirande. Forskningsansatsen har provats i ett stort antal
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studier och visat sig ge bestiende effekter pd lirares undervisning (Elliot,
2012; Holmqvist, 2010) liksom kunskaper om pa vilket sitt undervisningens
design paverkar elevernas lirande (Lo, 2012; Runesson, 2017). Enligt Pang
och Ki (2016) har emellertid minga av de studier som hittills genomfdrts
riktat sig mot yngre elever och lirandeobjekten har i regel inte varit av
komplex karaktir.

Carlgren (2012) foresprakar att learning study ska betraktas som
motsvarigheten till den kliniska forskningen inom medicin. Vanligare ir
emellertid att ansatsen besktivs som en hybrid av en lesson study och ett
design experiment (se t.ex. Marton & Pang, 2003, 20006). En learning study
innebidr ett samarbete mellan lirare och forskare som ér centrerat kring ett
specifikt amnesinnehall. Detta innehll svarar, i enlighet med beskrivningen av
variationsteorin ovan, mot det direkta lirandeobjektet. Valet av innehall
baseras pa att det dr ndgot som lirarna anser som sirskilt relevant men som
eleverna samtidigt har svart att lira. Den eller de férmagor, kopplade till
innehallet, som undervisningen avser att utveckla svarar i sin tur mot det
indirekta lirandeobjektet.

Inom en learning study undervisas samma lirandeobjekt i flera elevgrupper
efter varandra. De deltagande lirarna undervisar sina ordinarie grupper medan
Ovriga lirare samt forskare(n) observerar lektionerna vilka dven videofilmas. 1
de fall en learning study, likt inom féreliggande avhandling, dr grundad i
variationsteori designas undervisningen fér den fbrsta elevgruppen med
utgingspunkt 1 de aspekter av innchéllet som dr presumtive kritiska.
Bedémningen av vilka aspekter som dr presumtivt kritiska baseras
inledningsvis pa en analys av dmnesinnehallet, lirarnas erfarenheter och
tidigare amnesdidaktiska forskningsresultat. De ringas direfter in ytterligare
genom att innan undervisningen genomfora tester och/eller intervjuer med de
i studien deltagande eleverna. Efter undervisningen genomfor eleverna ett test
som avser fianga och beskriva deras lirande, det vill sdga det erfarna
lirandeobjektet. Resultatet av testet i kombination med lektionsobservationer
ligger till grund fo6r att revidera designen infér nistkommande grupp. Den
reviderade designen genomférs och processen med att revidera och
genomfora undervisningen upprepas direfter med varje ny elevgrupp enligt
ett cykliskt f6rlopp.
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3.3.1 Om learning study som forskningsansats

Learning study kan ses i relation till de fyra forskningsmetoder om sambandet
mellan undervisning och lirande som granskas och diskuteras av Nuthall
(2004). Det forsta exemplet ror studier av framgangsrika lirare (t.ex. Hopkins
& Stern, 1996). Nuthalls (2004) frimsta invindning mot denna ansats ir att
den blandar ihop bra undervisning med vad som kan betecknas som goda
egenskaper hos lirare. Denna sammanblandning kinns igen i savil Carlgren
(2017)  som  Hiebert och  Morris  (2012)  vilka  hdvdar  att
undervisningsutveckling ofta innebdr att istillet forsoka utveckla lirarna. I en
learning study fokuseras innehallet och dess behandling medan egenskaper
hos liraren inte berors 6verhuvudtaget. Ansatsen kan dirmed i en mening
sagas forsvara sig vl mot kritiken om att fokus hamnar pa liraren istillet for
undervisningen. Detta betyder emellertid inte att det i en learning study gar att
bortse fran ldrarens inverkan. Baumert et al. (2010) visar att samtidigt som
lirarens dmnesdidaktiska kunskaper dr det som har storst paverkan pd
elevernas lirande 4r ocksa ldrarens dmneskunskaper av betydelse i
undervisningssituationen. Aven om imnesdidaktiken, i termer av innehallets
behandling, dr det som fokuseras i en learning study utgdr de deltagande
lirarnas amneskunskaper dirmed en bakomliggande variabel som indirekt kan
komma att paverka resultatet.

Nuthalls (2004) andra exempel rér den sa kallade process-produkt-
forskningen vilken innebir att frekvensen av en specifik variabel, till exempel
hur méanga 6ppna fragor en lirare stiller eller den tid som 4dgnas 4t en viss typ
av lektionsaktivitet, korreleras mot elevers resultat pa standardiserade tester.
Problemet med dessa studier dr enligt Nuthall (2004) att de, i syfte att 6ka
generaliserbarheten, bortser frin kontextuella detaljer. Effekten av frekvensen
av en viss variabel maste dock ses 1 sitt sammanhang, det gir exempelvis inte
att sdga att ”ju mer 6ppna fragor desto bittre”. Process-produkt-forskningen
kritiseras dven av Schoenfeld (2007) som menar att denna typ av studier inte
torklarar varfor nagot fungerar. Da en learning study utgar fran innehallet kan
ansatsen sigas fokusera en variabel. En viktig skillnad dr emellertid att
variabeln inte dr kvantitativ; resultatet beskriver inte hur mycket (eller lite)
nagot bor goras utan hur. Analysen av undervisningen syftar till att beskriva
just zarfor ett visst sitt att behandla innehéllet gynnar elevernas lirande. En
learning study delar emellertid ”’problemet” med kontexten. Pd samma sitt

som frekvensen av en viss variabel maéste ses i sitt sammanhang maste ocksa
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innehallets behandling ses i sitt sammanhang. En learning study innefattar
normalt 3-4 elevgrupper vilka undervisas i sina ordinarie klasser och av sina
ordinarie lirare. De revideringar som genomférs i designen utgar frin en
elevgrupp men testas direfter pa en helt annan. Det dr dirmed svart att avgora
i vilken |utstrickning andra faktorer (dn innchillets behandling 1
undervisningen) paverkar elevernas lirande.

En learning study har beskrivits som en hybrid av en lesson study och ett
design experiment. Nuthalls (2004) tredje exempel behandlar just design
experiments vilka innebdr en cyklisk process av undervisningsdesign,
genomférande, analys och revidering (Brown, 1992; Cobb et al, 2003).
Svagheterna hos design experiments ér enligt Nuthall (2004) att de spanner
over relativt lang tid och innefattar en mingd okontrollerade variabler; vad i
processen som har genererat lirandet gir ddrmed inte att specificera. En
learning study har flera inslag som dr gemensamma med design experiments.
En viktig skillnad 4r emellertid omfattningen. Medan ett design experiment
kan stricka sig 6ver flertalet veckor och omfatta manga elevgrupper (Cobb et
al., 2003; Collins, Joseph & Bielaczyc, 2004; Nuthall, 2004) ir en learning
study begrinsad till en eller ett fatal lektioner dir en elevgrupp fokuseras i
taget. Som beskrevs ovan menar Hiebert och Grouws (2007) att vid studier av
relationen mellan undervisning och lirande dr en lektion en rimlig omfattning
dé den dr moijlig att analysera. Detta skulle alltsa tala till learning studys fordel.
Samtidigt som den sndvare omfattningen éppnar f6r en mer detaljerad analys
utgdr den emellertid ocksa en begrinsning péd sd sitt att de revideringar som
gors grundar sig pa ett litet antal elever.

Som sitt sista exempel tar Nuthall (2004) upp lirare som beforskar sin egen
praktik (se t.ex. Noffke & Somekh, 2009). Han hivdar att ocksd denna metod
har flera begrinsningar:

I have already made the point that teachers cannot be awate of critical
elements in the teaching-learning process in their own classrooms unless
they already have a clear understanding of what to look for and have
additional ways of observing or recording the experience of individual
students. Working on their own, teachers can only see the classroom
through their own eyes and can only occasionally see what students are
learning (Nuthall, 2004, s.14).

Aven en learning study innebir att lirare forskar pa sin egen praktik. Ansatsen
innehaller dock flera inslag som dr hogst relevanta i forhallande till den kritik
som Nuthall (2004) riktar mot denna typ av studier. Dels dr den teoretiskt
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grundad och méter kravet om att kunna specificera vad som studeras och
analyseras. Ansatsen innefattar ocksa omfattande observationer; férutom den
undervisande ldraren observeras lektionerna av bade lirare och forskare och
dessutom videofilmas de f6r att kunna granskas i eftethand. Vid sidan om
observationer utvirderas elevernas lirande ocksa via tester som genomfors
fére och efter interventionen. Sammantaget kan alltsd en learning study sdgas
innehalla méinga av de delar som Nuthall (2004) menar saknas inom lirares
praktiknira forskning. Liksom vid jimférelsen med process-produkt-
forskningen respektive design experiments kan dock smaskaligheten och den
naturligca kontexten aterigen pekas ut som potentiella hot mot sivil den
interna som den externa validiteten (Shadish, Cook & Campbell, 2002).

3.3.2 Bakgrund och beskrivning av forskningsansatsen
i avhandlingens andra studie

Brown (1992) beskriver hur hon Overgick frin experiment till
klassrumsforskning och design experiments pd grund av svérigheterna med att
studera lirande i laboratorieliknande miljéer. Metodvalet vid undersokningar
av relationen mellan undervisning och lirande dr dock inte givet och bland
forskare kan det inte sigas rida konsensus kring vilken typ av studier som ir
mest limpliga. Shavelson et al. (2003) kritiserar exempelvis design experiments
och hivdar att metodens komplexitet och det stora antalet okontrollerade
variabler gor det svart att pavisa vad som orsakat resultatet. Shavelson et al.
(2003) menar att design experiments har en plats att fylla inom den
utbildningsvetenskapliga forskningen men de anser samtidigt att metoden bor
kombineras med andra ansatser i syfte att underbygga de kunskapsansprak
som gors. Shavelson et al. (2003) citeras av Jaworski (2004) som ser framfor
sig hur en liknande kritik som den mot design experiments kan riktas dven
mot learning study.

Torgerson och Torgerson (2001) argumenterar f6r fler randomiserade
studier inom utbildningsvetenskaplig forskning. De ger exempel, biade pi
interventioner som uppvisat en effekt och pa interventioner som inte gjort
det, och menar att eftersom studierna inte tillimpat randomisering kan
resultaten inte anses tillférlitliga. Torgerson och Torgerson (2001) pekar pa
det faktum att i de fall deltagarna i en studie inte randomiseras till en
intervention (respektive kontrollgrupp) kan en eventuell skillnad mellan

grupperna lika girna orsakas av andra faktorer. Pi motsvarande sitt kan en
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icke uppmiitt skillnad 1 sjilva verket existera men déljas av att grupperna gick
in i studien med olika férutsittningar.

Nuthall (2004) hivdar att om syftet dr att undersdka relationen mellan
undervisning och lirande dr smaskaliga klassrumsstudier att féredra framfdr
storskaliga studier. Samtidigt patalar han att klassrumsstudier inte dr kompletta
och foér att 6ka generaliserbarheten behdver de replikeras i diverse olika
kontexter. P liknande sitt argumenterar Schoenfeld (2007), via jimférelser
med omradet medicin, f6r en utbildningsvetenskaplig forskning i tre faser.
Den forsta fasen innebir interventionsstudier av typen design experiments. I
den andra fasen testas resultat och hypoteser frin den fOrsta fasen i olika
kontexter och i den tredje fasen genomférs mer storskaliga undersékningar
(Schoenfeld, 2007). I linje med detta resonemang innebdr den andra empiriska
studien inom féreliggande avhandling att tva av de undervisningsdesigner som
genereras i den forsta studien genomfdrs igen i nya elevgrupper. Den andra
studien bygger dirmed pé den forsta och avsikten 4r att prova héillbarheten av
resultaten fran den forsta studien.

Uppliggningen av den andra studien baseras pa den typ av design som
Shadish et al. (2002) benimner som “alternative-treatments design with
pretest” (s.261). Jimfért med den forsta studien innebir detta att de tva
undervisningsdesignerna nu  implementeras och testas under mer
experimentella betingelser. De deltagande eleverna randomiseras till en av de
tva designerna och de undervisas inte av sina ordinarie lirare. Uppliggningen
av den andra studien tar i flera fall fasta pa de forslag och pa den kritik som i
tidigare forskning framforts gillande studier av relationen mellan undervisning
och lirande (Hiebert & Grouws, 2007; Nuthall, 2004; Schoenfeld, 2007,
Shavelson et al., 2003; Torgerson & Torgerson, 2001). Dirav till exempel valet
att som komplement till learning study anvinda en forskningsansats som
innefattar ett mer experimentellt uppligg och dir resultatet ocksd baseras pa
analyser av kvantitativa data. En utfotligare beskrivning av vilka likheter och
skillnader som finns mellan de tvd studierna och pa vilket sitt den andra
studien utformas for att komplettera den forsta ges i de f6ljande avsnitten.

3.4 Genomforande av studie 1

Avhandlingen har sitt ursprung i ett projekt finansierat av Vetenskapsradet
(dnr 2011-5273) som syftade till att 6ka skolans kunskapsbas genom att
forskarutbilda verksamma lirare. Den forskarutbildning inom vilken denna
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avhandling tog sin bérjan hade learning study som inriktning. Valet av
forskningsansats for den forsta studien var dirmed bestimt pa férhand och
utgingspunkten var att studien skulle genomféras pa den skola dir den till
forskarutbildningen antagna liraren arbetade. I det aktuella fallet betydde det
en gymnasieskola i en mindre kommun beldgen i sydvistra Sverige.

3.4.1 Urval

Di en learning study innebdr ett samarbete mellan lirare och forskare bestod
det forsta steget av att rekrytera lirare till studien. Redan i samband med
ansOkan till forskarutbildningen tillfrigades tre lirare pa den skola forskaren
tjanstgjorde om de ville delta i en kommande studie. Samtliga stillde sig
positiva till denna forfragan. Det fanns vid tillfillet ett drygt tiotal
matematiklirare pa den aktuella skolan och urvalet gjordes utifrin en
kombination av utbildning, undervisningserfarenhet och programtillhérighet.
Alla tre ldrarna hade en ldrarutbildning med minst tre terminers
matematikstudier och dessutom dtminstone cirka 20 ars erfarenhet av
undervisning. De arbetade ocksd alla inom gymnasieskolans teoretiska
program vilket var en fOrutsittning eftersom forslaget fran forskaren, bland
annat baserat pa svenska elevers resultat i den internationella jimférelsen
TIMSS advanced (Skolverket, 2009), var att inrikta studien mot begreppet
derivata.

I studien deltog elever frin teknikprogrammet (TE) drskurs 2,
naturvetenskapsprogrammet ~ (NA)  drskurs 2,  sambhillsvetenskapliga
programmet (SP) arskurs 3 samt idrott- och ledarskapsprogrammet (IL, vilket
var ett lokalt utformat program niraliggandes SP) arskurs 3. Studien
genomfordes i skarven for inférandet av den nya gymnasiereformen Gy 11
och medan TE och NA programvis liste kursen Matematik 3 enligt denna
reform liste SP och IL gemensamt kursen Matematik C enligt den gamla
reformen Lpf 94. For enkelhetens skull kallas hddanefter gruppen med elever
frin SP/IL enbart SP. Totalt deltog alltsd tre elevgrupper vilka inom sina
respektive kurser undervisades av de tre i studien deltagande lirarna. Gruppen
frin TE bestod av 27 elever, gruppen frin NA bestod av 23 elever och
gruppen frin SP bestod av 21 elever. P4 grund av frinvaro reducerades TE till
26 elever och SP till 19 elever. Vid studiens genomférande var TE och NA

ungefir mitt i kurs 3 medan SP var en bit in pa andra halvan av kurs C.
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3.4.2 Datainsamling

Det empiriska materialet samlades in fére, i anslutning till och efter
forskningslektionernas genomférande. Under varen 2012, ett ar fore learning
studyn, genomfdrdes en pilotstudie ddr forskaren via fenomenografiska
intervjuer (Marton & Booth, 1997) undersékte fyra elevers sitt att resonera
kring problem relaterade till derivata. Ansatsen innebir att intervjuaren intar
ett andra ordningens perspektiv (Marton, 2015; Marton & Booth, 1997).
Intresset ligger da inte i att undersoka huruvida elevens svar eller resonemang
ir korrekt utan 1 att undersdka hur eleven erfar problemet. Erfarandet
aterspeglas 1 elevens pdstienden och handlingar och genom att betrakta dessa
ir syftet att beskriva vilka aspekter av innehallet eleven urskiljer (Marton &
Booth, 1997). Eleverna som deltog i pilotstudien tillhérde naturvetenskapliga
programmets davarande arskurs 2 och skulle inte delta i den kommande
learning studyn. De hade dock samma bakgrund och pilotstudien
genomfordes som ett steg 1 processen att forsdka kartligga elevers
uppfattningar om derivata i den grafiska representationsformen. Intervjuerna
pagick 1 cirka 25 minuter vardera och spelades in med videokamera.

I mars 2013, ungefir tio dagar innan forskningslektionerna, genomfdrde
forskaren intervjuer med sex av de i studien deltagande eleverna. En pojke
och en flicka frin TE, NA respektive SP intervjuades i cirka 20 minuter och
samtalet spelades in med diktafon. Upplidggningen av intervjuerna kan
beskrivas med det som Goldin (2000) benimner som “task-based interview”
vilket innebdr att intervjun dr centrerad kring en sekvens av specifika
uppgifter. I det aktuella fallet utgick intervjun fran sju fragor (bilaga 1) vilka
behandlade funktioner och derivator.

Forskningslektionerna genomfordes under en period av tva veckor i mars-
april 2013. Varje cykel innefattade tva lektioner 4 60 minuter och de tre
cyklerna genomférdes enligt tabell 1 nedan. Alla sex forskningslektionerna
videofilmades med tva kameror. En kamera var placerad lingst fram i
klassrummet och riktad mot eleverna. Den andra kameran man&vrerades av
forskaren och foljde den undervisande liraren. Vid sidan av forskaren
observerades lektionerna ocksd av de tva lirare som for tillfillet inte
undervisade. Direkt efter att en lektion avslutats holls ett méte dir den
undervisande och de observerande lirarnas samt forskarens reflektioner och

iakttagelser diskuterades och noterades.
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Tabell 1. Studiens genomférande.

Punkt | Dag | Aktivitet

1 1 Fortest samt lektion 1 med Teknikprogrammet.

2 1 Analys av lektion 1 och fortestet. Revidering av planeringen fo6r lektion 2
med Teknikprogrammet.

3 2 Lektion 2 med Teknikprogrammet samt eftertest.

4 2-6 | Gemensam analys av de tvd lektionerna och eftertestet. Revidering av

planeringen f6r kommande lektioner med Naturvetenskapsprogrammet.

5 Fortest samt lektion 1 med Naturvetenskapsprogrammet.

6 Analys och revidering enligt punkt 2.

7 8 Lektion 2 med Naturvetenskapsprogrammet samt eftertest.

8 8-11 | Gemensam analys enligt punkt 4. Revideting av planeringen infor
kommande lektioner med Samhaillsvetenskapliga programmet.

9 12 | Fortest samt lektion 1 med Samhillsvetenskapliga programmet.

10 12-13 | Analys och revidering enligt punkt 2.

11 14 | Lektion 2 med Sambhillsvetenskapliga programmet samt eftertest.

Innan och 1 direkt anslutning till lektion 1 genomférde eleverna ett fortest
(bilaga 2). Efter och 1 direkt anslutning till lektion 2 genomforde eleverna ett
eftertest (bilaga 2). Testen var snarlika och tog vardera cirka 10 minuter att
genomfora. Bada testen innehdll tre fragor relaterade till lirandeobjektet. Alla
tre fragorna inneholl en uppmaning till eleverna att férklara och motivera sina
svar. Vikten av detta papekades dven muntligt 1 samband med att testen
limnades ut. Sex veckor efter studiens sista forskningslektion genomfdrde
eleverna ett fordrojt eftertest vilket var identiskt med eftertestet.

3.4.3 Larandeobjekt

Redan hésten 2011, i samband med att lirarna tillfrigades om att delta i
studien, diskuterades limpliga dmnesinnehéll. Forskaren hade derivata som
forslag och i detta skede togs beslutet att inrikta studien mot detta begrepp
inom den grafiska representationsformen. Drygt ett dr senare startade learning
study-processen via tva moéten mellan forskaren och lirarna. Vid denna
tidpunkt hade pilotstudien genomférts och forskaren kunde ocksd redogora
for ett relativt stort antal dmnesdidaktiska forskningsresultat om elevers
uppfattningar av derivata i den grafiska representationsformen. I samband
med de tva métena specificerades det direkta lirandeobjektet till relationen
mellan grafen till en funktion och grafen till funktionens derivata. Det

indirekta lirandeobjektet beskrevs i termer av att eleverna skulle utveckla
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féormagan att, med utgangspunkt i grafen till en funktion, kunna tolka (en
befintlig) eller skissa grafen till funktionens derivata och antiderivata. Pi ett
mer Overgripande plan var malet att lirandeobjektet skulle ge eleverna
mojlighet att urskilja grafiska aspekter av derivata och dirigenom erfara
begreppet pa ett mer kvalitativt sitt.

3.4.4 Design, genomférande och revidering av
forskningslektionerna

I samband med att lirandeobjektet specificerades diskuterades ocksd vilka
aspekter som var presumtivt kritiska. Tidigare forskningsresultat utgjorde
utgangspunkten och aspekter som dir framstod som kritiska stilldes i relation
till resultatet av pilotstudien och de deltagande ldrarnas erfarenhet av
undervisning. Designen av undervisningen skulle emellertid dven ta hansyn till
de i studien deltagande eleverna och dirfér genomférdes intervjuer med sex
elever (enligt beskrivningen ovan). Intervjuerna syftade till att understka i
vilken utstrickning de aktuella elevernas uppfattningar om funktioner och
derivator 6verensstimde med tidigare forskningsresultat. Argumentet att inte
testa alla elever, och att i intervjuerna utga fran frigor som inte var direkt
kopplade till lirandeobjektet, var att undvika ett tillfille f6r lirande innan
forskningslektionernas genomférande.

Baserat pa forskargruppens diskussioner och de genomférda intervjuerna
firdigstillde forskaren ett designutkast. Detta reviderades och justerades vid
tva méten som holls 1 forskargruppen dagarna innan implementering. Den
forsta av studiens tre cykler genomfordes direfter med elevgruppen fran TE.
Grundat 1 lektionsobservationer och elevernas testresultat reviderades
designen och den andra cykeln genomférdes direfter med elevgruppen fran
NA. Samma process upprepades ytterligare en ging och den tredje cykeln
genomfordes med elevgruppen frin SP.

3.4.5 Analysprocess

Analysen av de intervjuer som genomférdes fére forskningslektionerna
gjordes med ett fenomenografiskt perspektiv (Marton, 2015; Marton & Booth,
1997) vilket innebar att fokus var riktat mot att beskriva vilka aspekter av
innehallet de intervjuade eleverna urskilde. Analysen av det 6vriga empiriska
materialet genomfdrdes med ett variationsteoretiskt perspektiv (Runesson,
2017; Thorsten, 2018). Detta innebar att analysen tog sin utgiangspunkt i
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6verensstimmelsen mellan vad som var avsett att lira och vad som faktiskt
lirdes, det vill siga det avsedda och det erfarna lirandeobjektet. Likheter och
skillnader mellan dessa tva beskrivningar av lirandeobjektet stilldes i sin tur i
relation till en analys av vilka aspekter av innehdllet som synliggjorts i
undervisningen, det vill sdga det iscensatta lirandeobjektet.

Det avsedda lirandeobjektet och dess presumtivt kritiska aspekter
formulerades fore forskningslektionernas genomférande. Det erfarna och det
iscensatta lirandeobjektet analyserades i1 flera omgangar, bade i direkt
anslutning till forskningslektionerna och efter att de avslutats. Det iscensatta
lirandeobjektet analyserades 16pande under de tre cyklernas genomfdrande via
observationer. Det erfarna ldrandeobjektet analyserades 16pande via
lektionsobservationer och via elevernas motiveringar pa eftertestet. Under
vatje lektion fanns tvé icke undervisande lirare och forskaren nirvarande. Vid
sidan om att observera de helklassaktiviteter som genomférdes cirkulerade
dven ldrarna och forskaren i klasstummet och lyssnade till de elevdiskussioner
som forekom. Varje observatdr erholl dirmed en uppfattning om vilka
aspekter eleverna forefoll urskilja. Vid det méte som hélls i forskargruppen i
direkt anslutning till att varje lektion avslutats diskuterades de olika
observatérernas och den wundervisande lirarens uppfattningar. Denna
gemensamma bild jimférdes direfter med elevernas resultat pa eftertestet. Var
och en av de tre frigorna innebar att eleverna skulle motivera sina svar och
eftertestet bidrog dirmed med visentlig information om vilka aspekter som
fokuserades av eleverna. Analysen av hur det iscensatta lirandeobjektet
paverkat det erfarna lirandeobjektet i cykel 1 lig sedan till grund fér de
revideringar som gjordes i lektionsdesignen infér cykel 2. Analysen av cykel 1
och 2 i kombination lag direfter till grund £6r revideringarna infor cykel 3.

Efter det att studien var avslutad och det fordrdjda eftertestet hade
genomférts analyserades materialet pa nytt. Aven denna analys gjordes med
ett vatiationsteoretiskt perspektiv. I detta ldge fanns emellertid materialet fran
alla cykler, inklusive det férdréjda eftertestet, tillgdnglict och det var heller
ingen tidspress. Den variationsteoretiska analysen kunde darfér nu, i enlighet
med Thortstens (2018) beskrivning, gbras djupare och mer genomarbetad.

3.5 Genomforande av studie 2

Den andra av avhandlingens tva empiriska studier genomférdes 1 april 2016,
det vill sdga ganska precis tre dr efter den inledande studien. Genomférandet
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skedde pa samma gymnasieskola som den forsta studien men eftersom tre dr
forflutit hade hela skolans elevunderlag hunnit skiftas. Studien genomférdes i
syfte att prova resultatet av studie 1 och innebar att lektionsdesignerna fran
cykel 1 och 2 (design 2 nédgot reviderad) genomférdes igen i nya elevgrupper
vilka nu inte undervisades av sina ordinarie matematiklirare. Eftersom
tidpunkten pa dret var densamma som i studie 1 var eleverna i ett liknande
lige i matematikkursen (alla elever ldste nu Matematik 3).

3.5.1 Urval

Tva av de ldrare som deltagit i learning studyn tillfrigades om att delta i den
andra studien. De blev informerade om att deras deltagande skulle innebira
att genomféra samma lektioner som i den tidigare studien, denna ging i
elevgrupper som de i normala fall inte undervisade i matematik. Bida lirarna
tackade ja till att delta. I samband med planeringen diskuterades mellan
forskare huruvida nya lirare skulle rekryteras till studien. Det diskuterades
ocksd huruvida de tva lidrarna skulle skifta undervisningsdesigner sinsemellan
sd att den lirare som i studie 1 undervisat design 1 i studie 2 istillet skulle
undervisa design 2. Det beslutades dock att i studie 2 lita samma ldrare
genomfora samma designer som de gjort i studie 1. Detta val gjordes da det
borgade for att de tvd designerna skulle komma att genomfdras pd ett
likvirdigt sdtt som i studie 1. Designerna inneh6ll samma antal
undervisningsmoment och samma undervisningsmetoder och ett skifte ansags
kunna riskera en sammanblandning av de skillnader som fanns gillande
innehillets behandling. De tvd lirarna hade dessutom flera gemensamma
egenskaper; bada var utbildade dmneslirare i matematik och fysik och hade
manga ars undervisningserfarenhet (28 respektive 35 ar).

Utgangspunkten var att studie 2 skulle innehalla elever frin samma
program som studie 1. Vid studiens genomférande liste dock alla elever inom
gymnasieskolan enligt Gy 11 varfér idrott- och ledarskapsprogrammet ersattes
av  ckonomiprogrammet (ckonomi var tidigare en gren  av
samhillsvetenskapliga programmet). De deltagande eleverna kom dirmed fran
teknikprogrammet (TE) drskurs 2 (18 elever), naturvetenskapsprogrammet
(NA) drskurs 2 (24), samhillsvetenskapsprogrammet (SA) drskurs 3 (22) samt
ekonomiprogrammet (EK) arskurs 3 (18). Under forskningslektionerna var

sex elever frinvarande varfor det totala antalet elever som deltog i studien var

76.
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3.5.2 Forberedelse och genomférande av
forskningslektioner

Inom studien férekom inget samarbete mellan de tvéd ldrarna. De kinde till
varandras medverkan men de visste ingenting om varandras lektionsdesigner.
De hade heller ingen kinnedom om pa vilket sitt elevernas kunskaper skulle
testas. Som fOrberedelse infér genomférandet fick ldrarna tillging till
videoinspelningar av sina lektioner frin studie 1 samt ett cirka 10 sidor langt
manuskript som beskrev den undervisningsdesign de skulle komma att
genomfora. Manuskriptet inneholl dels en beskrivning av designens olika
moment men ocksa firdigformulerade fragor som skulle stillas muntligt till
eleverna. Det detaljerade manuskriptet anvindes dels for att strikt kunna f6lja
en viss design men ocksa i syfte att minska betydelsen av egenskaper hos
liraren (jfr krittken mot att studera framgangsrika ldrare ovan). Infor
forskningslektionerna hade forskaren tva moten a tva timmar med var och en
av ldrarna. Under det forsta motet diskuterades designen och vad som
kinnetecknade den pd ett overgripande plan. Det andra moétet holls 1 ett
klassrum och vid detta tillfille skissades alla de grafer som ingick i designen pa
tavlan och de olika lektionsmomenten diskuterades mer detaljerat.

Eleverna som deltog 1 studien randomiserades till en av de tva designerna.
Varje elev tilldelades ett nummer och direfter delades varje program i tva lika
stora grupper med hjilp av en slumptalstabell. Grupp 1 innebar design 1 och
grupp 2 design 2. TE och NA liste sina matematikkurser parallellt och samma
sak gillde SA och EK. For att uppritthilla normalstora elevgrupper och
underlitta genomfoérandet slogs dirfér TE samman med NA och SA slogs
samman med EK. Design 1 och 2 genomférdes direfter samtidigt f6r de tva
SA/EK-grupperna och tvd dagar senare upprepades samma process med de
tvi TE/NA-grupperna. Uppliggningen var densamma bada dagarna.
Undervisningen startade pd morgonen och pagick 1 2 x 60 minuter med 20
minuters rast diremellan. Eleverna hade direfter 30 minuters rast innan de i

en gemensam sal genomforde ett eftertest.

3.5.3 Datainsamling

All  datainsamling gjordes av forskaren. Cirka tio dagar innan
forskningslektionerna genomférde eleverna en enkdt (bilaga 3). Denna
inneholl totalt 24 frigor som himtats frin de enkiter som anvinds inom de
internationella jimférelserna PISA och TIMSS advanced (Skolverket, 2009,
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2010). Flera av frigorna behandlade intresse och sjilvskattning inom
matematik. Dessa besvarades av eleverna pa en skala 1-6. Enkiten inneholl
ocksa ett antal frigor som rdrde annan bakgrundsinformation, till exempel tid
tér lixor och forildrarnas utbildning. Dessa var formulerade som
flervalsfrigor.

Vid samma tillfille som enkiten genomférde eleverna ocksa tva fortest.
Testen hade fére studien prévats ut i tvA omgangar pa sammanlagt cirka 130
elever. Utprévningen genomférdes pa tva olika skolor varav ingen var belidgen
péa den ort dir studien genomfdrdes. De bdda testen tog cirka 50 minuter och
eleverna arbetade utan tidspress.

Det ena testet var ett flervalstest som bestod av 25 uppgifter med vardera
fem svarsalternativ. Alla uppgifterna handlade om funktionsbegreppet och 19
av dem kom fran The Precalculus Concept Assessment (PCA) (Catlson,
Ochrtman & Engelke, 2010). PCA-testet har under flera ars tid, via flera
forskningsstudier och utprévningscykler, utvecklats av amerikanska forskare.
Genom att préva begreppsliga kunskaper om funktioner miter testet hur vil
forberedda elever dr fo6r studier inom bland annat derivata. I original
innehaller PCA-testet 25 uppgifter men fO6r att anpassa det till studiens
forhallanden byttes sex av uppgifterna ut. De ersdttningsuppgifter som
anvindes konstruerades med PCA-testet som mall. Vid sidan om Catrlson et
al. (2010) hidvdar dven flera andra forskare att en fOrstdelse for funktioner
utgdr en avgorande faktor fOr att utveckla en forstielse for derivata (t.ex.
Asiala et al., 1997; Koirala, 1997). I den aktuella studien bedémdes dirfor
PCA-testet som dndamalsenligt i syfte att ge ett mditt pd elevernas
torkunskaper.

Det andra fortestet (bilaga 4) konstruerades av forskaren i samarbete med
andra forskare. Testet innehdll sju uppgifter med sammanlagt 14 deluppgifter
vilka alla var relaterade till lirandeobjektet. De forsta fyra frigorna behandlade
derivatan i en punkt och de sista tre frigorna behandlade derivatan som en
funktion. P4 tva av de 14 deluppgifterna krivdes en kortare motivering.
Ovriga uppgifter var av flervalskaraktir eller krivde enbart ett svar.
Argumentet for denna typ av testkonstruktion var att i storsta mojliga
utstrickning kunna bedéma elevernas svar som ritt eller fel utan att samtidigt
behéva gbra ndgon tolkning. Nagra av uppgifterna innebar att eleverna skulle
skissa grafer och till dessa uppgifter gjordes pd férhand en rittningsmall. 1
denna beskrevs noggrant hur en graf, eller ett parti av en graf, skulle se ut for
att ge poang. Maximala poingen pa fortestet om lirandeobjektet var 19.
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30 minuter efter forskningslektionerna gjorde eleverna ett eftertest (bilaga
4). Testet innehdll samma fragestillningar som fOrtestet men flera smd
justeringar var gjorda. Till exempel hade flera grafer bytts ut eller férindrats
och svarsalternativen i flervalsuppgifter var i en annan ordning.

En dryg vecka efter forskningslektionerna intervjuades 16 elever. Testens
konstruktion medférde att eleverna i regel inte behévde redogora for vilka
strategier de hade anvint. Som ett komplement till testen valdes dirfor atta
elever (fyra frin TE/NA och fyra frin SA/EK) frin varje design
slumpmissigt ut f6r en intervju. Efter nagra frigor om studiens
genomforande fick eleverna i tur och ordning tillgdng till sitt £61- och eftertest
och ombads i samband med detta beskriva och redogéra £6r vilka strategier de
anvint ndr de 16st vissa av uppgifterna. Under denna del av intervjun hade
forskaren en passiv roll och indikerade inte pa ndgot sitt huruvida elevens
svar var korrekt eller inte. Vid vissa tillfillen ombads dock eleven att
yttetligare redogéra for sina resonemang. Avslutningsvis bad forskaren
eleverna att férséka beskriva vad de lirt sig under studien. I denna del av
intervjun intog forskaren en mer aktiv och deltagande roll i samtalet.
Intervjuerna pagick under cirka 20 minuter och spelades in med videokamera.

Sommaren 2016, efter att eleverna avslutat kursen Matematik 3,
inhimtades uppgifter om deras betyg i bade denna kurs och kursen innan
(Matematik 2).

3.5.4 Analysprocess

Kvantitativa data sammanstilldes forst i form av deskriptiv statistik. Resultatet
analyserades direfter genom multipel linjir regression (Field, 2013) med hjilp
av statistikprogrammet SPSS 23. Elevernas resultat pad eftertestet fungerade
som beroende variabel och de tvd fortesten samt designen fungerade som
oberoende variabler. Designens paverkan pa resultatet av eftertestet
analyserades inledningsvis med avseende pd alla elever. Direfter genomférdes
yttetligare en regression dir de tvdi TE/NA-grupperna jimférdes med
varandra och de tva SA/EK-grupperna jamférdes med varandra. Analyserna
gjordes efter att forst ha kontrollerat fér andra bakgrundsvariabler som
intresse, sjlvskattning, kon, betyg etcetera.

De videoinspelade intervjuerna analyserades med ett fenomenografiskt
perspektiv (Marton, 1981; Marton & Booth, 1997). Syftet med analysen var att

beskriva och kategorisera elevernas sitt att erfara de olika uppgifterna.
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Eleverna redogjorde under intervjun for vilka strategier de anvint nir de
fors6kt 16sa uppgifterna. Dessa redogorelser togs 1 sin tur som utgangspunkt
for att beskriva; dels vilka aspekter av innehallet eleverna hade urskilt och
fokuserade pa, dels vilka aspekter de inte f6refoll ha urskilt.

3.6 Etiska overviganden

Avhandlingens studier har f6ljt Vetenskapsrddets riktlinjer for god
forskningssed (2011). Studierna foéregicks av utférlig information till de
deltagande lirarna och eleverna. I samband med detta presenterades
studiernas syfte och praktiska genomférande. Det informerades ocksd om att
deltagande var frivilligt. For eleverna innebar studierna ett flertal tester och det
klargjordes att resultaten enbart skulle anvindas i forskningssyfte och inte
utgbra underlag f6r bedémning. Alla deltagare i studierna har avidentifierats
och inte i niagon av avhandlingens skrifter férekommer namn péa personer,
skolor eller kommuner.

De lirare som deltagit i studierna limnade sitt muntliga medgivande.
Detsamma giller de elever som deltog i utprévningen av tester i anslutning till
studie 2. Alla elever som deltog i forskningslektioner limnade ett skriftligt
medgivande. 1 samband med detta hade de ocksd mdijlighet att undanbe
deltagande i videoinspelningar. Ett fital elever valde att delta utan att
samtidigt videofilmas och i dessa fall placerades de utanfér kamerans rackvidd
i klassrummet. De elever som deltog 1 intervjuer limnade ett ytterligare
medgivande muntligt. P4 samma sitt som vid férfrigan om att delta i studien
informerades de om att deltagande i intervjuer, med tillhérande ljud och/eller
bildinspelning, var frivilligt. Under studiernas genomférande var det ingen av
de elever som tillfragades som tackade nej till att delta i intervjuer.
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Kapitel 4: Resultat

I detta kapitel presenteras en sammanfattning av resultaten i avhandlingens tre
delarbeten. Samtliga tre delarbeten r centrerade kring fragestillningen om hur
elevers lirande paverkas av innehillets behandling 1 undervisningen och de ir
alla grundade i ett fenomengrafiskt och variationsteoretiskt perspektiv.
Resultatet av respektive delarbete kan betraktas i sin ensamhet men de
kompletterar samtidigt varandra och utgor tillsammans en helhet.

4.1 Delarbete I: Licentiatuppsats

Variationens betydelse for elevernas lirande: Relationen mellan en funktions graf och grafen
til] funktionens derivata. G6teborg: Goteborgs universitet.

Resultatet av delarbete I dr baserat pa data frin studie 1 och bestdr av tre
olika undervisningsdesigner samt analys och beskrivning av: (a) vilka aspekter
av innehillet som for eleverna i studien férefoll vara kritiska att urskilja; (b)
hur de tre olika designernas sitt att behandla innehallet paverkade elevernas
lirande.

Undervisningsdesignerna ~ var  centrerade  kring  det  specifika
lirandeobjektet, relationen mellan grafen till en funktion och grafen till
funktionens derivata, och utgick frin fyra presumtivt kritiska aspekter.
Eleverna behovde urskilja:

1. att derivatan kan vara bade en funktion och lutningen i en punkt

2. relationen mellan lutningen hos grafen till en funktion och virdet pa
grafen till funktionens derivata

3. att grafen till en funktion och grafen till funktionens derivata i regel inte
liknar varandra

4. betydelsen av grafernas nollstillen och vindpunkter

Designen i cykel 1 var indelad i sju olika moment vilka innehdll olika
variationsmonster som var skapade med hjilp av grafer. Ett av tva
overgripande drag hos designen var att variationen av grafer var begrinsad.
Detta innebar att endast grafer till polynomfunktioner av grad 0-3 férekom i
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undervisningen. Det andra évergripande draget var att representationsformen
varierade. Detta innebar dels att tvd av momenten tog sin utgangspunkt i
vardagliga fysiska hindelser som innefattade begreppen acceleration, hastighet
och stricka, dels att flera av de grafer som férekom dven beskrevs i termer av
algebraiska funktionsuttryck.

I cykel 2 inneholl designen samma sju moment och samma typer av
variationsmonster. Designen var dock reviderad pé si sitt att variationen av
grafer hade 6kats samtidigt som alla jimfoérelser med algebra var borttagna.
Revideringarna kan illustreras genom att jaimfdra innehéllets behandling i cykel
1 och 21 det f6rsta respektive det sista av de sju momenten.

Syftet med det forsta momentet var bland annat att synliggbéra hur
derivatan kan svara mot bade lutningen i en punkt liksom mot en funktion i
sig. I bade cykel 1 och 2 var utgingspunkten grafen till en funktion (dir
f(x) =x?%) och i bida cyklerna innebar momentet att skissa grafen till
funktionens derivata (se figur 3).

Figur 3. Graferna till funktion respektive derivata i moment 1.

Tillvigagingssittet var emellertid olika. I cykel 1 var funktionen representerad
av bade grafen och det algebraiska uttrycket. Det senare deriverades och
darefter skissades grafen till derivatan med hjilp av det algebraiska uttrycket,
f'(x) = 2x. Forvisso skapades en kontrast mellan derivatan som en funktion
(den rita linjen) och derivatan som lutningen i en punkt genom att tre
tangenter drogs till parabeln. Tangenternas lutning bestimdes dock genom att
sitta in tangeringspunkternas x-virden i det algebraiska uttrycket for
derivatan; dven i detta fall synliggjordes alltsd sambandet mellan den grafiska
och den algebraiska representationsformen. Detta sitt att behandla innehallet
kan jimféras med cykel 2 dir algebraiska uttryck inte férekom
6verhuvudtaget. Dir skissades istillet grafen till derivatan med hjélp av fem
tangenter som dragits till parabeln. Liraren beriknade deras lutning (via
Ay/Ax) och prickade undan for undan in respektive virde i ett tomt
koordinatsystem. Virdena utgjorde i sin tur punkter pa den rita linje (se figur
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3 ovan) som svarade mot grafen till derivatan, en graf som ldraren
avslutningsvis skissade genom att binda samman punkterna.

Medan det férsta momentet exemplifierar skillnaden vad giller
forekomsten av algebra kan det sista momentet anvindas for att exemplifiera
skillnaden vad giller grafer. I cykel 1 utgick momentet frin tre grafer (se figur
4) och eleverna fick till uppgift att skissa graferna till deras derivator och
antiderivator. I cykel 2 var uppgiften densamma men den utgick nu endast
fran en graf (se figur 4).

Figur 4. Graferna i cykel 1 till vanster. Grafen i cykel 2 till hoger.

Som framgar av figur 4 utgick momentet 1 cykel 1 fran grafer till
polynomfunktioner medan det i cykel 2 utgick frin en graf som inte kunde
oversittas till ett algebraiskt funktionsuttryck.

Lektionsobservationer och elevernas motiveringar pa eftertestet visade att
flertalet av eleverna som deltog i cykel 1 fokuserade pa den kontrast som i
undervisningen hade skapats genom jimférelser mellan den grafiska och den
algebraiska representationsformen. Vid l6sning av uppgifterna, som alla
innebar att tolka eller skissa grafer, identifierade eleverna graferna som
polynom och tillimpade direfter deriveringsregler. Strategin ledde madnga
ganger till ett korrekt svar men den innebar samtidigt att det erfarna
lirandeobjektet skilde sig frin det avsedda; méanga av eleverna l6ste helt enkelt
grafiska uppgifter med ett algebraiskt resonemang. Det faktum att designen
endast innehdll grafer till polynomfunktioner innebar dessutom att denna
strategi aldrig blev otillrdcklig.

I motsats till resultatet av cykel 1 indikerade lektionsobservationer och
resultatet av eftertestet att innehallets behandling 1 cykel 2 ledde till ett erfaret
lirandeobjekt som lig ndra det avsedda. Elevernas strategier var nu i princip
uteslutande baserade pa grafiska aspekter av derivata och motiveringarna pa
eftertestet vittnade om att fler elever hade urskilt lirandeobjektets kritiska
aspekter.
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I cykel 3 minskades aterigen variationen av grafer. Algebran var dock
fortfarande borttagen och cykel 3 blev dirmed en hybrid av cykel 1 och 2.
Enligt resultatet férsdmrade revideringen elevernas méjligheter att urskilja de
kritiska aspekterna. Elevernas strategier och motiveringar var férvisso inte
baserade pd algebraiska resonemang men de var heller inte av si utforlig
karaktir som i cykel 2. Jimforelser mellan cykel 3 och de 6vriga cyklerna
térsvirades emellertid av att eleverna i cykel 3 hade en annan bakgrund da de
gick pa gymnasieprogram som var mindre matematikintensiva.

Sammanfattningsvis  indikerade resultatet av eftertester, fordréjda
eftertester och observationer att aspekt 1 och 2 var kritiska att urskilja medan
aspekt 3 och 4 var underordnade aspekt 2. Detta péd s sitt att ett urskiljande
av aspekt 2 dven innebar att aspekt 3 och 4 urskildes (omvindningen gillde
diremot inte). Resultatet indikerade ocksd att en undervisning utan inslag av
algebra men med en stor variation av grafer bidrog till att synliggbra de
kritiska aspekterna.

4.2 Delarbete II: Artikel 1

Generating different lesson designs and analyzing their effects: The impact of
representations when discerning aspects of the derivative. Jowrnal of
Mathematical Bebavior, 2018, 170.51, 1-14.

Resultatet dr baserat pd data frin studie 1 och 2. Resultatet av studie 1
presenteras i sammanfattad form och direfter presenteras och analyseras
kvantitativa data frin studie 2.

Inom studie 2 prévades resultatet av studie 1 genom att stilla tva
lektionsdesigner mot varandra. I den ena, design 1, wvarierade
representationsformen medan variationen av grafer var begrinsad. I den
andra, design 2, var forhallandet omvint; undervisningen innehdll en stor
variation av grafer men var samtidigt begrinsad till den grafiska
representationsformen. Eleverna testades fore och efter undervisningen.
Deskriptiv statistik for de fyra grupper som deltog i studien presenteras i tabell
2.
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Tabell 2. Medelvarde och standardavvikelse per test och grupp inom studie 2.

Grupp (program N  Fortest funktioner Fortest lirandeobjekt Eftertest lirandeobjekt

och design) Max: 25 Max: 19 Max: 19

M SD M SD M SD
Samhillsvetenskap/
Ekonomi, design 1 18 7.9 3.1 5.7 2.5 7.8 33
Samhallsvetenskap/ 84 25 48 26 82 3.9
Ekonomi, design 2
Naturvetenskap/ 18 152 49 9.1 3.9 11.0 48
Teknik, design 1
Naturvetenskap/ 21 161 50 8.7 4.2 13.7 3.8

Teknik, design 2

For att jimfora resultatet av de tva designerna genomfordes en multipel linjir
regression. De tvi fortesten och designen var modellens oberoende variabler.
Eftertestet var modellens beroende variabel. I ett forsta steg inkluderades
fortesten och i ett andra steg inkluderades designen. Resultatet redovisas i
tabell 3.

Tabell 3. Linjar modell 6ver prediktorer pa eftertestet. 95% konfidensintervall i parentes.

b SE b B p

Steg 1

Konstant 2.08 (0.68, 3.47) 0.70 .004
Fortest funktioner 0.41 (0.22, 0.59) 0.09 0.49 .000
Fortest larandeobjekt 0.47 (0.21, 0.73) 0.13 0.40 .001
Steg 2

Konstant -0.42 (-2.53, 1.69) 1.06 .696
Fortest funktioner 0.34(0.17, 0.52) 0.09 0.41 .000
Fortest larandeobjekt 0.56 (0.31, 0.82) 0.13 0.47 .000
Design 1.72 (0.59, 2.85) 0.57 0.19 .003

R2 =705 for Steg 1; AR2 = .033 for Steg 2 (p = .003)

Tabell 3 visar att designen signifikant paverkade resultatet pa eftertestet (p =
.003). De elever som deltagit i design 2 presterade ett signifikant bittre
resultat.

I syfte att jimfora de tvd SA/EK-gruppernas respektive de tva TE/NA-
gruppernas resultat pa eftertestet genomférdes ytterligare en multipel linjir
regression. Resultatet redovisas i tabell 4 (steg 1 detsamma som i tabell 3).
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Tabell 4. Jamforelse av design 1 och 2 med avseende pa program. 95% konfidensintervall i
parentes (Steg 1 identiskt med tabell 3).

b SE b B p
Steg 2
Konstant 2.21(0.90, 3.52) 0.66 .696
Fortest funktioner 0.34 (0.16, 0.51) 0.09 0.41 .000
Fortest larandeobjekt 0.56 (0.31, 0.81) 0.13 0.47 .000
SA/EK design 1 vs SA/EK design 2 0.39 (-0.40, 1.18) 0.40 0.06 324
TE/NA design 1 vs TE/NA design 2 1.30 (0.53,2.07) 0.39 0.20 .001

Tabell 4 visar att designen signifikant paverkade resultatet pa eftertestet for
elevgrupperna frin TE/NA (p = .001). Gruppen som deltagit i design 2
presterade ett resultat som var signifikant hogre. For eleverna fran SA/EK var
skillnaden pi eftertestet mellan de tva grupperna diremot inte signifikant (p =
324).

4.3 Delarbete I11: Artikel 2

How the use of representations during instruction can promote development
of conceptual or procedural knowledge: A comparison of two lesson designs
concerned with the derivative concept. (Manuscript).

Resultatet r baserat pa kvalitativa data frin studie 2. Atta elever som deltagit i
design 1 och atta elever som deltagit i design 2 redogjorde under en intervju
for vilka strategier de anvint di de 16st uppgifter pa f6r- och eftertestet om
lirandeobjektet (uppgift 5-7, se bilaga 4). I resultatet av delarbete III beskrivs
och analyseras vilken typ av kunskap som innehillets behandling i design 1
respektive 2 foretridesvis verkar ha gett eleverna mojlighet att utveckla.
Elevernas sitt att resonera pd de olika uppgifterna visade att de som
deltagit i design 1 framférallt utvecklat procedurkunskaper. Sju av de étta
intervjuade eleverna hinvisade till strategier som kan beskrivas i termer av
denna kunskapstyp. De tvd strategier som tillimpades mest frekvent var att:
(a) identifiera en graf som ett polynom och direfter via deriveringsregler
forestilla sig utseendet pa grafen till derivatan/antiderivatan; (b) kontrollera
Overensstimmelsen  mellan  vindpunkter  (funktionens  graf)  och
skirningspunkter med x-axeln (derivatans graf). Med vilken framging dessa
strategier tillimpades var dock enligt resultatet av intervjuerna beroende av

forkunskaper. Nagra av eleverna hade redan vid fortestets genomférande
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urskilt lirandeobjektets kritiska aspekter. Dessa elever uppvisade f6rmagan att
anvinda procedurkunskaper pa ett insiktsfullt sitt vilket ledde till ett avkortat
och effektivt resonemang. Fér de dvriga eleverna utgjorde fokuseringen pé
procedurer en begrinsning. Detta visade sig dels genom att de var beroende
av vissa typer av grafer for att kunna 16sa uppgifterna. Det kunde ocksd visa
sig genom att graferna i en uppgift beskrevs som en “andragradare” och en
’rit linje” utan ndgra ytterligare specifikationer av relationen dem emellan.
Flera av eleverna tillimpade dessutom deriveringsreglerna urskillningsldst,
exempelvis med motiveringar som att “grafen ser ut ungefir som en
andragradare”.

Enligt intervjuerna var de erfarna lirandeobjekten som genererats i design
1 och 2 distinkt tskilda. Medan de aspekter av innehallet som eleverna frin
design 1 wurskilde gav upphov till vad som kunde kategoriseras som
procedurkunskaper gav de aspekter som eleverna fran design 2 urskilde istillet
upphov till vad som kunde kategoriseras som konceptuella kunskaper. De
strategier som eleverna fran design 2 anvinde utgick uteslutande fran grafiska
aspekter av derivata. Under intervjuerna resonerade flera av eleverna pa ett
sitt som indikerade att de via interventionen urskilt lirandeobjektets kritiska
aspekter. Dessa elever kunde, oberoende av grafernas utseende, pd ett utforligt
sitt redogora for relationen dem emellan. Detta bide med avseende pi
grafernas egenskaper i specifika punkter, liksom med avseende pa grafernas
relation ndr de betraktades som helheter. Pa samma sitt som for design 1 var
dock utfallet av design 2 beroende av férkunskaper. De elever frin design 2
som hade laga resultat pa fortesten lyckades inte heller pa eftertestet 16sa
manga av uppgifterna och vid intervjutillfillet hade de svirigheter med att
redogobra for vilka strategier de anvint. Deras resonemang utgick forvisso fran
egenskaper hos de aktuella graferna men intervjuerna visade samtidigt att de
inte urskilt lirandeobjektets kritiska aspekter. Att deras svaga foérkunskaper
utgjorde ett hinder visade sig genom att de, vid upprepade tillfillen, fastnade i
sina resonemang pa grund av att de dnnu inte urskilt nigra av de mest

fundamentala aspekterna av funktioner och derivator.
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Kapitel 5: Diskussion

Syftet med denna avhandling ér att studera hur undervisningens design
paverkar elevernas lirande. Den Gvergripande forskningsfragan bestar av att
identifiera vilka sitt att behandla innehallet som 4r framgangsrika for att
synliggora kritiska aspekter av relationen mellan grafen till en funktion och
grafen till funktionens derivata. Resultatet av avhandlingens tvd empiriska
studier  visade att en  undervisningsdesign dir den  grafiska
representationsformen var invariant medan typen av grafer varierade erbjod
eleverna méjligheter till ett kvalitativt erfarande av denna relation. Resultatet
visade ocksd att omvindningen, det wil siga en varierande
representationsform i kombination med en mindre variation av grafer, ledde
till ett annat lirande 4n vad som var avsett. Malet med undervisningen var att
eleverna skulle urskilja grafiska aspekter av derivata men férekomsten av
andra representationsformer, i kombination med for eleverna bekanta grafer,
medférde att manga elever riktade sin uppmirksamhet at ett annat hall.
Resultatet av studierna kan betraktas ur flera olika perspektiv men da
avhandlingens huvudsakliga syfte 4r att ge ett dmnesdidaktiskt bidrag

diskuteras det foretradesvis ur ett sidant.

5.1 Studiernas resultat 1 ett amnesdidaktiskt
perspektiv

Tidigare dmnesdidaktiska studier om derivata har i stor utstrickning varit
inriktade mot att underséka elevers forstielse och uppfattningar om begreppet
samt vilka strategier eleverna anvinder vid problemlosning. De slutsatser som
rapporterats i tidigare studier var en av utgangspunkterna nir lirandeobjektets
presumtivt kritiska aspekter formulerades i studie 1. Zandiehs (2000) ramverk
som beskriver derivata som ett begrepp bestiende av tre lager bidrog till
formuleringen av den forsta aspekten som innebar att eleverna behévde
urskilja att derivatan kan betyda bade derivatan i en punkt liksom derivatan
som en funktion. Zandiehs (2000) beskrivning av processen att i varje punkt
pa en graf forestilla sig tangentens lutning och dirigenom erhdlla grafen till
derivatan kan 1 sin tur kopplas till den andra aspekten; relationen mellan
lutningen hos grafen till en funktion och virdet pa grafen till funktionens
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derivata. Att denna aspekt var kritisk att urskilja framkom ocksé i studien av
Haciomeroglu et al. (2010) som redogjorde £6r vilka strategier elever anvinde
for att tolka relationen mellan grafen till en funktion och grafen till
funktionens antiderivata. Den tredje presumtivt kritiska aspekten, att grafen
till en funktion och grafen till funktionens derivata i regel inte liknar varandra,
kan hitledas till studien av Nemirovsky och Rubin (1992). Den fjirde
aspekten, relationen mellan den ena grafens nollstillen och den andra grafens
vindpunkter, var resultatet av diskussioner i forskargruppen. Samtidigt var
denna aspekt nira kopplad till Habre och Abbouds (2006) studie som visade
pa eclevers svirigheter att inse att utsecendet pd grafen till derivatan inte
péaverkas av var grafen till ursprungsfunktionen ir placerad i y-led.

5.1.1 Kritiska aspekter och missuppfattningar — inte
samma sak

Alla tre undervisningsdesigner som genomfordes i studie 1 syftade till att
synliggéra de fyra presumtivt kritiska aspekterna. Enlig resultatet forefoll
emellertid endast de tva fOrsta vara kritiska att urskilja for att utveckla den
férmaga som beskrevs av det indirekta lirandeobjektet. Observera i detta fall
innebérden av begreppet kritisk aspekt. Aven om kritiska aspekter ofta kan
relateras till elevers missuppfattningar eller svarigheter dar det inte samma sak.
Medan en missuppfattning eller en svarighet dr nagot som elever Jar ir en
kritisk aspekt ndgot som elever behéver urskilja f6r att utveckla ett visst
kunnande. Vid studiernas fOrtester var exempelvis en vanligt férekommande
uppfattning att grafen till derivatan skulle likna grafen till funktionen. Pa
eftertesten var det i princip inga motiveringar som grundades pa detta
resonemang. Detta innebar dock inte att denna aspekt kunde betraktas som
kritisk. Elevernas motiveringar visade att det inte var grafernas olika utseende
som var kritiskt att urskilja. Denna aspekt var istillet underordnad aspekt 2
(som innebar att urskilja hur lutningen i varje punkt hos den ena grafen
svarade mot virdet i motsvarande punkt hos den andra grafen). Om en elev
hade urskilt aspekt 2 hade eleven ocksa urskilt att graferna inte liknade
varandra. Omvindningen gillde diremot inte, ett flertal elever hade urskilt att
graferna inte liknade varandra utan att f6r den skull ha utvecklat de f6rmdgor
som beskrevs av det indirekta lirandeobjektet. P4 samma sitt hade de elever
som urskilt aspekt 2 ockséd urskilt den fjarde aspekten, relationen mellan den

ena grafens vindpunkter och den andra grafens nollstillen. Motiveringarna pé
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eftertesten vittnade diremot om att omvindningen inte heller gillde i detta
fall; flera elever konstaterade att nollstillen och vindpunkter verensstimde
utan att ta hinsyn tll grafernas relation i Ovriga punkter. Att analysera
sambandet mellan undervisning och lirande med ett vatriationsteoretiskt
perspektiv  innebdr som synes ndgot annat dn att endast analysera
férekommande missuppfattningar, svirigheter och strategier. Dessa ir
férvisso en viktig utgangspunkt men de svarar samtidigt inte nédvindigtvis
mot vad som behéver synliggdras i undervisningen. De presumtivt kritiska
aspekterna 3 (missuppfattning) och 4 (strategi) utgdr typiska exempel pa detta.

5.1.2 Om innehillets behandling i design 1

Vid sidan om att fungera som en vigledning i forskargruppens diskussion om
vilka aspekter som var presumtivt kritiska paverkade tidigare
forskningsresultat dven innehallets behandling pid en mer generell nivd. Ett
resultat som aterkommande rapporterats i tidigare studier dr att detivata for
manga elever dr synonymt med att manipulera algebraiska funktionsuttryck
(Berry & Nyman, 2003; Juki¢ & Dahl, 2012). Samma uppfattning fanns hos de
lirare som deltog i studie 1 och dirav valet att inrikta studien mot derivata i
den grafiska representationsformen. I de diskussioner som foregick den forsta
undervisningsdesignen (design 1) var det ndrmast en sjilvklarhet att flera
representationsformer skulle utnyttjas for att synliggdra lirandeobjektet. Detta
dels pa grund av att lirarna och forskaren av erfarenhet ansig det vara
limpligt men ocksa pa grund av att betydelsen av flera representationsformer
papekats i ett stort antal tidigare forskningsstudier. Det senare bade vad giller
matematikundervisning i allméinhet (t.ex. Duval, 2000) liksom specifikt inom
derivata (t.ex. Haciomeroglu et al, 2010; Koirala, 1997). Betriffande den
symboliska representationsformen anvindes den av tva anledningar. Dels for
att kunna representera och generalisera lirandeobjektet och dess presumtivt
kritiska aspekter via en annan representationsform, dels for att utgd frin
elevernas forkunskaper. Enligt sdvil ldrarerfarenhet, férbedémningar
(elevintervjuer) och tidigare forskningsresultat var algebraiska funktionsuttryck
det som elever frimst férknippade med derivata. Att generalisera grafiska
aspekter/resonemang med hjilp av ndgot eleverna kinde igen och var bekanta
med (d.v.s. algebra) ansdgs dirmed bidra tll att synliggéra lirandeobjektet.
Betriffande den fysiska representationsformen utnyttjades den, pa samma sitt
som algebra, i syfte att synligetra lirandeobjektet genom att representera och
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generalisera det i ytterligare en representationsform. Att i detta fall anvinda
exempel som byggde pa acceleration, hastighet och stricka var grundat i att
forskargruppen gjorde bedémningen att dessa begrepp var vilkinda for alla
elever, en bedémning som édven stdddes av tidigare forskning (Hihkiéniemi,
20006; Zandieh, 2000).

I enlighet med frigan om representationsformer radde det i
forskargruppen ocksa konsensus kring att i design 1 begrinsa variationen av
grafer. Argumentet for att designen endast inneholl grafer till
polynomfunktioner av grad 0-3 var att lirandeobjektet ansdgs vara avancerat,
nidgot som dven i detta fall var grundad pia kombinationen av ldrarnas
erfarenheter och tidigare forskningsresultat (t.ex. Aspinwall et al., 1997; Berry
& Nyman, 2003). Polynomfunktioner hade eleverna dgnat mycket tid 4t i den
pigdende kursen liksom i kursen innan. Intentionen var att typen av grafer
dels skulle begrinsa lirandeobjektets svirighetsgrad, dels medfora att
undervisningen tog sin utgangspunkt i elevernas férkunskaper.

5.1.3 Innehallets behandling paverkar det erfarna
lirandeobjektet

Pa forhand var uppfattningen att de generaliseringar som skapades med hjilp
av olika representationsformer skulle 6ka elevernas mojligheter att urskilja
grafiska aspekter av derivata. En uppfattning som enligt ovan var grundad i
savil de deltagande ldrarnas erfarenheter liksom i tidigare forskning. Resultatet
av bade studie 1 och 2, att design 1 ledde till ett erfaret lirandeobjekt som
innebar att eleverna fokuserade pa algebraiska aspekter och utvecklade
procedurkunskaper kan dirfér i en mening beskrivas som ovintat. Det ir
dock virt att notera att liknande resultat, att elever inte sallan foredrar att
resonera algebraiskt pa uppgifter givna i en grafisk kontext, har rapporterats
dven 1 nagra tidigare studier (Asiala et al., 1997; Haciomeroglu et al., 2010).
Resultatet kan betraktas 1 ett variationsteoretiskt perspektiv. I design 1
utgick samtliga undervisningsmoment frin grafer och merparten av
undervisningstiden 4dgnades at at behandla grafiska aspekter av derivata.
Samtidigt erbjéds emellertid eleverna dven mojligheten att resonera
algebraiskt. Aterkommande jimforelser med algebraiska funktionsuttryck
synliggjorde den strategi som innebar att identifiera en graf som ett polynom
och direfter bestimma huvuddragen hos grafen till funktionens derivata (eller

antiderivata) med hjilp av deriveringsregler. Den begrinsade variationen av
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grafer inom de olika exemplen innebar dessutom att denna strategi aldrig blev
otillricklig. I design 2 var férhallandena omvinda och resultatet av sdvil studie
1 som 2 visade att dessa tvd Overgripande revideringar, en minskad variation
av representationsformer och en Okad variation av grafer, férbittrade
méjligheterna att urskilja de grafiska aspekter som undervisningen avsig att
synliggéra. Betydelsen av de bada revideringarna i kombination bor
poingteras. Innehallets behandling kan 4 ena sidan beskrivas i termer av vilka
aspekter liraren fokuserar pa i undervisningen. A andra sidan kan det ocksa
beskrivas 1 termer av vilka aspekter av innehéllet som synliggérs via de
exempel som anvinds i undervisningen. Att elevernas fokus riktas mot de
aspekter som utgor det avsedda lirandeobjektet dr dirmed beroende av bide
lararens agerande och exemplens innehall. Resultatet av design 2 kan didrmed
hinf6ras bade till lirarens fokus pd den grafiska representationsformen liksom
till variationen av grafer. I designen foérekom flera uppgifter som utgick frin
en graf vars utseende var obekant for eleverna. Dessa uppgifter var visserligen
utmanande men de bidrog samtidigt till att rikta elevernas uppmirksamhet
mot de aspekter av innehallet som var kritiska att urskilja.

De erfarna lirandeobjekten i design 1 och 2 kan beskrivas i form av det
som Haciomeroglu et al. (2010) och Aspinwall och Shaw (2002) benimner
som analytiskt respektive visuellt tinkande. Bada dessa studier undersokte
vilka strategier studenter anvinde nir de, med utgangspunkt i grafen till en
funktion, skissade grafen till funktionens derivata eller antiderivata.
Haciomeroglu et al. (2010) och Aspinwall och Shaw (2002) klassificerar
studenternas strategier som antingen analytiska eller visuella. En analytisk
strategi innebidr att forst Oversitta grafen till ett algebraiskt funktionsuttryck
(exakt eller approximativt). Detta deriveras eller integreras och det nya
uttrycket anvinds direfter for att skissa grafen till derivatan/antidetivatan. En
visuell strategi innebir att enbart fokusera pd grafiska aspekter. Virdet hos
grafen till funktionen bestims for olika x och dessa virden anvinds direfter
for att bestimma lutningen hos grafen till antiderivatan i motsvarande punkter
(omvint resonemang for att skissa detivatans graf). Haciomeroglu et al. (2010)
menar att de tvd strategierna fungerar som komplement till varandra och att
de studenter som ar framgangsrika har fdrmdgan att kombinera de tvi sitten
att tinka. Enligt Haciomeroglu et al. (2010) bor didrfér den analytiska och den
visuella strategin introduceras parallellt i undervisningen. Detta kan ses i
forhallande till resultatet av avhandlingens tva studier. I design 1 anvindes den
analytiska strategin som en generalisering fOr att ge eleverna bittre méjligheter
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att urskilja grafiska aspekter (den visuella strategin). Foljden blev emellertid att
en majoritet av eleverna endast fokuserade pa denna ’stédjande” analytiska
strategi utan att samtidigt urskilja de grafiska aspekter som utgjorde malet £or
undervisningen. Design 2 fokuserade enbart pi den visuella strategin och
resultatet visade att detta sitt att behandla innehéllet var mer dndamalsenligt
for att synliggéra de avsedda aspekterna. Observera att detta inte ska tolkas
som att den analytiska strategin dr oviktig. Det visar dock att dven om
slutmalet 4r att eleverna ska ha f6rmigan att kombinera ett analytiskt och ett
visuellt tinkande dr det inte nddvindigtvis fOrdelaktigt att inledningsvis
behandla dem parallellt i undervisningen. Haciomeroglu et al. (2010) menar att
undervisningen ska designas sa att den utmanar elevers sitt att tinka och de
representationsformer de foredra att anvinda. Avhandlingens studier var
grundade i en 6vervikt av algebraiska resonemang hos eleverna. I efterhand
kan det konstateras att utmana elevernas algebraiska resonemang var precis
vad design 2 genom sin begrinsning till den grafiska representationsformen
férmadde gora.

5.1.4 Effekten av en specifik undervisningsdesign
beror pi elevernas forkunskaper

Analysen av kvantitativa data i studie 2 visade att de elever som deltagit i
design 2 presterade ett signifikant hdgre resultat pa eftertestet. Ytterligare
analyser visade emellertid ocksa att effekten av design 2 var starkare i gruppen
med elever frin TE/NA idn i gruppen med elever frain SA/EK. Samma
resultat, om dn mer tentativt, kunde dven ses i studie 1 dir en tydligare
fokusering pa grafer inte verkade gynna SA-eleverna i samma utstrickning
som NA-eleverna. De intervjuer som genomférdes med 16 elever i studie 2
bekriftade detta resultat ytterligare. Under intervjuerna ombads eleverna
redogdra for hur de resonerat pi nagra av uppgifterna pa eftertestet. Dessa
redogorelser analyserades direfter i syfte att beskriva vilka aspekter av
innehallet eleverna urskilt. Medan innehillets behandling i design 2 f6reféll ha
lett dll att en stor andel av eleverna frin TE/NA urskilt lirandeobjektets
kritiska aspekter var situationen annorlunda gillande eleverna frin SA/EK. I
bada grupperna fanns emellertid undantag och en jimforelse mellan fortest
och eftertest pa individnivd visade att effekten av design 2 verkade vara
beroende av elevernas férkunskaper. Framforallt indikerade jaimforelsen att

elevernas resultat pd fortestet om funktioner var en paverkansfaktor. Att
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elevernas kunskaper om detta begrepp foérefoll ha spelat en avgérande roll £6r
huruvida de fullt ut kunde tillgodogéra sig innehallets behandling i design 2
kan ses i relation till tidigare dmnesdidaktiska studier. Exempelvis menar
Koirala (1997) att en fOrstielse for funktioner dr avgbrande fOr att fOrstd
begreppet derivata och samma sak betonas med eftertryck av Asiala et al
(1997). Liknande resultat som de i design 2 har tidigare rapporterats av Habre
och Abboud (2006). Aven i deras intervention lig betoningen pa grafer och
enligt Habre och Abboud (2006) gav denna ansats eleverna méjlighet att
utveckla konceptuella kunskaper om derivata. P4 samma sitt som inom
avhandlingens studier var dock effekten beroende av elevernas férkunskaper.

Savil eftertester som intervjuerna i studie 2 indikerade att innehallets
behandling i design 1 verkade ha riktat elevernas uppmirksamhet mot
aspekter som kan beskrivas svara mot procedurkunskaper. Som konstaterades
ovan ska detta inte tolkas som att den analytiska strategin som férekom i
design 1 dr 6verflédig eller oviktig. Precis som besktivs av ett stort antal
tidigare studier utgdr férmégan att kunna tolka innebérden av derivata i flera
olika representationer en birande del av forstdelsen (t.e.x. Berry & Nyman,
2003; Haciomeroglu et al., 2010; Koirala, 1997; Otrton, 1983; Zandieh, 2000;
Zandieh & Knapp, 20006). Undervisningens roll dr att erbjuda eleverna
méjligheter att utveckla denna f6rmdga och det 4t i detta perspektiv resultatet
av avhandlingens studier ska tolkas. Eleverna som deltog i interventionerna
var 1 ett tidigt skede 1 sitt lirande av derivata och de flesta av dem hade vid
studiens genomférande endast urskilt ett fital av begreppets olika aspekter.
For dessa elever innebar en varierande representationsform inte optimala
forutsittningar att utveckla den férmédga som beskrevs av det avsedda
lirandeobjektet.

De intervjuer som genomférdes i samband med studie 2 indikerade dock
att en varierande representationsform édr lamplig i ett senatre steg. Ndgra av de
elever som intervjuades hade redan innan interventionen urskilt
lirandeobjektets kritiska aspekter och de behidrskade dirmed ocksd den
visuella strategin. En av dessa elever deltog i design 2 och det blev under
intervjun tydligt att interventionen inte erbjudit honom négra méjligheter till
utveckling dd han redan vid start bemistrade lirandeobjektet. Fér de elever
som deltagit i design 1 var situationen annotlunda. En av dem menade
exempelvis att deltagandet 1 interventionen bidragit till att stirka hans
forstaelse. En annan av dessa elever beskrev i sin tur entusiastiskt hur den

analytiska strategin (med andra ordval) inneburit en f6r honom ny insikt.
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Sammantaget indikerade intervjuerna att innehallets behandling i design 1,
med tilligget att undervisningen ocksd bor innehalla grafer till mer avancerade
funktioner, forefaller limpligt for elever vars forkunskaper innebir att de
urskilt aspekter av derivata i flera olika representationsformer.

5.2 Studiernas resultat 1 ett variationsteoretiskt
perspektiv

Det faktum att en variation av grafer i kombination med en invariant
representationsform synliggjorde lirandeobjektets kritiska aspekter kan ses i
ljuset av variationsteori. Enligt denna bér de aspekter som dr kritiska forst
separeras och behandlas var for sig i undervisningen. Forst darefter bor de
behandlas simultant (Marton, 2015; Marton et al., 2004). Som konstaterades i
avsnittet ovan dr dock vad som dr kritiskt att urskilja beroende av de aktuella
elevernas forkunskaper. Skillnaderna i det erfarna lirandeobjektet 1 design 1
respektive 2 kan diskuteras med utgingspunkt i detta resonemang,.

Som beskrivs av Zandieh (2000) dr derivata ett mangfacetterat begrepp
som kan representeras pa olika sitt. En komplett forstdelse innefattar enligt
Zandieh (2000) att kunna tolka begreppets innebérd i olika representationer
och dessutom inse hur dessa olika tolkningar kan relateras till varandra. Denna
beskrivning 4r inte unik for derivata utan kan sdgas gilla for matematiska
begrepp i allminhet. Beskrivningen avser emellertid milet for elevernas
lirande. Den sidger ingenting om hur undervisningen bor designas. Att olika
representationer ska férekomma i undervisningen édr naturligtvis sjilvklart men
fragan som behéver besvaras dr pa vilket sitt och i vilken ordning. Den typ av
matematikundervisning som ofta féresprakas och som, bitvis, anvindes inom
design 1 i avhandlingens studier innebdr att aspekter av ett begrepp synliggors
genom att de férekommer i olika representationsformer (Duval, 2006; Hallet,
2000, 20006). I ett variationsteoretiskt perspektiv innebdr denna typ av
undervisning att de olika representationsformerna anvinds for att skapa
kontraster och/eller generaliseringar. Varje representationsform innehéller
dock flera aspekter i sig sjilv och en annan vig, vilken uteslutande anvindes
inom design 2, dr att skapa kontraster och generaliseringar inom en och
samma representationsform. Resultatet av avhandlingens studier visade att
med utgangspunkt i det aktuella lirandeobjektet var denna design mer
framgangsrik for att synliggdra de kritiska aspekterna. Dessa innebar dels att

urskilja hur virdet hos en av graferna svarade mot lutningen hos den andra
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grafen, dels att urskilja att derivatan svarar mot savil lutningen i en punkt
liksom mot en funktion (graf) i sig. Det variationsménster som anvindes mest
frekvent innebar att utga fran grafen till en funktion och i punkt f6r punkt
estimera dess lutning (eller virde). Virdet pa lutningen (alternativt
funktionsvirdet) anvindes i sin tur for att successivt konstruera grafen till
funktionens derivata (alternativt antiderivata). I detta variationsménster
separerades och studerades en aspekt hos grafen i olika punkter. Inga andra
innehallsliga aspekter berérdes av liraren. I samband med sjilva
konstruktionen av grafen synliggjordes ddrmed relationen mellan lutning och
virde. Resultatet av konstruktionen synliggjorde 1 sin tur hur derivatan kunde
tolkas bide som lutningen/virdet i en punkt liksom en funktion i sig.
Noterbart dr att detta variationsmonster férekom frekvent i bade design 1 och
2. Det som diremot skiljde designerna at var hur de kritiska aspekterna
generaliserades. Design 1 inneh6ll visserligen nagra olika typer av grafer.
Samtliga var dock kinda for eleverna till utseendet och de kritiska aspekterna
generaliserades framforallt via olika representationsformer. Observationer och
eftertest visade att manga av eleverna inte uppfattade detta variationsméonster
som en generalisering utan som en kontrast. Istillet for att synliggbra de
kritiska aspekterna synliggjordes hur det gick att 16sa uppgifterna med en
annan strategi (vilken inte krivde att de kritiska aspekterna hade urskilts).
Generaliseringen fick dirmed en rakt motsatt effekt jimfért med vad som var
avsett. I design 2 genomfdrdes generaliseringen istillet genom att variera
typen av grafer och resultatet visade att detta sitt att behandla innehéllet
synliggjorde de kritiska aspekterna. I efterhand kan konstateras att de tva olika
sitten att skapa generaliseringar gav upphov till tvd distinkt skilda
lirandeobjekt.

5.3 Studiernas resultat i ett metodologiskt
perspektiv

I den fdrsta av avhandlingens tva studier anvindes learning study, en
forskningsansats som ofta beskrivs som niraliggande ett design experiment
(Marton & Pang, 2003). Enligt Jaworski (2004) dr den kritik som kan riktas
mot dessa tva metoder av liknande karaktir. Inom en learning study gors
ansprak pd att forklara elevernas lirande mot bakgrund av innehallets
behandling i undervisningen. Eftersom ansatsen innebdr att studera relationen

mellan undervisning och ldrande i naturliga klassrumsmiljéer dr det dock
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miénga variabler som dr okontrollerade. Det kan ddrmed vara svért att beldgga
huruvida det faktiskt 4r innehillets behandling och inte nigon annan variabel
som paverkat elevernas lirande.

Utgangspunkten fér uppliggningen av avhandlingens andra studie var att
den skulle utgdra ett komplement till learning studyn och préva dess resultat
via en mer experimentell ansats. Resultatet fran learning studyn togs som
utgingspunkt och tvéd olika sitt att behandla innehéllet stilldes mot varandra.
Den experimentella ansatsen innebar att 1 mojligaste méin forséka isolera
variabeln “innehillets behandling” genom att kontrollera f6r si minga andra
variabler som mdijligt. Randomisering av eleverna och ett utékat antal frigor i
for- och eftertest var tvd betydande forindringar. Det samtidiga
genomforandet av designerna och individuella, utférliga, instruktioner till
lirarna var tva andra.

Resultatet av studie 2 visade sig vara kompatibelt med resultatet i learning
studyn. De bada studierna genomférdes med olika typer av metoder och
resultaten baserades pa olika typer av data. I studie 1 utgjordes det empiriska
underlaget av lektionsobservationer och elevmotiveringar pa testfragor. I
studie 2 utgjordes det av testresultat och elevintervjuer. Den hoga
samstimmigheten hos resultaten i de tvd studierna bidrar till att underbygga
trovirdigheten i avhandlingens slutsatser. Vid sidan om detta dr den hoga
samstimmigheten ocksa relevant i relation till forskningsansatsen learning
study och dess kunskapsansprik. Som beskrevs ovan gir den kritik som
Jaworski (2004) menar kan riktas mot learning study huvudsakligen ut pé att
det pa grund av ansatsens komplexitet dr svért att hdvda att elevernas lirande
beror pa innehallets behandling. Resultatet av studie 2 innebar att slutsatserna
fran en learning study verifierades dven nir de provades 1 yttetligare en studie
som genomfdrdes under mer experimentella betingelser. Utifran de
kunskapsansprik som gors i en learning study utgdr samstimmigheten mellan
studierna ett viktigt resultat ur metodologisk synvinkel.

5.4 Slutsatser och implikationer

Studiernas viktigaste kunskapsbidrag, tillika viktigaste implikationer, ror
relationen mellan undervisning och lirande inom derivata. I forening visar
resultatet av studierna att for att erfara relationen mellan grafen till en
funktion och grafen till funktionens derivata pa ett kvalitativt sitt dr tva
aspekter kritiska att urskilja: derivatan kan vara bade en funktion och
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lutningen i en punkt; lutningen hos grafen till en funktion svarar mot virdet
pé grafen till funktionens derivata.

Dessa resultat implicerar att undervisningen om derivata med férdel
innehaller moment dir mojligheterna att urskilja dessa kritiska aspekter ir
goda. Lektionernas design inom avhandlingens studier pekar konkret pa hur
detta kan astadkommas: Undervisning som begrinsas till den grafiska
representationsformen och innehiller en variation av grafer synliggér de
kritiska aspekterna och placerar grafiska aspekter av derivata i férgrunden.

Studiernas  resultat  visar ocksd att undervisning i  vilken
representationsformen varierar, i detta sammanhang, inte synliggér de kritiska
aspekterna i samma utstrickning som undervisning dir variationen sker inom
en representationsform. Den synliggdr diremot hur strategier som bygger pad
ett symboliskt algebraiskt resonemang kan anvindas for att l6sa uppgifter
givna i en grafisk kontext. Om syftet dr att eleverna ska urskilja grafiska
aspekter av derivata bor dirfér flera representationsformer férekomma i
undervisningen forst efter att de kritiska aspekterna urskilts.

Detta implicerar att studiernas design 1 ocksd kan vara limplig i
undervisning om derivata, men forst efter att undervisning i linje med design 2
genomforts.

Med avseende pd bide design 1 och 2 verkar dock gilla att elevernas
méjligheter att urskilja aspekter av derivata i hog grad paverkas av deras
forkunskaper. Resultatet av studierna indikerar att kunskaper om funktioner ér
avgbrande for att pa ett meningsfullt sitt ndrma sig kunskap om derivata som
en funktion. Att urskilja aspekter av detivata i olika representationsformer var
tor sig forefaller i sin tur vara en viktig forkunskap for att utveckla f6rmagan
att urskilja derivata i olika representationsformer samtidigt.

Betydelsen av forkunskaper har implikationer bide f6r undervisningens
uppligg 1 termer av progression liksom f6r vilken information om elevernas
(fér)kunskaper som lirare behéver forsikra sig om.

Avslutningsvis visar kombinationen av de tvé olika forskningsansatser som
anvints inom avhandlingen att resultat som genererats i en learning study i
detta fall dr stabila nir de testas i en mer experimentell design.

Detta implicerar dels att resultaten i andra learning studies kan tidnkas ha
liknande stabilitet. Kombinationen av forskningsansatser visar ocksi pa en
mojlig vig for andra studier inom learning study-traditionen. Detta for att
kunna gora starkare ansprik om betydelsen och hillbarheten av god
undervisningsdesign.
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Summary

This thesis investigates in what way the design of instruction may influence
students’ learning. The thesis involves two empirical studies conducted in
mathematics in a Swedish upper secondary school. Both studies involved
several groups of students, all of whom participated in a 120-min lesson
design that aimed at offering opportunities to discern graphical aspects of the
concept of derivative. The content of the lessons, the relationship between a
graph and its derivative graph, was the same in all student groups. However,
the content was handled differently and the thesis investigates how this
affected which aspects of the derivative were made visible to the students.

Introduction

Over the last few decades, educational research has repeatedly reported that
the teacher is the most important factor for students’ learning (Hanushek,
2011; Hattie, 2009). However, less is known about what makes teaching good
or effective (Ball & Rowan, 2004) and several researchers pinpoint and discuss
difficulties involved when measuring the effect of instruction (e.g. Hiebert &
Grouws, 2007; Nuthall, 2004).

Within the field of mathematics education, questions regarding teaching
methods and the mathematical content taught in school have been discussed
for centuries (Kilpatrick, 1992). At the same time, the number of research
studies concerned with the relationship between teaching and learning are still
relatively few (Charalambous &  Pitta-Pantazi, 2015; Niss, 2001).
Charalambous and Pitta-Pantazi (2015) argue that while research in
mathematics education about teaching and learning has been extensive for

decades, this does not apply to the relationship between them:

We initiated this chapter by pointing out that, after almost four decades of
significant scholatly work, we have by now accumulated sufficient empirical
evidence suggesting that teachers make a difference in student learning.
However, questions regarding the interactions among teacher knowledge,
teaching quality, and student learning — as well as the particular ways in
which these interactions are manifested — remain open (Charalambous &
Pitta-Pantazi, 2015, p.44).
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Charalambous and Pitta-Pantazi (2015) emphasize that the effect of teaching
is difficult to measure. Furthermore, they claim there is a lack of theoretical
frameworks about the relation between teaching and learning. This is in line
with Hiebert and Grouws (2007), who atgue that theories in mathematics
education are concerned with learning rather than teaching.

Regarding the derivative concept, the field of research is facing a similar
situation to research in mathematics education in general. For a long period,
most studies have focused on students’ understandings, strategies and
misconceptions (e.g. Aspinwall, Shaw & Presmeg, 1997; Borgen & Manu,
2002; Jones & Watson, 2018; Orton, 1983; Park, 2013). Fewer studies have
investigated the effect of teaching or the relationship between teaching and

learning.

Aim and research question

The aim of the thesis is to investigate how the design of instruction influences
students’ learning of the derivative concept. More specifically, the thesis
explores how different ways of handling the content during instruction
influence which aspects of the content are made visible to the students. The
handling of the content refers to which examples are used within a design and
how they are sequenced. It also refers to the variation and invariance of the
content that are created through the examples. Furthermore, it refers to which
aspects of the content are brought to the foreground by means of being
focused on by the teacher. The thesis addresses the following overarching

research question:

What ways of handling the content can be identified as efficient in making
critical aspects of the relationship between a graph and its derivative graph
visible to the students?

Through different perspectives, different types of data and different methods
of analysis, the question is answered in a licentiate thesis and two articles
included in the thesis.

Theoretical background

The motive for investigating how the handling of the content influences
students’ learning of the derivative is based on both practice and previous
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research. The thesis reports on two empirical studies. In the first study, three
teachers and a researcher collaborated in designing, implementing and
analyzing the outcome of a 120-min lesson plan. The content of the lesson
was derived from the teachers’ experience and was something they considered
to be difficult to teach as well as to learn.

The teachers had been teaching the derivative for several years and their
experiences were similar. Although the concept is central in several courses in
Swedish upper secondary school, a majority of students show limited
understanding and use what Lithner (2008) refers to as algorithmic reasoning.
When solving tasks, this type of "reasoning" means deciding which algorithm
to use; the rest is performed as a routine. With regard to the derivative, the
teachers’” view was that many students are only able to solve standard tasks
containing algebraic expressions.

The teachers’ view was supported by previous research wherein students’
knowledge about the derivative is often described as procedural and directed
towards symbolic representation (e.g. Asiala, Cottrill, Dubinsky &
Schwingendorf, 1997; Bentley, 2009; Bergqvist, Lithner & Sumpter, 2008;
Borgen & Manu, 2002; Juki¢ & Dahl, 2012). Even though procedures
constitute an important part of calculus, several studies have shown their
insufficiency if not complemented by conceptual knowledge (e.g. Bergqvist et
al., 2008; Borgen & Manu, 2002).

The fact that many students mainly demonstrate procedural knowledge is
something that has been highlighted for a long time and several researchers
have argued that instruction should involve representations other than the
symbolic (Berry & Nyman, 2003; Goerdt, 2007; Orton, 1983; Tall, 2008). This
can be seen in relation to the work of Zandieh (2000) who developed a
framework for investigating students’ understanding of the derivative.
According to Zandieh (2000), a complete understanding of the derivative
involves the ability to interpret the concept in different representations as well
as the ability to transfer an interpretation from one representation to another.

The calls for multiple representations, in combination with the teachers’
experience, pinpointed the graphical representation of the derivative as a
relevant area of investigation. After discussions between the researcher and
the teachers, it was decided to focus on the relationship between a graph and
its derivative graph. This specific content was considered to have the potential
to develop students’ knowledge of the graphical representation of the
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derivative. It was also considered to have potential to develop students’
conceptual knowledge of the derivative.

Theoretical framework

Variation theory (Marton, 2015; Marton et al., 2004) has been used as a point
of departure in the thesis, both when designing the research lessons and when
analyzing the relationship between the implemented instructions and students’
learning. According to variation theoty, learning concerns foremost discerning
new aspects of a phenomenon (e.g. the derivative). The role of teaching is to
make this discernment possible and when designing instruction, the theory
works as a guiding principle.

Variation theory denotes what to be learned as the object of learning. This
corresponds to a capability, e.g. interpreting the relationship between a graph
and its derivative graph. The object of learning is defined by its eritical aspects,
which are those aspects that it is necessary to discern in order to develop the
capability that is targeted. The opportunities to discern the critical aspects are,
in turn, a function of the patterns of variation and invariance that are created
during instruction (Marton, 2015; Marton et al., 2004). Variation theory states
that in order to discern an aspect of a phenomenon, this aspect should vary
against an invariant background. This pattern of variation, contrast, is the most
fundamental idea of the theory. According to Marton (2015), it is the opposite
of the classic way to teach, where the aspect to be discerned is kept invariant
while other aspects vary. The latter is, indeed, also a pattern of vatiation,
generalization (Marton et al., 2004). However, if following variation theory,
generalization takes place after the contrast.

When designing instruction, the critical aspects that are taken into
consideration constitute the zz#ended object of learning. However, other aspects
will also inevitably vary during a lesson. Thus, the intended object of learning
may not be the same as the /ved object of learning. The latter describes which
aspects were discetned by the students, i.e. what they actually learned. In the
best case, the intended and the lived object of learning are close to each other
but they can also be very different (Marton et al., 2004).

Research design

The empirical studies included in the thesis were conducted in 2013 and 2016.
Since the latter study aimed at testing the results of the former, they had
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several features in common. Both were intervention studies, conducted in the
same Swedish upper secondary school located in a small municipality in the
south-west of Sweden. Each study involved approximately 70 students
enrolled in four of the higher education preparatory programs: Economics
(EK), Social Science (SA), Natural Science (NA) and Technology (TE). Both
studies investigated how different ways of handling the content during
instruction influenced students’ learning of the derivative. However, in order
to complement each other, the studies used different research approaches.

Study 1

The first study was a learning study (Lo, 2012; Marton, 2015) involving three
teachers and a researcher who collaborated in designing, implementing and
analyzing the outcome of a 120-min lesson design. The design dealt with the
relationship between a graph and its derivative graph and was implemented in
three student groups in succession. Between each implementation, the
handling of the content was revised and the study aimed at investigating how
the revisions influenced the resemblance between the intended and the lived
object of learning,

The results of the learning study suggested that the different ways of
handling the content generated different lived objects of learning. However,
the study was conducted in natural settings where the participating teachers
taught their ordinary students in their ordinary groups. Furthermore, the
results were based mainly on qualitative data in the form of lesson
observations and students’ ways of explaining their answers on three posttest
tasks. Thus, validation of the results was desirable, and in the second study,
two of the lesson designs that were generated in the learning study were

conducted in more controlled experimental conditions.

Study 2

In the second study, the research approach was an “alternative-treatments
design with pretest” (Shadish et al., 2002, p.261). This meant several changes
regarding the method. First, instead of keeping the regular groups intact, the
students were randomly assigned to one of the two lesson designs. Second,
the students were not instructed by their regular teacher. Third, the validity
and the reliability of the tests were increased by increasing the number of
tasks.
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Ten days before the intervention, the students completed two tests. One
of these was a content-specific test that contained 14 tasks concerned with the
graphical representation of the derivative. The other test contained 25
multiple-choice items concerned with the function concept. Right after the
intervention, the students once again completed the content-specific test. The
test results were analyzed through multiple linear regressions (Field, 2013).
When running the regressions, the pretests and the lesson design were the
independent variables and the posttest was the dependent variable.

The tests in Study 2 contained almost exclusively multiple-choice items or
questions that not required an explanation. In order to enable an analysis of
students’ ways of reasoning in Study 2, eight students from each design were
interviewed. During the interviews, the students were asked to explain which
strategies they had used when solving some of the tasks in the content-
specific test.

Results and analyses

The results are presented and analyzed in a licentiate thesis and two articles
included in the thesis. The licentiate thesis is based on data from Study 1. The
first article is based on data from Studies 1 and 2. The second article is based
on data from Study 2.

Licentiate thesis

The significance of variation for students’ learning — The relationship between a graph and
uts derivative graph. Gothenburg: University of Gothenburg.

The results of the licentiate thesis consist of three different lesson designs
with appurtenant analyses and descriptions of: (a) which aspects of the
content were critical for the students to discern; (b) how the different ways of
handling the content influenced students’ learning.

The initial design contained seven distinct sections involving patterns of
variation created by graphs. One of two overarching features of the design
was that the variation of graphs was limited. This meant that only graphs of
polynomial functions of degree 0-3 were present during instruction. The other
overarching feature was that the form of representation varied. Several of the
graphs were described in terms of algebraic expressions and two of the
sections started with situations from real life.
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The second design involved the same seven sections but the handling of
the content was revised. The algebraic representation was removed while the
variation of graphs was increased. Besides graphs of polynomial functions,
Design 2 also contained graphs that could not be translated into algebraic
expressions. The third design was a hybrid of the other two, involving similar
graphs to Design 1 but no algebraic expressions.

The results of Study 1 suggested that in order to expetience the
relationship between a graph and its derivative graph in accordance with the
intended object of learning, two aspects were necessary to discern: (1) The
derivative can be both a point-specific object and a function. (2) For each
point, the slope of a function graph corresponds to the value of the derivative
graph.

Lesson observations and students’ ways of explaining their answers on the
posttest suggested that most of the students from Design 1 did not discern
these aspects. Instead, they focused on the process of translating between
graphic and algebraic representation. When solving tasks, many students
identified the current graph as a polynomial of a certain degree and used the
power rule to imagine the shape of the derivative graph. Sometimes, this
strategy led to the correct answer. However, several of the students used it
indiscriminately.

Lesson observations and students’ ways of explaining their answers on the
posttest suggested that Design 2 generated a lived object of learning that was
close to the intended one. On the posttest, a vast majority of the students
referred to graphical aspects and several students examined the properties of
the graphs at different points and intervals. Furthermore, lesson observations
suggested that when discussing and solving tasks, several of the students
discerned the relation between the derivative as a point-specific object and the
derivative as a function.

In Design 3, the variation of graphs was reduced once again. According to
the results, this decreased students’ opportunities to discern the critical
aspects. Although the students’ strategies were based on graphical reasoning,
their explanations were not as profound as those offered by the students from
Design 2. Thus, if summarized, the results of Study 1 suggested that
instruction involving a variation of graphs but no algebraic expressions led to
greatest resemblance between the intended and the lived object of learning,
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Article 1

Generating different lesson designs and analyzing their effects: The impact of

representations when discerning aspects of the derivative. Jowrnal of
Mathematical Bebavior, 2018, 1'0L517, 1-14.

The article begins by presenting and analyzing the results of Study 1. These
results are then taken as the point of departure for Study 2, in which Designs
1 and 2 from Study 1 were compared in more controlled experimental
conditions. However, in Study 2, the connections to real life were removed
from Design 2. By doing this revision, Study 2 compared a design in which
the form of representation varied (Design 1) with a design in which the type
of graphs varied (Design 2).

In the article, the results from Study 2 consist of students’ test results,
which are compared through multiple linear regressions. When running the
regressions, the pretests and the design were the independent variables and
the posttest was the dependent variable. The effect of the pretests and the
design are presented in Table 5.

Table 5. Linear model of predictors of the content-specific posttest score. 95% confidence
intervals reported in parentheses.

b SE b B P
Pretest functions 0.34(0.17, 0.52) 0.09 0.41 .000
Pretest content-specific 0.56 (0.31, 0.82) 0.13 0.47 .000
Design 1.72 (0.59, 2.85) 0.57 0.19 .003

Table 5 shows that both of the pretests, as well as the design, significantly
predicted the result on the posttest. The students who patticipated in Design
2 scored significantly higher (p=.003).

With the aim of comparing the groups from Social Science/Economics
and the groups from Natural Science/Technology, another regression was
conducted. The result is presented in Table 6.

Table 6. The effect of the design with respect to program. SA/EK=Social Science and
Economic students. NA/TE=Natural Science and Technology students.

b SE b B P
SA/EK Design 1 vs SA/EK Design2  0.39 (-0.40, 1.18) 0.40 0.06 324
NA/TE Design 1 vs NA/TE Design2  1.30 (0.53, 2.07) 0.39 0.20 001
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Table 6 shows that in the groups from NA/TE, the design significantly
predicted the result on the posttest. The students who participated in Design
2 scored significantly higher (p=.001). Table 6 also reveals that in the groups
from SA/EK, the design was not a significant predictor (p=.324). The result
in Table 6 can be seen in the light of the pretests where the students from
NA/TE scored considerably higher. Thus, the result of the multiple
regressions indicated that the effect of Design 2 was dependent on students’
prior knowledge.

Article 2

How the use of representations during instruction can promote development
of conceptual or procedural knowledge: A comparison of two lesson designs
concerned with the derivative concept. (Manuscript).

The results are based on qualitative data from Study 2. One week after the
intervention, eight students who participated in Design 1 and eight students
who participated in Design 2 were interviewed. During the interview, the
students were asked to describe which strategies they had used when solving
some of the tasks in the content-specific pre- and posttests. The result section
of the article consists of descriptions and analyses of what type of knowledge
were generated in Designs 1 and 2 respectively.

Students’ ways of reasoning during the interviews suggested that Design 1
primarily offered opportunities to develop procedural knowledge. Seven of
the eight interviewees referred to strategies concerned with this type of
knowledge. Two kinds of strategies were used frequently: (a) identifying a
graph as a polynomial of a certain degree and then using the power rule to
imagine the shape of the derivative/antiderivative graph; (b) checking the
correspondence between turning points (function graph) and intersections
with the x-axis (detivative graph). The results of the interviews suggested that
students’ prior knowledge determined whether these strategies were
successful. Some of the interviewees had already discerned the object of
learning and its critical aspects before the intervention. These students
demonstrated insight when using procedural knowledge, leading to effective
ways of reasoning. On the contrary, for the interviewees with less prior

knowledge, the focus on procedures was a limitation. The process of
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translating from graphical to algebraic representation meant they were
dependent on certain types of graphs. If the shape of the graph was
unfamiliar, they showed no signs of using relevant strategies.

Accotding to the interviews, the lived object of learning in Design 2 was
different compared to Design 1. When explaining their answers on the
posttest, the interviewees from Design 2 referred solely to graphical aspects.
Furthermore, while the aspects discerned by the students from Design 1 gave
rise to procedural knowledge, the interviews suggested that Design 2 had
offered opportunities to develop conceptual knowledge. Several of the
students from Design 2 offered profound descriptions about the relationship
between the graphs, both with regard to specific points and different intervals.
However, similarly to Design 1, the outcome of Design 2 was dependent on
prior knowledge. The interviewees from Design 2 who scored low on the
pretest also found the posttest to be challenging and they expetienced
difficulties with explaining their strategies. The difficulties were sometimes
related to the actual tasks but they also arose from their struggles with more

fundamental concepts.

Discussion and conclusion

The aim of this thesis was to investigate how the design of instruction
influences students’ learning of the derivative concept. The overarching
research question concerned what ways of handling the content are efficient
in making critical aspects of the relationship between a graph and its
derivative graph visible to the students.

The results suggested that in order to discern the relationship between a
graph and its derivative graph in a qualitative way, two aspects are critical to
discern: (1) the derivative can be interpreted both as a point-specific object
and as a function; (2) the slope of a graph corresponds to the value of its
derivative graph. Both of these aspects have been highlighted in previous
research. Park (2013) reported on students’ difficulties in interpreting the
relation between the derivative as a point-specific object and the derivative as
a function. Zandieh (2000) also emphasized the twofold nature of the
derivative and described the connection between point-specific object and
function as the notion of running through every point on the original curve
and extracting the instantanecous slope value. Zandieh’s (2000) description
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SUMMARY

involves both of the critical aspects; to be able to interpret the detivative as a
function, students need to discern the relation between slope and value.

The most important contribution of this thesis is concerned with how
different ways of handling the content influence students’ opportunities to
discern the critical aspects. In line with suggestions from previous research
(e.g. Duval, 2006; Hallet, 2000, 2006), the initial design involved multiple
representations. However, the results showed that instead of focusing on and
discerning the intended graphical aspects, a majority of the students turned
their attention to algebraic aspects. In Design 2, there was no algebra but a
greater variation of graphs was present. According to the results, this offered
better opportunities to discern the critical aspects.

At a first glance, the results seem to be in contrast with previous research.
Haciomeroglu et al. (2010) emphasized that to interpret derivative graphs, it is
important that students ate able to switch between analytic (algebraic) and
visual (graphical) thinking. However, while the study by Haciomeroglu et al.
(2010) analyzed students’ existing strategies, the studies in this thesis aimed at
design instruction that offered opportunities to develop these strategies. The
participating students in this thesis were at an early stage in their learning of
the derivative, and the lesson dealt with a limited content. In this particular
context, focusing on the graphical representation was beneficial.

The argument that the content was limited also holds in relation to
researchers who claim that concepts should be taught using multiple
representations (Duval, 2006; Hallet, 2000, 2006). The ability to interpret the
derivative in multiple representations is, indeed, the goal from a long-term
perspective. Nevertheless, the results of the current studies suggest that
multiple representations are not necessarily preferable from a short-term
petspective. Every representation of the derivative contains several aspects in
itself. In order to be able to transfer between representations, students first
need to discern the relevant aspects within each representation.
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Bilaga 1

Intervjufrigor som i studie 1 anvindes vid undersékningen av elevernas, fore studien, uttryckta

uppfattningar om funktioner och detivata.

1. Du har arbetat med funktioner inom matematiken. Kan du forsoka beskriva vad en funktion ar?
2. Kan du ge ndgot exempel pd en funktion?

3. Ar det hir en funktion?

4. Beskriv vad begreppet derivata innebir for dig.

5. Hur kan man bestimma derivatan?

6. Kan du siga ndgot om derivatan hos denna funktion? (se grafen i friga 3)

7. Kan du i grova drag f6rs6ka skissa en graf som visar din lingd frin det att du f6ddes fram till

idag? Vad innebir derivatan i detta fall?



Bilaga 2

Beskrivning av uppgifter pd fortest, eftertest och f6rdréit eftertest i studie 1.

Fortest:
2.
f
) s
a) b) 0

Figuren visar graferna till funktionerna foch g Ar g

derivata till /? Motivera ditt svar.

a) Figuren visar grafen till funktionen £ Skissa grafen

till derivatan av /. Motivera din skiss.

b) Vilket av alternativen a - f nedan visar grafen till
en funktion som 4r antiderivata till /? Motivera ditt

val.

d) ©) f)

Pa eftertestet och det fordréjda eftertestet var uppgift 1 densamma som pd fortestet. Pa

eftertesten inneholl uppgift 2 samma fragestillningar som fortestet men uppgiften utgick fran

grafen nedan.




Bilaga 3

Enkit som besvarades av eleverna i studie 2

Nagra fragor om matematik. Svara pd frigorna genom att ringa in ett av kryssen pa varje frga.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Jag tycker om att lira mig matematik.
Det brukar g bra f6r mig i matematik.

Vilken ldrare jag har dr avgbrande f6r hur
mycket jag lir mig i matematik.

Jag behéver lisa matematik for att kunna lisa
vidare inom det omréde jag vill.

Matematik ar inte min starka sida.

Jag idr bra pd att 16sa svara matematikuppgifter.

Vilka klasskamrater jag har paverkar hur jag
lyckas i matematik.

Jag oroar mig 6ver att jag ska fa déliga betyg i
matematik.

Jag har alltid tyckt att matematik 4r ett av mina
bista dmnen.

Mina forildrar tycker det dr viktigt att jag ldser
matematik.

Matematiklektioner 4r intressanta.

Hur det gir f6r mig i matematik beror
framforallt pa hur mycket jag anstringer mig.

Jag gillar att 16sa matematiska problem.

Jag vill ha ett arbete dir jag far anvinda
matematik.

Jag liser matematik for att ha fler méjligheter
efter gymnasiet.

Att lasa matematik kdanns inte sarskilt
meningsfullt.

Jag kan fa hjilp med matematiken hemma.

Vilket extra stdd skolan erbjuder har betydelse
f6r mitt resultat i matematik.

Instimmer
inte alls

1]

X

X

X

X

Instammer
helt

1]

X



Nigra fragor om dig. Svara pa frigorna genom att ringa in ett av kryssen pé varje fraga.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Hur mycket tid dgnar du dig, under en normal vecka, 4t skolarbete utanfor lektionstid?
0-1 timme. 1-3 timmar. 3-6 timmar. 6-10 timmar. Mer dn 10 timmat.

X X X X X

Hur mycket tid dgnar du dig, under en normal vecka, it arbete med matematik utanfor lektionstid?
Ingen tid. 0-1 timme. 1-2 timmar. 2-4 timmar. Mer dn 4 timmar.

X X X X X

Ungefir hur minga bocker finns det hemma hos dig? Rikna inte med tidningar, tidskrifter eller dina
skolbocker.

Inga eller mycket  Tillrdckligt fér  Tillrdckligt f6r att  Tillrdckligt for att  Tillrdckligt for att

fa bocker. att fylla ett tylla en bokhylla. fylla tva bokhyllor.  fylla tre bokhyllor
(0-10 bocker) hyllplan. (26-100 bocker) (101-200 bocker) eller mer. (mer dn
(11-25 bocker) 200 bocker)
X X X X X

Hur ofta liser du lingre sammanhingande boktexter? (Ett antal sidor i: skdnlitteratur, faktabécker,
skolbocker, e-bécker eller motsvarande.)

Vatje dag. Nagra ganger i Nigon ging i Niagon ging i Aldrig eller nistan
veckan. veckan. manaden. aldrig.
X X X X X

Hur lingt forvintar du dig att komma i din utbildning?

Gymnasie- Eftergymnasial Hégskoleutbildning ~ Hogskoleutbildning i Vet inte.
utbildning utbildning, ¢j hogskola. 1 upp till tre ar. mer 4n tre 4r.
X X X X X

Vilken dr den hégsta utbildning som din mamma eller pappa (eller virdnadshavare) slutfort?

Grundskola ~ Gymnasie-  Eftergymnasial Hogskole- Hégskole- Vet inte.
utbildning  utbildning, ej utbildning i upp  utbildning i mer
hégskola. till tre ar. an tre ar.

X X X X X X



Bilaga 4

Beskrivning av eftertestet i studie 2. Skillnader pa fortestet beskrivna nedanfor tabellen.

Uppgift  Deluppgifter

1 4
2 2
3 1
4 1
5 1
6 2
7 3

14

Podng

4

19

Sammanfattande beskrivning av uppgift/deluppgifter.
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a) I vilken eller vilka av punkterna ar
funktionens varde negativt? b) | vilken eller
vilka av punkterna ar derivatans varde
negativt? c) | vilken eller vilka av punkterna ar
f’(x) =0?d) Ivilken eller vilka av punkterna
galler att bade f(x) <0 och f'(x)<07?

g ar tangent till f i punkten (2,1)

a) Bestam f(2)

b) Bestam f'(2).

Skissa grafen till en funktion som uppfyller

foljande villkor: f(3) negativt, f(3) negativt,
f(-2) positivt, f(-2) negativt.

g ar tangent till fi punkten dar x = 0.

g(x) = 2x — 2. Vad ar korrekt (flervalsuppgift)?
a) f'(x)=2x=2b) f(0)=2x-2c) f'(x)=2
d)f(0)=2 e)f’(x) =2x

Sant eller falskt : g ar derivata till f.

Motivera ditt svar.

a) Grafen till derivatan av f? (flervalsuppgift
med fem rata linjer som alt.)

b) Skissa grafen till antiderivatan av f.

a) Skissa grafen till derivatan av g. b) Grafen
till antiderivatan av g? (flervalsuppgift med
fem alternativ) c) Vilj ett av alternativen i
fraga b och forklara kort varfér g inte kan vara
dess derivata.

Skillnader pa fortestet: | uppgift 1 stod det positivt istdllet for negativt etc.; uppgift 2 innehdll en annan graf
med en tangent i (1,-1); i uppgift 3 stod det positivt istallet for negativt etc.; i uppgift 4 var alternativen givna i
en annan ordning; i uppgift 6 var grafen en rat linje med negativ lutning; i uppgift 7 hade grafen samma form
men var placerad ovanfor x-axeln.



