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Abstract

In this literature study | have sought answers to the following questions: “How did today’s
variable categories come into existence?”” and “What difficulties do today’s students face
when working with variables and what possibilities do teachers have in dealing with those
difficulties?” The questions originate from the fact that the algebraic variable is found in
several different contexts. Contexts which are likely to contribute to confusion arising when
students, and often even teachers, are asked to motivate what the variable stands for in a given
problem. The three categories that are identified comprise the variable’s three most common
areas of usage: variables as unknown numbers, variables as general numbers and varying
variables.

This study starts off with a historical account on how today’s categories of the variable term
came to form. It then brings attention to research conducted in different countries concerning
common learner errors. Common difficulties include not accepting open expressions as
answers, leading to a number of strategies being employed to eliminate operations from the
expressions; dealing with variables in expressions and equations as if they were names or
units; an inability to describe patterns using variables; and, perhaps most importantly,
differentiating the different variable types.

Swedish high school teachers’ possibilities in dealing with the lattermost difficulty are shown
to be limited to some extent by the directives of The Swedish National Agency for Education.
However, firm knowledge and awareness concerning the variable types are nonetheless
indicated as absolute necessities among teachers for students to learn effectively how to deal
with variables in a seamless manner.




Forord

Arbetet med denna studie har pa manga satt fordjupat min kunskap kring variabelns olika
forekomster. Inte minst handlar det om den varierande variabelns typiska sérdrag och dess
sarskiljning fran variabler som generella tal, men aven variabelns koppling till mangdlaran
och vilka begrepp som ar mest lampliga i vilka sammanhang. Allt detta och mycket mer utgor
kunskap som jag ser fram emot att tilldela &ven mina framtida elever da de stéter pa hinder
som ror variabler, eller om de mot all férmodan helt enkelt vill veta mer om begreppet.

Jag vill passa pa att tacka min handledare Anna Holmlund for hennes manga tips och rad samt
for hennes standiga forsok att fa min text att ga fran bra till &nnu béttre. Denna studie hade
kanske varit fullt mojlig utan hennes hjalp, men den hade da tveklost varit samre, trakigare,
mer spretig och mindre korrekt. Aven min katt, Maja, fortjanar en omnamning for att ha varit
vid min sida under storre delen av arbetet och bidragit med moraliskt stod de fa ganger som
motivationen sviktat.

Deras bidrag har inte gatt obemarkta.

Johannes Jitzmark
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1 Inledning

Variabeln férekommer i en mangd olika sammanhang inom matematikdmnet. Nar sidlangden
till ett kvadratiskt staket som inhagnar 625 m? ska beriknas anvands ofta variabeln x for att
ange den sokta langden i vara utrakningar. Nar geometriska objekt av godtyckliga
proportioner ska anges anvands ofta variabler som a, b, ¢, h och | for att beteckna diverse
langder och ytor. Nar forhallandet mellan vikt och kostnad vid inkép av godis eller gronsaker
ska beskrivas anvéands ofta variabler som x och y for att visa pa detta samband. Trots att alla
dessa exempel visar pa anvandningar av variabler kan variablerna emellertid knappast
likstallas med varandra. | det forsta exemplet kan x inte ens anta mer an ett varde, men faller
anda under samma benamning som 6vriga anvandningar av bokstaver som obestamda siffror.

Det som synliggjorts &r de tre stora anvandningsomradena som variabler har i dagens
klassrum. Namligen variabler som obekanta tal, variabler som generella tal respektive
varierande variabler. Den exakta kategoriseringen ar emellertid, som det kommer visa sig, inte
nagot som alla &r helt eniga- eller ens medvetna om.

1.1 Syfte

Syftet med denna litteraturstudie &r att redogora for skillnaderna mellan variablerna i
ovanstaende anvandningsomraden samt att svara pa foljande fragestallningar:

- Hur uppkom dagens kategorier av variabelbegreppet?
- Vilka svarigheter har dagens elever med variabler och vilka mojligheter har larare att
hantera svarigheterna?

For att uppna dessa syften redovisas variabeltypernas historiska uppkomst samt en méangd
studier utforda varlden 6ver som pekar pa framst elevers men ocksa larares svarigheter med
variabelbegreppet och pa vad larare kan gora for att hjélpa sina elever. Avsnitt har aven
tillagnats Skolverkets- samt ett fatal laromedels hantering av variabeltyperna, och konkreta
exempel pa hur ekvationslésning och problemldsning med en variabel kan goras enklare for
eleverna. Detta for att visa pa larares forutsattningar att hantera problemen och for att inte lata
nagon mojlighet att forenkla elevers arbete med variabler sta onamnd.



2 Bakgrund: En oOversikt kring variabelbegreppets
hantering i styrdokument och laromedel

Skolverkets handlaggning av variabelbegreppet ger ytterst tvetydiga intryck. A ena sidan gérs
det klart i laroplanen for grundskolan (Skolverket, 2019a) att eleverna under arskurs 4-6 ska
lara sig om “’[obekanta] tal och deras egenskaper samt situationer dar det finns behov av att
beteckna ett obekant tal med en symbol” (sid. 57). Det ndmns &ven hur meningen av
variabelns manga anvandningar i olika sammanhang, sa som i algebraiska uttryck, formler
och ekvationer, ska redogéras under arskurs 7-9 (Skolverket, 2019a). A andra sidan omnimns
varken variabeltyperna eller variabelbegreppet ndgon gang i &mnesplanen for matematik pa
gymnasieniva, utéver en anvandning av begreppet obekanta tal som enbart férekommer en
gang, under centralt innehall for matematik 2c (Skolverket, 2019b).

Det framstar alltsa som att eleverna redan vantas ha goda konceptuella kunskaper om
variabler efter att ha genomgatt grundskolan. Detta ar emellertid ett antagande som deras egna
rapport Utokad undervisningstid i matematik (Skolverket, 2012) inte stodjer. | rapporten
bekraftas bland annat att svarigheter med att se variabler som tal istallet for objekt och
svarigheter med otillatna forenklingar av uttryck innehallande additions-, subtraktions- och
multiplikationsoperationer—som kommer att redogdras i senare avsnitt—ar vanliga aven
bland svenska elever. Svarigheterna anvands dessutom som argument for att utoka
undervisningstiden for matematikdmnet i grundskolan, grundsérskolan, specialskolan och
sameskolan, vilket visar pa att Skolverket bor vara fullt medvetna om att dessa problem finns
och borde tas pa allvar.

Skolverkets antaganden gallande forkunskaper om variabeltyperna tycks aven genomsyra ett
antal svenska laromedel pa gymnasieniva. En genomgang av tre larobocker ur Matematik
5000 serien (Alfredsson, Erixon & Heikne, 2011; Alfredsson, Brating, Erixon & Heikne,
2012a, 2012b), anpassade efter kurserna matematik 1a, 2a respektive 2b, visar hur nagon
storre sarskiljning mellan variabeltyperna inte ges nagot namnvart utrymme. Forvisso
anvands olika varianter av beteckningen obekanta, s som obekanta variabler, obekanta tal
eller obekanta i sin enkelhet for att ange variabler som obekanta tal (Alfredsson et al., 2011;
Alfredsson et al., 2012a, 2012b), men dessa bendmningar undermineras av att de sker i
vakuum — franskilt varierande variabler. Dessutom sarskiljs inte beroende variabler fran
oberoende, vilket mojligen ar en foljd av att Skolverket (2019b) inte heller krévt att dessa ska
tas upp. En nyare larobok fran en annan serie, Matematik origo 2a (Gerholm, Skarp &
Olofsson, 2019) gor emellertid denna sérskiljning, men motivationen bakom forblir oklar.

Vad galler svenska laromedel pa grundskoleniva tycks daremot enighet rada kring vikten av
att papeka variabelns olika anvandningsomraden; framst den stora skillnaden mellan variabler
som obekanta tal och varierande variabler. Ett litet urval av svenska matematikbocker pa
mellanstadieniva (Bjorklund & Dalsmyr, 2016; Carlsson, Falck & Liljegren, 2012; Carlsson,
2015) anvander sig genomgaende av liknande beteckningar som Skolverket (2019a, 2019b)
anvander sig av. Begreppet variabel syftar da framst pa varierande variabler samt variabler
som generella tal, medan begreppet obekant syftar pa variabler som obekanta tal. Dessutom
gick tva av bockerna igenom varierande variabler och variabler som obekanta tal i samma
avsnitt, i vilka det forekom uppgifter vars tydliga syfte var att sarskilja dessa variabeltyper
fran varandra (Carlsson, Falck & Liljegren, 2012; Carlsson, 2015). Detta genom att be



eleverna att identifiera nar variabeln kan anta olika varden och nér den har ett bestamt varde
som kan faststéallas genom att utféra algebraiska utrakningar.

Sammanfattningsvis tycks grundskolebdcker alltsa i storre utstrackning vara tydliga i sin
sarskiljning av variabeltyperna an vad gymnasiebdckerna ar, medan det fran Skolverkets hall
ges tvetydiga signaler. En tvetydighet som yttrar sig genom att Skolverket forvisso
identifierar att vanliga problem hos elever i andra lander aven forekommer hos svenska elever
(Skolverket, 2012) medan gallande amnesplan for matematik pa gymnasieniva knappt
omnamner variabler dverhuvudtaget (Skolverket, 2019b). Givetvis kravs stor forsiktighet da
slutsatser dras utifran en sadan begransad mangd larobdcker, men Skolverkets kanske
vedertagna inflytande 6ver laromedlen tycks anda, trots denna brist, kunna urskiljas med all
onskvard tydlighet.



3 Metod

For att fa svar pa fragestallningarna har en litteraturstudie genomforts. Databaserna Google
Scholar, Goteborgs Universitetsbiblioteks Supersok, ERIC och JSTOR har anvants for att
hitta texter och fa full tillgang till dem. Vanligt forekommande var att Google Scholar
anvandes for att finna intressanta artiklar som sedan titel-soktes pa Supersok da de varit
svartillgangliga. Ett par artiklar hittades aven via enkla Google-sokningar pa intressanta kallor
som identifierats i diverse kéllforteckningar till litteratur som rekommenderats av
handledaren.

Inte sallan resulterade anvéndningen av ordet variable” i att tusentals irrelevanta sokresultat
uppkom. Specificeringarna algebraic variable” och ”unknown variable” samt anvandning av
orden “mathematics” och “teaching” utnyttjades da for att fa ned siffran till nagra fa hundra.
En snabb overblick av dessa resultat utgjorde sedan grund for urval. Inga svenska sékord gav
gynnsamma resultat.

Soktermer som anvants med framgang i databaserna: history algebraic variables unknown,
teaching unknown variables mathematics, algebra unknown variables mathematics

| sokningarna pa Google ingick namn pa forfattare, publikationsdatum, samt titel vid behov.
En titelsokning av namnet al-Khwarizm1 anvandes aven pa Supersok for att finna artiklar om
honom.

De flesta av larobdckerna som refererats i bakgrundsavsnittet blev tillhandahallna av
Nationellt Centrum foér Matematikutbildning (NCM) som lat mig ta en titt pa deras
larobokssamling. Ett fatal lanades dven pa Chalmers bibliotek, varav en ingick i denna studie.

Anmarkning: Mycket av den forskning som redovisas i avsnitt 4.2 har haft helt olika
utgangspunkter gallande syfte och metodik. Exempelvis fokuserar manga av artiklarna pa
elever tillhdrande specifika nationaliteter. Andra vager in sociokulturella faktorer och
huruvida skolorna som eleverna gar pa ar statliga eller privatdgda i sina diskussioner. Detta &r
emellertid faktorer som inte uppfattats som intressanta for att uppna syftet med avsnittet. Ett
syfte som i sin enkelhet utgors av identifiering av vanligt forekommande problem och
svarigheter som larare och elever pa gymnasieniva stoter pa vid inlarning av- och arbete med
variabler, samt att finna metoder for att hantera svarigheterna. Av denna anledning ses alla
redovisade upptéackter som relevanta utan att ha genomgatt nagon systematisk sortering efter
land, ursprung eller andra tdnkbara forutsattningar.



4 Resultat

Resultatdelen har tva huvudsakliga uppdelningar. Den forsta av dessa tar upp variabelns
historia utifran de tre stora anvandningsomradena som exemplifierades i inledningsavsnittet.
Den andra delen redovisar vilka utmaningar och méjligheter larare star infor i samband med
undervisning om variabler, dar sérskilt fokus riktas mot variabeltyperna, problemldsning samt
ekvationslosning. Samtliga 6versattningar till det svenska spraket ar mina egna.

4.1 Den moderna variabelns historiska framkomst

| det hér avsnittet redogors den historiska framvéxten av den algebraiska variabeln som vi
stoter pa i dagens laromedel. Detta gors genom att fokus riktas pa variabelns olika
anvandningsomraden genom tiderna, aven da variabeln sjalv annu ej varit uppfunnen, for att
folja dess konceptuella utveckling tills dess att nadgot som liknar dagens anvandning uppnas.
De tre stora anvandningsomradena som kommer belysas ar: 1) variabler som obekanta tal, 2)
variabler som generella tal samt 3) varierande variabler, dar sorteringen kan anses vara bade
kronologisk och anpassad efter komplexitet.

Forhoppningen med denna redogorelse ar att den ska klarlagga nagra av de problem som
matematiker stott pa i takt med att matematiken gatt fran att vara mer verklighetsnara till att
bli mer abstrakt. Det handlar om problem som ofta har sin grund i intuitiva resonemang och
som darmed kan tankas aterfinnas aven i elevers tankemonster i takt med att de ger sig pa att
avkoda- och férsoka anvénda sig av variabeln som ett matematiskt verktyg.

4.1.1 Variabler som obekanta tal

Ca. 4000 ar innan bokstaver anvandes for att beteckna sokta storheter i utrakningar inleddes
den sa kallade for-symboliska eran i Egypten och Mesopotamien (Sfard, 1995). Eran
praglades av retorisk- och geometrisk algebra, dar bendmningar som “’ldngd” och “bredd” ofta
anvandes for att ange de kvantiteter som skulle berdknas (Sfard, 1995).

Ett synnerligen tidigt exempel pa en uppgift dar ett obekant tal ska beraknas utgors av YBC
6967 (se Fig. 1), som ristades ca. 1900-1600 f.Kr. av Babylonierna (Ely & Adams, 2012). Det
geometriska problemet som framfors motsvaras med dagens notationer av ekvationen x2 — 60
= 7x efter ndgra omskrivningar?, vilket visar pa att 1osningar till avancerade ekvationer, om &n
mojligen omedvetet, kunde erhallas redan da. Sokandet efter obekanta storheter givet vissa
forutsattningar har alltsa pagatt i tusentals ar, men de sokta vardena har da gatt under
godtyckliga beteckningar.

L HL anges som 7 i Ely och Adams (2012) artikel, men det ar formodligen ett misstag.
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Figur 1: Tablett YBC 6967, foljd av en illustration av den geometriska I6sningsmetoden som lérs ut (Ely &
Adams, 2012, sid. 24).

Diofantos var kanske forst med att anvénda sig av bokstaver for att beteckna obekanta
storheter. Redan under 200-talet valde han att beteckna sokta kvantiteter med grekiska
bokstéver i sin bok Arithmetica (se Sfard, 1995). Det skulle dock dréja &nda till 800-talet
innan systematiska benamningar fatt stort genomslag.

De forsta lyckade forsoken att faststalla entydiga bendmningar till sokta storheter som
anvands i berakningar finner vi i medeltida algebraiska matematikbdcker fran arabvarlden (se
Oaks, 2007; Radford, 1995). Dessa bocker ar retoriska—i linje med samtida traditioner—och
anvander sig av verbala resonemang istallet for siffror och tecken, som férekom ytterst sallan
(Oaks, 2007). Saledes anvands systematiskt ord som exempelvis “sak” for att ange den sokta
kvantiteten x, “’skatt” for att benimna motsvarigheten till x2 och “dirhemer” for att ange
konstanter, &ven om bendmningarna i nagon man varierade bocker emellan (Oaks, 2007).
Oversattningar till andra sprak ledde till att detta system kunde spridas vidare till andra lander
som exempelvis Italien. Dar anvandes motsvarande ord for sak (la cosa) och skatt (census) i
samband med att ekvationslésningar larts ut (Radford, 1995; Ely & Adams, 2012). Dessa
italienska begrepp forkortades sa smaningom till ¢ respektive ce (Ely & Adams, 2012). Den
tidigare forkortningen motsvarar alltsa nagot som ar mycket likt dagens anvandning av
variabler som obekanta tal, vilket konkluderar detta avsnitt.

4.1.2 Variabler som generella tal

Aven nar matematiker under medeltiden haft som mal att lara ut l6sningar till hela
problemfamiljer har avsaknaden av variabler som generella tal medfort att konkreta exempel
anvants (Sfard, 1995). Ett exempel pa detta patraffas i Diofantos tidigare namnda verk
Arithmetica i vilket det, med moderna benamningar, star att:

For att finna tva tal sadana att deras summa och produkt &r givna tal:

“Givet att summan ar 20, givet att produkten ar 96. 2x ar differensen av de sokta talen. Darfor ar
talen 10 + x, 10 - x. Som f6ljd ar 100 — x? lika med 96. Darmed ar x lika med 2 och de sokta talen
ar 12, 8.” (refererad i Sfard, 1995, sid. 19)

Han borjar alltsa mycket riktigt med ett generellt problem som ska l6sas, men foljer sedan upp
med ett specifikt exempel dar siffrorna ar givna. Vad som saknas ar alltsa fullt utvecklade



koncept och bendmningar som skulle kunna anvandas for att med en och samma I6sning visa
hur man gér till viga oavsett val av siffror.?

Euklides Elementa, skriven under antiken ca. 300 f.Kr, innehaller en av de tidigaste
anvandningarna av nagot som liknar variabler som generella tal (Oaks, 2007; Sfard, 1995),
och kan anses vara det forsta steget mot dagens anvandningar. | boken férekommer satser och
bevis som anvander sig av bokstaver for att beteckna godtyckliga storheter, som exempelvis
Proposition VI1.29 i vilken det str att: ”Lat A vara ett primtal, och |at talet B vara ett tal som
ej ar en multipel av A; jag sdger att B, A ar relativt prima” (Oaks, 2007, sid. 568). Faktumet
att variabler som generella tal inte fick storre genomslag forran langt senare trots denna tidiga
forekomst menar Sfard (1995) har att gora med ett bristfalligt funktionellt tinkande hos
samtida matematiker. Ett tdnkande dar man behover se ”hela talslékten istallet for specifika
kvantiteter” (sid. 25).

Nésta steg togs i den retoriska algebran. Oaks (2007) kunde i sin studie om medeltida arabiska
matematikbocker enbart finna ett fall dar bendmningen ”sak’ anvéndes for att beteckna ett
generellt tal istéllet for ett specifikt obekant tal. Denna anvandning visade sig emellertid vara
banbrytande. I sitt algebraiska bevis for den aritmetiska identiteten:

a+nva=b-nvb > Vb=+Va+n, a#b, neN\0}

anvander sig Kamil av uttrycket “’sak” vid ett flertal tillfallen for att beskriva a, b samt deras
rotter trots att inga storheter &r givna (Oaks, 2007). Ett nytt tankesatt har darmed uppenbarats
dar man inte l&ngre behdver anvanda sig av specifika exempel for att visa generella principer.

Al-Khwarizmi forde detta koncept vidare ca. 813-833 genom att identifiera foljande
problemfamiljer (Radford, 1995, sid. 30):

Enklafall: ax? = bx, ax? =c, ax=>b
Samman-
sattafall:  ax? + bx = ¢, ax? + c = bx, bx + ¢ = ax?

Aven hir har alltsd moderna notationer anvants. Al-Khwarizmi kallade exempelvis det
mellersta sammansatta fallet for ”’skatter och tal ar lika med saker” (Radford, 1995). Nar
I6sningarna till de sammansatta fallen presenterades anvénde sig al-Khwarizm, liksom
Diofantos, emellertid av konkreta exempel for att fa fram sitt budskap (Usmanov & Hodjiev,
1998). Trots att problemfamiljerna identifierats saknades alltsa fortfarande ett koncept for att
rakna med obestdmda storheter som om de vore givna.

Dagens historiker tycks vara eniga om att det slutgiltiga steget mot dagens anvéndning av
variabler som generella tal togs av Viéte mot slutet av 1500-talet (Ely & Adams, 2012; Sfard,
1995). Under den tiden hade det blivit vanligt att anvanda bokstaver for att beteckna obekanta
tal, vilket var en tradition som han ville behalla genom att framdéver anvanda vokaler for att
beteckna obekanta tal och konsonanter for att ange generella tal (Ely & Adams, 2012; Sfard,
1995). Det stora steget som Viéte tog vara att forespraka att ekvationer i stil med ax? + bx +
¢ = 0 bor losas istéllet for enskilda fall med angivna vérden for talen a, b respektive c. Detta
da I6sningen visar precis vad som hander med talen a, b och ¢, och alltsa utgor en
I6sningsformel for samtliga fall i denna problemfamilj (Ely & Adams, 2012). Ovanstaende

2 For den intresserade lasaren finns en allméan losningsformel i Appendix.



insikt beskrevs av Sfard (1995) som den sannolikt avgérande punkten som mdjliggjorde
variabelkonceptets uppkomst.

4.1.3 Varierande variabler

En méngd konceptuella genombrott behdvde &ga rum innan nutidens varierande variabel
kunde etableras. Ett av dessa var Vietes anvandning av variabler som generella tal, som
redovisats i foregaende avsnitt, vilken bidrog till att bokstaver inte langre sags som entydiga
storheter. Resterande kommer att tas upp i detta avsnitt.

Ett nédvandigt genombrott rorde “mojligheten att kvantifiera och representera kontinuerlig
variation av en kvantitet 1 forhallande till en annan” (Ely & Adams, 2012, sid. 27). Framsteg
inom detta omrade gjordes under 1300-talet av matematiker som Bradwardine och
Heytesbury. Deras arbete ledde till uppdelningen av vad som idag benamns linjéara och icke-
linjara forandringar, vilka ofta representerades med svarféljda resonemang och fa symboler
och bilder (Ely & Adams, 2012). Under 1350-talet kom emellertid Oresme pa idén att
representera varierande kvantiteter med diagram (se Fig. 2).

a ) b

Figur 2: Oresmes illustration av en linjar forandring. Har kan alltsd punkten d jamforas med ett x-varde i ett
koordinatsystem, medan langden fran d till e kan jamféras med ett y-vérde. (Hamtad fran Ely & Adams, 2012,
sid. 28.)

Trots denna illustration skulle det dr6ja dnda till 1600-talet innan en varierande kvantitets
forhallande till en annan kunde beskrivas med enbart symboler. Descartes och Fermat var
bada forst med att, oberoende av varandra, beskriva kurvor med hjalp av ekvationer
innehallande variabler (Oaks, 2007; Ely & Adams, 2012). Oaks (2007) vill dessutom goéra
gallande att Descartes i sin bok Geometry ger de forsta exemplen pa ekvationer som inte
konstruerades for att l6sas, da de istéllet enbart beskrev samband mellan kvantiteter. Dagens
varierande variabel var alltsa pa god vag att kunna inforas. Ett stort genombrott aterstod
emellertid.



En viktig skillnad mellan dagens varierande variabel och den som dominerade under 1600-
talet—och lange darefter—askadliggors i samband med funktionskonceptet. Till skillnad fran
dagens synsatt, dar varje tal i en definitionsméngd entydigt korresponderar mot ett tal i en
vardemangd, beskrev funktioner ett dynamiskt samband mellan varierande kvantiteter
(Domingues, 2003). Leibnitz och Newton hade detta dynamiska synsétt da de, oberoende av
varandra, utvecklade konceptet om varierande variabler i samband med att de uppfann
infinitesimalkalkylen (Philipp, 1992; Kilhamn, 2014; Domingues, 2003). Bland annat ledde
detta till att de anvande andra definitioner for gransvarden an de som anvénds idag, da det
talades om variablers- eller kvantiteters gransvérden istéallet for funktioners (se Domingues,
2003). Detta synsatt kannetecknades av en standig underforstadd tidsaspekt, dar rorelse langs
en kurva pa en graf medfor att tid passerar. Ett exempel pa detta ges av Définition I i
I’Hospital (1696, citerad i Domingues, 2003, sid. 18): ”’Storheter som okar eller minskar
kontinuerligt kallar vi varierande; och storheter som inte forandras da andra gor det kallar vi
for konstanta.” Andra samtida definitioner stéllde inte nédvandigtvis kravet att storheter
standigt 6kade eller minskade utan att oscillera, men tidsaspekten var nagot som de alla hade
gemensamt, och var nagot som forekom anda in pa 1800-talet (Domingues, 2003).

Den dynamiska variabeln var dock inte obestridd. Euler forkastade tidsaspekten da han
definierade en varierande storhet som en obestamd eller universell kvantitet, som i sig sjalv
omfattar precis alla bestimda viarden” (citerad i Domingues, 2003, sid. 20). Har gor sig
emellertid avsaknaden av mangdlarans koppling till variabler kand da Euler, tidsenligt,
likstaller funktioner med varierande variabler och kraver att variablerna kan anta alla varden.
Ett krav som exempelvis medfor att y i sambandet y = +/x maste kunna anta imaginéra
vérden for att sambandet ska kunna klassas som en varierande storhet (se Domingues, 2003).
Eulers definition bidrog emellertid sannolikt till att inspirera definitionen som Cunha, kallad
1700-talets tveklost viktigaste portugisiska matematiker (Domingues, 2003), foresprakade.
Denna definition liksom Eulers forkastar tidsaspekten men tillater emellertid att definitions-
samt vérdemé&ngderna, och dérmed storheterna, inskrénks: ”Om ett uttryck kan anta mer &n ett
véarde, medan ett annat bara kan anta ett varde, kommer det senare kallas konstant, och det
tidigare variabel” (Cunha, 1790, refererad i Domingues, 2003, sid. 22). Dagens varierande
variabel har alltsa slutligen blivit uppnadd, da Cunha varken later variabler begransas av tid
eller krav pa att de ska kunna anta alla tankbara varden.



4.2 Didaktiska utmaningar och mojligheter

| detta avsnitt belyses en mangd vanliga svarigheter som dagens elever star infor i samband
med att de arbetar med variabler. Uppméarksamhet riktas &ven till en méngd strategier och
riktlinjer som larare rekommenderas efterleva for att, pa basta mojliga satt, handskas med de
problem som kan tankas uppsta. Syftet med avsnittet ar alltsa att visa vilka forutsattningar
som finns och vilka medel en matematiklarare i svenska skolor har att tillga for att utfora sin
yrkesroll i enlighet med vad forskningen inom detta omrade faktiskt sager.

En anmarkning ror begreppen i de olika artiklarna som refereras. Det finns manga satt att
benamna och kategorisera de olika variabeltyperna i deras respektive anvandningsomraden da
matematiker ej uppnatt en koncensus (Ely & Adams, 2012). For att underlatta
overskadligheten har foljande uppdelning valts i redovisningen, inspirerad av Ely och Adams
(2012) samt Kuchemanns (1978) kategoriseringar:

- Variabler som obekanta tal, vars moéjliga varden kan faststallas med berdkningar.
Exempel: variabeln x i ekvationer som:

x+3=5, x> +3x=0, 3% =81,

y=3x+1 -2<y<3, x,yeR

Det bor betonas att formuleringen alltsa medfor att exempelvis x i ekvationen:
x2+3=0, x€R

likval tillhor denna kategori trots att ekvationen saknar lGsningar.

- Variabler som generella tal, dér variabeln vantas ersattas med en entydig konstant ur en
(ofta underforstadd) mangd. Exempel: k och m i den réta linjens ekvation (se nedan), samt
a, b, ¢, n, och r i formlerna:

2
(a + b)? = a? + 2ab + b?, 1+3+5+- +n—(”;1), A=mnr?

ax’+bx+c=0

- Varierande variabler, som ingar i relationella samband och kan anta olika vérden ur en
given mangd. Exempel: x i den rata linjens ekvation, funktionen samt uttrycket nedan:

y =kx+m, fxX)=vVx+2 x+5, x€R

De relationella sambanden i fraga ror alltsa x och y, x och f (x) respektive x och ett
underforstatt varde som uppkommer da uttrycket anvands.
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Forhoppningen med detta val av terminologi ar att flera olika uttryck inte kommer att behdvas
for att beskriva samma sak, samtidigt som redovisningen av artiklarna blir mer
sammanhangande.

4.2.1 Vanliga algebraiska fel: Berdkningar och generaliseringar med variabler

En viktig sak att ha i atanke nar vanliga algebraiska fel pa gymnasieniva analyseras ar hur
bristfalliga forkunskaper géllande bland annat ekvationsldsningar, olikheter och algebraiska
manipulationer kan ha stora konsekvenser pa langre sikt (se Pournara, Hodgen, Sander &
Adler, 2016). Av denna anledning laggs mycket fokus pa enklare kunskaper som i sjélva
verket lars ut pa hogstadiet, eller sa tidigt som pa mellanstadiet, trots att det i regel alltsa &r
elever pa nivaer motsvarande gymnasiet som undersoks. Med det sagt inleds avsnittet med ett
exempel som jamfor kunskaperna hos samma elever under deras skolgang fran arskurs 9 till
arskurs 11.

Nagra vanligt forekommande svarigheter som elever pa hogstadiet har med sig till gymnasiet
identifieras av Pournara et al. (2016), som i deras studier med Sydafrikanska elever observerat
att:

The most common errors involve conjoining and premature closure, negatives and subtraction,
multiplication and indices, the equality relationship and evaluating letters rather than accepting an
open expression as a final answer. (sid. 5)

Detta illustreras tydligt i deras tabeller som bland annat visar att om e + f = 8 sa tror en stor
andel att e + f + g kan likstallas med 8g (se Fig. 3) vilket alltsa utgor exempel pa ovannamnd
”conjoining.” Annu vanligare 4r antaganden att e = f = g = 4, alternativt att g, i egenskap av
att vara en variabel, kan anta vardet 1 (Kichemann, 1978; Pournara et al., 2016) vilket
resulterar i de numeriska svaren 12 respektive 9. Da dessa metoder identifierats redan under
70-talet av Kiichemann (1978) tycks det alltsa inte handla om nagot nytt fenomen som
upptackts, utan om intuitiva resonemang som tillampats da forstaelsen for varierande
variabler ar bristfallig.

De tva vanligt férekommande strategierna for att undvika 6ppna uttryck och uppna numeriska
svar gar under féljande benamningar (Pournara et al., 2016):

1. Equal splits (jamn foérdelning). Exempel: 1 +x+y=7=>x=y=3
2. Assigning a value of 1 (ge variabeln vardet 1). Exempel: x+y=5=x+y+z=6

Av dessa strategier har equal splits visat sig vara den mest anvanda bade i Pournara et al.s
(2016) understkning och i Kiichemanns (1978). Den visar sig &ven vara bestandig i stor grad
da 47% av eleverna som anvant sig av strategin under ak 10 dven hade anvant den under ak 9,
samtidigt som 37% fortsatte anvanda strategin under ak 11 (Pournara et al., 2016).
Forklaringen till den andra strategin ligger i att z &r en variabel och av den anledningen tros
kunna anta vilket varde som helst, enligt elevernas antaganden. Eleverna valjer sedan vardet 1
for att gora berakningarna sa enkla som mojligt (se Pournara et al. 2016).
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Item Typical errors % of all responses
Grade 9 Grade 10 Grade 11

1.2 Simplify 2a + 5b Tab 53 50 42

1.4 Simplify 2a +5b+a Tab, 8ab 25 18 14

3.2 Add4dton+5 9n 11 12 7

3.3 Add 4 to 3n n 25 32 17

53 Ife+f=8 8g 17 11 10
e+f+g=7

Figur 3: Nagra vanliga fel i arbete med uttryck och ekvationer. Har kan dven felens bestandighet dskadas da det
alltsa ar samma klasser som undersokts arligen. (Hamtad fran Pournara et al., 2016, sid. 5).

De felaktiga svaren pa uppgiften har alla sina ursprung i att 8 + g inte accepteras som svar av
eleverna, vilket ar ett fenomen som Collis (1978, refererad i Pournara et al., 2016) kallar ”lack
of closure,” (se &ven Kiichemann, 1978; Marum, Isler, Stevens, Gardiner, Blanton & Knuth,
2011; Hodgen, Kiichemann & Brown, 2010). Det handlar alltsa om att svar innehallande plus,
minus eller andra rakneoperationer i stor utstrdckning inte accepteras av eleverna, vilket ar ett
resultat i linje med vad som véantades da uppgiften utformades (Pournara et al., 2016). |
Kiichemanns (1978) undersdkning visade det sig att hela 59% av eleverna, trots uppgiftens
enkla natur, svarade fel da de arbetade med samma uppgift som i punkt 5.3 i Figur 3.
Grundlaggande konceptuell forstaelse for uttryck som innehaller varierande variabler saknas
alltsa hos manga elever.

Ett liknande exempel belyses av Marum et al. (2011) i vilket en elev beskriver ett obekant
antal med ekvationen n + 8 = n, trots att uttrycket n + 8 mycket val hade kunnat vara ratt svar.
En mojlig forklaring till denna missuppfattning finner vi i hur likhetstecknet ofta ses som en
blir’-symbol istéllet for ndgot som beskriver en likhet (se Crawford, 2001; Skolverket,
2012). Hade det statt klart for eleven vad ett likhetstecken faktiskt betecknar sa hade det alltsa
sannolikt blivit tydligt att nagot tal adderat med atta inte méjligen kan vara lika mycket som
enbart det talet utan nagot tillfort.

Flera exempel pa tidigare namnda fel med negativa tal och subtraktion tas upp i en rapport
sammanstalld av Skolverket (2012). | rapporten namns bland annat hur svenska elever fatt
arbeta med uppgiften: Vad &r vardet av 2a + 3(2 — b) for a= 3 och b = -1?” (sid. 50). Pa
denna uppgift uppges enbart 10,9% av de svenska eleverna ha svarat ratt, dar det vanligaste
felet visat sig vara att —b tolkats som —1 istéllet for +1 vid insattning. Resultatet kan jamféras
med Hong Kong och Taiwan dér 69,2% respektive 78,4% av eleverna svarade ratt
(Skolverket, 2012). Har kan det emellertid vara pa sin plats att ifragasétta huruvida den
konceptuella svarigheten hos eleverna till stérre del ror variabler eller negativa tal. Inte minst
med tanke pa det pafallande rimmet: ”Minus times minus equals plus, the reasons for this we
need not discuss” (citerat i Sfard, 1995, sid. 31). Relevansen hos denna punkt kan alltsa anses
vara omstridd.

En kanske mindre omtalad men ytterst viktig aspekt roér hur elevers forvantningar gallande
typiska matematikuppgifters fragestallningar kan spela stor roll. Flera studier visar pa
utbredda svarigheter dar elever forsoker addera exempelvis 5 med 3x och 2a med 2b
(Kichemann, 1978; Pournara et al., 2016). En mojlig forklaring till detta fenomen ar att
fragorna av sin natur ar designade att fa eleven att utféra en operation (Pournara et al., 2016;
se dven Hodgen et al., 2010). En bra illustration pa detta finner vi i en elevintervju utférd av
Maschazi (2012, refererad i Pournara et al., 2016) dér eleven sager: ”They said add 5 to 3x so
| said 5 plus 3 equal to 8 then after that | took the x and put it next to 8 to get 8x™ (sid. 20,
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egen betoning)®. Eleven tycks alltsa se det som att additionen maste utféras d& denna
operation ar vad som begérs i fragestallningen. Att detta leder till tidigare namnd
”conjoining,” att handskas med variabler ’som om de vore enheter i ett matproblem,”
(Pournara et al., 2016, sid 5) tycks alltsa inte utgora hinder.

Fenomenet att elever har en tendens att vilja utféra en operation kan dven anvéndas for att
forklara varfor en elev kénner sig mer bendgen att, felaktigt, utféra operationen 8 — 2b = 8,
medan 2b — a tillats std som svar. Eleven resonerar sig namligen fram till att det inte gar att
subtrahera 2b fran 8, alltsa blir det atta kvar efter att operationen utforts och inget tagits bort
(se Pournara et al., 2016). Operationen 2b — a kan & andra sidan inte utforas, vilket leder till
att uttrycket far sta kvar som det ar. Med detta synsétt ar alltsa 6ppna uttryck fullt godtagbara
som svar pa uppgiften, forutsatt att operationen inte kan genomforas.

Nar det galler ekvationslosningar i allmanhet tycks det rada stora konceptuella brister. I en
jamfdrelse mellan spanska och mexikanska elevers kunskaper kring den algebraiska variabeln
fann Alvarez och Gimez-Chacon (2015) att eleverna i bada landerna har mycket svart for att
I6sa ekvationer av typen (x + 3) X 2 = 36, med x = 3 som det vanligaste angivna svaret. De
forsokte inte soka ndgon forklaring pa vad detta kan bero pa, men en indikation ges i foljande
exempel.

P4 frigan “hur ménga virden kan variabeln anta i ekvationen 4 + x2 = x(x + 1)?” var det
vanligaste svaret 2, darfor att det &r en andragradsekvation.” (Alvarez & Goémez-Chacon,
2015, sid. 1516-1517). Det verkar troligt att eleverna i detta exempel samt det forra svarat
utan att ha forsokt skriva om uttrycken, vilket skulle peka pa tillkortakommanden gallande
algebraiska manipulationer eller, som forfattarna papekar, bristfallig forstaelse for vad
ekvationer ar for nagot (Alvarez & Gomez-Chacon, 2015). Ett tredje exempel underbygger
samma slutsatser: P4 fragan "Hur ménga viirden kan bokstaven a [sicl]antai3 +a+a =a +
10?” (Alvarez & Gomez-Chacon, 2015, sid. 1518) var tre det vanligaste svaret som angavs.
Aterigen framstar det allts& som att forsok till omskrivningar ej &gt rum, medan antalet
variabeltermer utgjort grund for elevers gissningar.

Alvarez och Gomez-Chacon (2015) har identifierat ytterligare problem relaterade till
variabler, likhetstecken samt ekvationer. P uppgiften: “Oversitt till matematiskt sprak, ett
obekant tal delat med fem och resultatet adderat med sju,” (s. 1518) har det vanligaste svaret i

deras studier visat sig vara g =y + 7. Detta menar de tyder pa att E inte kan ses som en
utford matematisk operation vilket kréaver att ett y maste inforas. Dessutom indikerar
avsaknaden av elevsvar i stil med E + 7 eller y + 7, som alltsa bada saknar likhetstecken, att

Aven dessa elever har svart for att acceptera 6ppna uttryck som svar pé uppgifter (Alvarez &
Gomez-Chacon, 2015).

3 Originalspraket har har tillatits std kvar for att bevara den exakta frageformuleringens koppling till operationen
som efterfragas i uppgiften samt elevens tolkning av formuleringen.
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Ett viktigt exempel pa vanligt forekommande problem ror identifiering av monster. Nar elever
fatt i uppgift att fylla i hogerledet till den sista ekvationen i monstret:

1+2+3=(4x3)/2
1+2+3+4=(5x4)/2

i+2+3+4+ .......... +n=

var de vanligaste svaren enligt en undersokning (n+n+1)/2, 5xn/2, (n.n+1)/2 och 5.6/2
(Alvarez & Gomez-Chacdn, 2015), dér punkter far antas motsvara multiplikationstecken. Det
framgar har hur eleverna forsoker folja monstret, men tycks sakna en djupare forstaelse for
variabler som generella tal. Denna svarighet att dversatta monster till matematiskt sprak
identifierades som ett problem som héll i sig dven i senare &rskurser (Alvarez & Gomez-
Chacén, 2015), och kan alltsa anses behova extra uppmarksamhet.

Nar det galler variabler i funktioner och uttryck uppvisar elever stora svarigheter. Uppgifter
av typen ”Givet att y = 5 + X, vilka varden kan x ha om y maste vara stérre 4n 2 men mindre
an 9?” samt " Vilken &r storre, n + 3 eller 3n?” svarade 6ver hilften av eleverna i Alvarez och
GoOmez-Chacons (2015) studie fel pa. Aven Kiichemann (1978) fann att en stor majoritet,
71%, inte insag att en variabel med en konstant adderad inte alltid & mindre &n en multipel av
samma variabel, vilket tyder pa att &ven detta har varit en svarighet for eleverna sedan manga
ar tillbaka. Det star alltsa klart att det aven finns allvarliga kunskapsluckor gallande variabelns
roll i ekvationer och olikheter som kan kréava sérskilda insatser fran larare.

Slutligen bor uppmaérksamhet riktas mot fenomenet att variabler felaktigt ses som namn,
forkortningar eller objekt (Kilhamn 2014; Ely & Adams. 2012; Marum et al., 2011; Hodgen
et al., 2010; Skolverket, 2012). Detta leder exempelvis till att r utlises som “radie” i ett
uttryck istéllet for att tillnéra nagon av variabeltyperna. Ytterligare ett exempel pa hur elevers
sviktande konceptuella forstaelse for variabler kan leda till missuppfattningar och felaktiga
algebraiska berdkningar har alltsa identifierats. Detta da 3r exempelvis kan uppfattas som ett
sétt att beteckna en radie med langd 3 istéllet for att ses som tre stycken radielangder.

4.2.2 Vikten av att séarskilja variabeltyperna samt tidiga interventioner

Det tycks rada stor enighet nar det galler vikten av att borja tidigt med att gora tydliga
skiljelinjer mellan variabeltyperna. Pournara et al. (2016) papekade att ’[elever] behover
utveckla denna mer sofistikerade tolkning av bokstéver tidigare for att handskas med algebra
och funktioner” (sid. 9). Den mer sofistikerade tolkningen som asyftas ror har den stora
skillnaden mellan variabler som obekanta tal och varierande variabler som redogjorts i
tidigare avsnitt. En snarlik standpunkt har framforts av Ely och Adams (2012) som ville gora
gallande att ”’[en] av de viktigaste stegen vid inldarning av algebra ar att forsta bokstavernas
roll i matematiska uttryck fran obekanta till variabler” (sid. 1). Skolverket (2012) har
dessutom gatt sa langt att de vagar pasta att en graf kan vara omdjlig att forstd om man tolkar
variabeln som ett obekant tal istallet for att se den som varierande.
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Arbete inom detta omrade underlattas givetvis av att lararna sjalva besitter goda kunskaper
om de olika variabeltyperna och deras anvandningsomraden (se Ely & Adams, 2012), men ar
det sa det faktiskt ser ut i klassrummen? | artikeln, When does a variable vary? Identifying
mathematical content knowledge for teaching variables ville Kilhamn (2014) reda ut vilka
kunskaper och kompetenser en larare behéver for att kunna lara ut variabler pa basta mojliga
satt. I hennes analys jamfors tva matematikklassrum dar lararna uppvisar stora brister da
variabler introduceras och dérefter diskuteras.

| det forsta exempelklassrummet kallar Ms B den varierande variabeln x, som i detta fall
betecknar en persons alder, for variabel vid fem tillfallen och uttryck vid tva andra. Dessutom
svarar hon, efter att ha blivit frigad vad x ar for nagot, att ’x &r ingenting det ar bara vad hans
alder kallas,” (Kilhamn, 2014, sid 89). Hon gor heller inte nagon anstrangning for att beskriva
varken nyttan eller den matematiska innebdrden av att anvanda x som varierande variabel i
det givna exemplet. Hennes beskrivning riskerar darmed att fa eleverna att se x som ett
obekant tal, dvs. en fast alder som kommer kunna berdknas i takt med att mer information
utges. Alternativt, och kanske &nnu vérre, riskerar hennes formulering att ge intrycket att x
bara &r ett angivet namn for dldern tills dess att den blir kand (se Kilhamn, 2014; Ely &
Adams, 2012; Skolverket, 2012). Forvirringen sprids ytterligare nar Ms B forsoker beskriva
variabler genom att skriva upp tre ekvationer som har olika varden pa x. Foérvisso ar det sant
att vardet pa x varierar ekvationerna emellan, men till skillnad fran uppgiften som eleverna
arbetar med sa har de nu fatt tre exempel pa x som ett obekant tal, inte som varierande
variabel.

Aven i Ms C:s klassrum uppvisar larare och elever stora svarigheter med att gora tydliga
distinktioner variabeltyperna emellan (Kilhamn, 2014). Detta tydliggors da en elev
konstruerar en formel for diverse familjemedlemmars aldrar, med den egna aldern som
utgangspunkt, som bara fungerar i ett specifikt fall. Variablerna i formeln var alltsa obekanta
tal istéllet for varierande; ett faktum som inte diskuterades nar detta framkom i
helklassdiskussionen. Osékerheten blir annu mer pataglig i den efterkommande
elevdiskussionen nar manga elever yttrar felaktiga antaganden kring variabelns roll i
uttrycken medan Ms C undviker att stalla foljdfragor pa deras bristfalliga resonemang
(Kilhamn, 2014). Larares och elevers osakerheter kring variabeltyperna tycks alltsa resultera i
en ond cirkel, i vilken elevers motivation att forsta variabler troligen tar forodande skador.

Exemplen som Kilhamn (2014) lyfter fram blir séarskilt intressanta med tanke pa hur viktigt
det ar for elever att fa goda forsta intryck om variabler. De forsta intrycken har namligen visat
sig vara nodvandiga for att kunna bygga upp en god konceptuell forstaelse for variablers
anvéandning vid problemltsning och for att kunna acceptera 6ppna uttryck som svar i
algebraiska utrakningar. Ely och Adams (2012) skriver: ”Manga svarigheter som elever har
med dvergangen fran obekanta tal till variabel harstammar fran tidigare erfarenheter i
grundskolan” (sid. 12). Som varningsexempel refererar Ely och Adams till Sfard som i hennes
klassrum, utan storre forberedelser, gav eleverna ekvationer att I6sa som inneh6ll bade
varierande variabler och variabler som generella tal. Ett beslut som ledde till tva veckor med
besvar, under vilka eleverna vagrade ga vidare till nasta avsnitt innan forstaelsen for
I6sningarna som lararen presenterat uppnatts (Ely & Adams, 2012; Sfard, 1995). Ett annat
exempel utgors av arbete med avkodning under tidigare arskurser. Sadana aktiviteter, som pa
ytan tycks vara helt ofarliga, har namligen visat sig leda till att manga elever associerar a med
1, b med 2, osv. (Ely & Adams, 2012). Resultatet ar saledes att variabler representerade av
tidiga bokstéaver i alfabetet forknippas med deras ordningstal (se &ven Kiichemann, 1978).
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Det tycks finnas ytterst lite som tyder pa att klassrummen som redovisats ovan &r unika i
deras bristfalliga introduktioner till variabeltyperna. Tidigare forskning har faststallt att
algebraundervisningen under 90-talet och tidigare till stor del var regelbaserad och
procedurell (Marum et al., 2011; Crawford, 2001; Kilhamn, 2014). Fokus har alltsa legat i att
kunna skriva om och berékna olika ekvationer och algebraiska uttryck pa olika nivaer, medan
forstaelsen for varfor uttrycken ser ut som de gor och vilken roll variabeln spelar hamnat i
skymundan. Dessutom finns ett antal laroplaner som valjer att ibland kalla alla algebraiska
bokstaver for variabler och ibland anvander sig av mer begransade definitioner som
exempelvis kvantiteter som varierar (Kilhamn, 2014).

Denna férsummelse av variabeltypernas skiljelinjer har dock inte gatt obemarkt. Usiskin
(1988) klargjorde redan under 80-talet vikten av att lara ut variabelns olika roller i samband
med att olika sorters algebraiska problem tacklas i klassrummet: ”Syftet med algebra bestdms
av, eller har att géra med, olika uppfattningar om algebra, vilka korrelerar med olika
betydelser som &r kopplade till olika variabelanvandningar” (s. 11). Detta &r ett uttalande som
sannolikt bidragit till att ny undervisning baserad pa generaliseringar, modellering,
problemldsning och funktionella perspektiv foresprakats bland diverse forskare (se Kilhamn,
2014; Pournara et al., 2016; Crawford 2001). Forskare som Rojano (1996, refererad i
Kilhamn, 2014) ville dessutom ga sa langt att lardom om symbolmanipulationer inte borde
laras ut forran verkliga situationer uppvisats som faktiskt kraver den sortens utrakningar.
Detta skulle alltsa ga rakt emot den koncensus som exemplifierats i Ms Bs och Ms Cs
klassrum, da fokus skiftas fran procedurella formagor till att i forsta hand kretsa kring
problemformuleringar. Vidare finns forskare som foresprakat att ’[elever] behdver spendera
en hel del tid at att artikulera generella pastaenden tydligt i ord och sedan koppla dessa
pastaenden till argument som baserats pa representationer” (citerad i Kilhamn, 2014, sid. 85).
Aven har blir det alltsa tydligt att den konceptuella forstaelsen bor ga fore procedurer, vilket
forutsatter en grundlaggande forstaelse for variabeltypernas olika sardrag.

Att tidiga anstrangningar hjélper eleverna att representera obekanta storheter med variabler
verifierades av Marum et al. (2011). | deras studie visar det sig att elever, efter genomgaende
interventioner fran larare i tidiga stadier av algebraundervisning, blir allt battre pa att
representera relaterade obekanta storheter med hjalp av variabler. Det har dven fastslagits att
problemet med “assigning values,” att ge variabler virden (se dven Pournara et al., 2016) for
att slippa 6ppna uttryck som svar, kan motverkas redan hos elever i tredje klass genom att
fora diskussioner dér de som accepterat 6ppna svar uppmuntras till att motivera dem for andra
i klassen (Marum et al., 2011). Aven andra tidigare namnda problem som att se variabler som
namn och forkortningar istéallet for representationer av obestdmda varden kan motverkas i
denna aldersgrupp. Detta genom att medvetet lara ut variabelns manga anvandningsomraden
och koppla dem till elevers ”informella representationer och forstaelser” (Marum et al., 2011,
sid. 107).

4.2.3 3UV-modellen som diagnosiskt verktyg

3UV-modellen, pa engelska kallad The 3UV model efter The Three Uses of Variables (Ursini
& Trigueros, 2001), utgdr vad som kanske &r den mest utarbetade mallen for att metodiskt
arbeta med elevers formagor gallande variabelns olika anvandningsomraden. Modellen, som
konstruerats av Ursini och Trigueros, har som uttalat syfte att bland annat ”anvindas som
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riktlinje vid design av redskap for att géra diagnosiska analyser, designa
undervisningsaktiviteter och for att analysera textbdcker och andra laromedel relaterade till
variabelkonceptet i elementér algebra” (Ursini & Trigueros, 2001, sid. 327). Av denna
anledning har modellen tillagnats ett eget avsnitt i denna studie, med férhoppning om att
klargdra den praktiska nyttan som applicering av denna modell medfor.

De tre stora anvandningsomradena for variabler bendamns i 3UV-modellen som 1) variabler
som obekanta tal, 2) variabler som generella tal och 3) variabler i funktionella relationer
(Ursini & Trigueros, 2001; jfr Kiichemann, 1978). | denna kategorisering identifieras ett antal
formagor forknippade med varje omrade. Dessa ar (Ursini & Trigueros, 2001, sid 328-329):

Variabler som obekanta tal:

- attien problemsituation kunna kanna igen och identifiera existensen av nagot obekant
som kan bestdmmas genom att véga in problemets restriktioner

- tolka symboler som férekommer i ekvationer, som specifika véarden

- ersatta variabeln med det eller de varden som gor ekvationen till ett sant pastaende

- bestdmma de obekanta kvantiteter som forekommer i ekvationer eller problem genom
att utfora de algebraiska och/eller aritmetiska operationer som krévs

- symbolisera de obekanta kvantiteter som identifierats i en specifik situation och
anvanda dem for att stalla upp ekvationer

Variabler som generella tal:

- k&nna igen monster, finna regler och metoder i sekvenser och i problemfamiljer

- uppfatta en symbol som en representant for en generell, obestdmd entitet som kan anta
vilket varde som helst

- urskilja generella regler och generella metoder i sekvenser och i familjer av problem

- manipulera (forenkla, forlanga) den symboliska variabeln

- symbolisera generella pastaenden, regler och metoder

Variabler i funktionella relationer:

- k&nna igen sambandet mellan relaterade variabler oberoende av deras representation
(tabeller, grafer, verbala problem, analytiska uttryck)

- bestamma vardet pa en beroende variabel, givet vardet av den oberoende

- bestamma vardet pa en oberoende variabel, givet véardet av den beroende

- kanna igen den gemensamma variationen av variabler inblandade i en relation,
oberoende av deras representation (tabeller, grafer, analytiska uttryck)

- bestdamma variationsintervallet av en variabel givet variationsintervallet av den andra
variabeln

- symbolisera en funktionell relation baserad pa analys av data tillnérande ett problem
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Denna detaljerade uppdelning av formagor har en stor potential for praktiska anvandning.
Problem relaterade till svarigheter med att acceptera 6ppna uttryck som svar (Pournara et al.,
2016: Kiichemann, 1978; Marum et al., 2011) kan kopplas till den andra och fjarde punkten
under variabler som generella tal, medan problem med att faststalla mojliga varden pa y givet
en viss linjes ekvation med begransade véarden pé x (se Alvarez & Gomez-Chacon, 2015)
snabbt kan kopplas till den femte punkten under variabler i funktionella relationer. Med
forberedda metoder att hantera tillkortakommanden hos varje enskild punkt har alltsa en
larare mojlighet att snabbt kunna ta itu med eventuella konceptuella svarigheter kring de olika
variabeltyperna som elever kan tdnkas uppvisa. Som Ursini och Trigueros (2001) observerar:

The possibility to design teaching activities that can help students make the necessary links
between the aspects that constitute each one of the uses of variable, and the possibility of
identifying them with a specific name may help beginning students to develop a stronger concept
of each of the uses of variable. (sid. 334)

Vidare kan 3UV-modellen anvandas for att kartlagga matematiklarares kunskaper och
fardigheter kring anvandning av de tre variabeltyperna. Ursini och Trigueros gjorde just detta
och kom fram till en méngd ovantade resultat. Bland annat fann de att kunskaperna hos
matematiklarare pa gymnasiet ligger pa snarlika nivaer som kunskaperna hos de som just
borjat studera pa hogskolor (Ursini & Trigueros, 2001) och att dven larare har svart for att
acceptera oppna uttryck som svar pa en uppgift. Vidare uppkom att hogstadielarare har svart
for att skilja pa variabler som obekanta tal och variabler som generella tal, vilket &r i linje med
Kilhamns (2014) observationer som tidigare redovisats.

En sista anvandning vérd att ndmna ror jamforande studier. 3UV-modellen tycks av allt att
déma inte ha utnyttjats i ndgon stérre utstrackning (se Alvarez & Gémez-Chacon, 2015).
Alvarez och Gomez-Chacdns (2015) undersokning mellan spanska och mexikanska elevers
kunskaper kring den algebraiska variabeln, som omnamnts i tidigare avsnitt, star emellertid
som praktexempel pa hur modellen kan utnyttjas nar kunskaper om variabeltyperna ska
jamforas. Som de sjalva kommenterat:

The 3UV Model offers an appropriate answer to algebraic problems and three uses of the variable
and the aspects that characterise each. The results of this study could constitute a first step in the
systematisation of a series of case studies, by combining theoretical approaches that afford a better
understanding of empirical research. (Alvarez & Gémez-Chacén, 2015, sid. 1508)

| dagslaget kan alltsd 3UV-modellen anses ha varit en missad mojlighet, men med en stor
potential att fa genomslag framover.

4.2.4 Tva strategier for att handskas med konceptuella svarigheter

| beaktande av tidigare redovisade svarigheter som larare uppvisat i samband med
undervisning om variabler (Pournara et al., 2016; Kilhamn, 2014; Ursini & Trigueros, 2001)
ar det pa sin plats att rikta uppmarksamhet till olika metoder som undervisare kan dra nytta av
for att underlatta elevers forstaelse av detta mangsidiga begrepp. Av denna anledning belyses
tva strategier i detta avsnitt, dar den ena rér hur man genom att se ekvationer som en
jamfdrelse mellan funktioner kan I6sa dem grafiskt och den andra handlar om hur
problemldsning kan forenklas genom att introducera flera variabler i ett tidigare skede &r vad
laromedel och styrdokument foresprakar.
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Metoden att se ekvationslosning som en jamforelse mellan tva funktioner har fatt stort
genomslag i atminstone ett litet distrikt i USA (se Chazan, Yerushalmy & Leikin, 2008),
vilket fatt som foljd att ekvationer i laroplanen beskrivs i termer av tva funktioner som
jamfors istallet for att som tidigare ses som ett sokande efter obekanta tal. Chazan,
Yerushalmy och Leikin (2008) fann i sina intervjuer med ett fatal hdgstadie- och
gymnasieldrare att detta nya synsatt anses vara anvandbart i arbete med ekvationer
innehallande en variabel. Da fler variabler ingick i ekvationerna blev det daremot svarare for
lararna att se hur metoden skulle kunna vara anvandbar for eleverna.

Strategin gar till pa foljande satt: For att 16sa ekvationen 6x — 18 = 30 tanker vi oss att vi har
de tva linjerna y = 6x — 18 och y = 30. Linjerna ritas i ett koordinatsystem och eventuella
skarningspunkter markeras. Skarningspunkternas positioner i x-led utgor da ekvationens
samtliga losningar, som alla uppnatts utan nagra algebraiska omskrivningar. For att koppla
strategin till variabeltyperna kan detta tolkas som att x fungerar som en varierande variabel
langs x-axeln tills dess att skarningspunkten, och darmed det obekanta talet, identifierats; ett
tankeséatt som uppfattats som 6gondppnande for en av lararna i Chazan et al.s (2008)
intervjuer:

Before it was, it was definitely, before | got to. . . It [solving equations] would have been much
more of trying to manipulate and do operation to each side until they are. . . until I have the one
variable equals the other. And it just, x was just unknown and | had to solve for what x would be.
Now, I’'m thinking of it [equations], now that I’'m here, I’'m thinking of it more as X is a variable
that is changing. (sid. 91)

Som Chazan et al. (2008) papekade for sina intervjuobjekt medfor denna strategi att
avancerade ekvationer som inte kan I6sas med algebraiska metoder, s3 som 2* = x2, pl6tsligt
blir fullt I6sbara. Med digitala verktyg till hands blir metoden synnerligen effektiv. Allt som
kravs ar att rita graferna for y = 2* och y = x?2 for att sedan avléasa var de skar varandra.

En annan stor fordel med metoden ar att paralleller kan dras till grafiska I6sningsmetoder av
ekvationssystem for att gora det tydligt for eleverna varfor ekvationer ibland saknar lésningar.
Ekvationssystemet:

{y=2x—5
6x-3y=3

kan med algebraiska manipulationer, exempelvis substitutionsmetoden, leda till ekvationen
15 = 3 (se Chazan et al., 2008). Denna olikhet kan sedan, utan ytterligare motivering, anges
som skal for att I6sningar saknas. En grafisk l16sning gor emellertid saken klar da eleven kan
se att linjerna aldrig skér varandra. Med metoden redovisad ovan kan linjerna till en ekvation
skissas med eller utan digitala hjalpmedel for att pa liknande satt enkelt visa att linjerna aldrig
mots, vilket motiverar varfor exempelvis ekvationen x? = x — 1 saknar reella lsningar (se
Fig. 4).
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Figur 4: Grafisk l6sning av ekvationen x? = x - 1. De tva linjerna som jamfors r alltsd y = x? respektive
y=x-1.

Den andra metoden som ska belysas bygger pa idén om ett tidigt inférande av en andra
variabel. Detta for att underlatta arbete med problemldsning med tva variabler som obekanta
tal som vanligtvis enbart 16ses med hjélp av en. Ett exempel pa anvandning av metoden
redovisades av Mathews (1997), dar foljande problem framférdes:

Mr. Field invested $3600, some in bonds that paid 4-1/2 percent interest and the rest
in stocks that paid 6 per cent. His annual income from both together was $207. How
much money was invested at each rate? (sid. 124)

Genom att inféra variablerna x och y for de olika obligationerna 6verfors problemet till
I6sning av ekvationssystemet

{ x+y =3600
0,045x + 0,06y = 207

Vars losningar for x och y genast ger svaret pa uppgiften. Detta ar emellertid en
I6sningsmetod som inte lars ut forrdn mot slutet av nagra av de mest anvanda
matematikbdckerna (Mathews, 1997). Metoden som faktiskt lars ut i takt med att denna sorts
problem tas upp stéller istéllet upp ekvationen 0,045x + 0,06 (3600 — x) = 207, forutsatt att
obligationen med 4,5% ranta valjs som utgangspunkt. Denna uppstallning medfor dock att
elever ofta uppvisar svarigheter med att komma fram till antalet 6%-obligationer och har svart
for att tolka resultaten (Mathews, 1997).

Att elever utropar ”Detta dr sa mycket enklare!” har visat sig vara en vanlig reaktion i takt
med den nya variabelns inférande i tidigare stadier an vad larobdckerna rekommenderar
(Mathews, 1997). Aven om den inte nodvindigtvis fungerar battre for alla elever tycks den
alltsa vara ett bra redskap att ha till hands da elevernas motivation sviktar. | synnerhet i de fall
da eleverna redan ar valbekanta med att 16sa ekvationssystem samt anvandning av
substitutionsmetoden.
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5 Diskussion

Diskussionsavsnittet har uppdelats pa foljande satt: Del ett tar upp otydligheterna som
redovisats i bakgrundsavsnittet, dar det ingar en kort analys samt forslag pa losningar till de
problem som har identifierats. Del tva tar kort upp hur variabelns utveckling kan kopplas till
elevers svarigheter med att handskas med variabelkonceptet via det konstruktivistiska
synsattet pa kunskap. Den tredje delen diskuterar méjligheten att elevers motivation kan vara
den mest avgorande anledningen bakom elevers svarigheter med variabler. Den innehaller
aven nagra tips pa hur larare kan agera for att 6ka motivationen hos eleverna.
Diskussionsavsnittet avslutas sedan med forslag pa fokus och riktlinjer som bor ligga till
grund for framtida forskning.

5.1 Variabeltypernas olika beteckningar

Med tanke pa den stora oenigheten gallande variabeltypernas beteckningar &r det ytterst
relevant att fundera 6ver vilken uppdelning som kan tdnkas vara optimal. | svenska
styrdokument och laromedel tycks sérskiljningen mellan variabler som obekanta tal och
varierande variabler vara av hogsta prioritet. Detta framgar av den konsekventa anvandningen
av begreppet “obekant tal”—ett begrepp som inte innehaller ordet variabel dverhuvudtaget—
samt av att variabler som generella tal tycks hamna under samma bendmning som varierande
variabler (se avsnitt 2). Benamningen som anvands ar da i regel variabel” i sin enkelhet. Hir
kan det dock ifragasattas om sarskiljningen i sjalva verket ar sa pass grov att den riskerar att
ga obemarkt hos larare och elever. Inte minst med tanke pa hur bade variabler som obekanta
tal och varierande variabler ofta anvander sig av bokstaven x och hur bada typerna, mycket
riktigt, klassificeras som variabeltermer i diverse uttryck och ekvationer. Den slutliga fragan
blir foljaktligen huruvida denna kontraproduktivitet kan motverkas genom att konsekvent
anvanda sig av begrepp som alla innehaller en variant av ordet variabel—som exempelvis de
som anvants genomgaende i denna studie—for att tydliggora en gang for alla att olika typer
av variabler finns och bor sarskiljas. Dessutom skulle darmed klumpiga anvandningar av
exempelvis ordet symbol for att beteckna samtliga variabeltyper (se Bjérklund & Dalsmyr,
2016) inte behdva anvandas da begreppet variabel frigjorts och ar betydligt mer passande som
samlingsterm for de olika typerna.

Har har givetvis dven forskarna ett ansvar da det, som tidigare namnts, alltsa rader oenighet
aven hos dem kring vilka begrepp som bér anvandas i diverse sammanhang. Skolverket bor
dock ta pa sig det yttersta ansvaret for otydligheterna som uppvisats da deras direktiv rimligen
ar vad som i storst utstrackning paverkar larares och laromedels presentationer och
hanteringar av variabeltypernas sérdrag och forekomster. Kanske borde de ta en ndrmare titt
pa den forskning som faktiskt finns, och borja darifran?

5.2 Historiens koppling till dagens elever

En intressant koppling kan dras mellan variabeltypernas uppkommande och elevers
svarigheter med att forma en konceptuell forstaelse for dem. Sfard (1995) menar att algebrans
historiska utveckling, i konstruktivistisk anda, kravde flera steg déar kand information
omformades for att nya abstrakta idéer, sa som negativa- och imaginéra tal, skulle kunna
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accepteras till det redan kanda. P4 samma satt dr det inte svart att forestalla sig hur elever som
introduceras till variabler genom att I6sa uppgifter liknande 3x + 4 = 13 sedan stoter pa
problem da de pl6tsligt ombedes l6sa den mycket mer abstrakta ekvationen ax + 4 = 3, eller
far som uppgift att beskriva Olofs alder givet att Anna ar x ar gammal och fem ar aldre.

Med tanke pa hur Vietes idé om variabler som generella tal inte uppkom forran tusentals ar
efter att Euklides anvant bokstaver pa liknande sétt, och med tanke pa hur dagens varierande
variabler métte motstand dnda in pa 1800-talet, kan man knappast klandra eleverna for
diverse bestandiga svarigheter med att bemastra variabeltyperna och assimilera radande
abstrakta variabelkoncept. Det borde kanske inte ta eleverna hundratals ar att omforma sina
idéer efter nutida traditioner, men med tanke pa historiens utveckling bér man ha full
forstaelse for varfor de kan verka ovilliga att satta géllande trosforestéllningar pa spel.

Ofta krévs flera steg av utvardering och omvardering innan nya koncept accepteras. Detta
inom saval vetenskap som hos kritiskt tankande elever. Vad som bor efterfragas ar alltsa mer
tid at systematisk sarskiljning mellan variabeltyperna. Tid dar eleverna tillats reflektera dver
nyttan i att exempelvis kunna l6sa ekvationen ax? + bx + ¢ = 0, och dar innebérderna hos a,
b, c, respektive x framgar tydligt (jfr Philipp, 1992). Undervisningen kan inte ha som
utgangspunkt att eleverna arbetar med a som ett obekant tal ena dagen for att sedan rakna med
a som generellt tal och vantas forstd den enorma konceptuella skillnaden variablerna emellan
— utrymme for diskussion och reflektion maste tilldelas innan dess, och garna darefter.

5.3 Brist pa meningsskapande som huvudsakligt skal bakom
svarigheterna

Anledningarna som kan tankas ligga bakom nagra av de mer frekventa svarigheterna som
elever uppvisar i samband med att de arbetar med variabler ger stort utrymme for diskussion
och spekulation. De flesta av dessa har redan tagits upp, som exempelvis fragestallningars
uppmuntran att be elever ”gora nagot” med matematiska uttryck och elevers svarigheter med
att omfamna nya abstrakta koncept. Vad som emellertid inte har diskuterats ar vikten av att
elever faktiskt &r motiverade att forsta variabelkonceptet och ta egna initiativ for att underlatta
larandet; en punkt som kanske &r sa pass viktig att eventuella forslag pa lésningar blir
verkningslosa om den inte har adresserats. Nar det géller algebran i stort har det atminstone i
Storbritannien identifierats att elevers motivation sénkts i takt med att arbetet uppfattas som
svart, trakigt, irrelevant, abstrakt och alltfor rutinmassigt (se Hodgen et al., 2010). Det kréavs
inte manga antaganden for att se dessa faktorer som gallande &ven hos svenska elever da de
arbetar med variabler. Den stora fragan blir foljaktligen: Vad kan- och bér man gora som
larare for att 6ka motivationen hos eleverna och fa arbetet med variabler att uppfattas som mer
meningsfullt?

Ett enkelt och brett tickande svar pa denna fraga, som absolut tal att upprepas, utgors av att
agera efter den forskning som refererats i bland annat avsnitt 4.2.2, vilken foresprakar att
variabeltyperna konsekvent och med tydlighet halls isar. Detta kan kréva stora, medvetna
insatser fran lararens hall — i synnerhet da larobockerna ar otydliga eller inkonsekventa med
sina bendmningar och i sina framstéliningar av variabeltyperna. Forslagsvis kan det handla
om att systematiskt fraga eleverna vilka sorters variabler som ingar i de exempel som tas upp i
genomgangarna och att standigt hanvisa tillbaka till de olika typerna da eleverna arbetar med
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variabler i diverse sammanhang som geometri, sannolikhetslara, modellering, samband och
forandring och, givetvis, algebra. En eller flera diskussionsuppgifter bor aven inga for att
motverka felaktiga antaganden om variabler. Exempelvis kan det handla om att be eleverna
motivera vilka variabler som kan anta manga olika varden och vilka som &r mer begrénsade
eller helt enkelt inte kan anta nagra varden givet vissa forutsattningar. Detta for att bland
annat motverka tidigare redogjorda problem med att ge varierande variabler entydiga varden
via jamn fordelning eller att ge dem vardet 1, da det tros vara tillatet av den enkla anledningen
att man arbetar med variabler.

Insatser som ovanstaende bor leda till att arbete med uttryck och ekvationer blir enklare och
darmed mindre trakiga i takt med att variablernas betydelser blir mer lattbegripliga och
mindre abstrakta. Dessutom bor diskussionsuppgifterna bidra till att arbetet uppfattas som
mindre rutinmassigt och méjligen mer relevant och meningsfullt i takt med att verkliga
exempel kan behova tillgas for att underbygga argumenten for variabeltypernas eventuella
begransningar. Ett stort hinder &r emellertid att gymnasieldrare, som tidigare redovisats, i
gallande styrdokument inte fatt i uppdrag att géra en grundlig sarskiljning av de olika
variablerna, eller ens uppmanas att namna deras existens éverhuvudtaget. I nagon man
innebar det i dagslaget alltsa en risk att tillagna alltfor mycket tid at dessa anstrangningar,
liksom alla andra forkunskaper som Skolverket raknar med att eleverna har med sig.

5.4 Framtida forskning

Yiterst lite forskning med sarskilt fokus pa variabeltyperna och variabelkonceptet tycks ha
utforts pa svenska elever. Dessutom har det i tidigare avsnitt framkommit att 3UV-modellen
anvants i mycket liten utstrackning &ven internationellt sett, vilket har bidragit till att &ven
denna studie i stor utstrackning fatt forlita sig pa resultat som erhallits i undersékningar om
allmanna algebraiska kunskaper snarare an specifika kunskaper om variabler. Vad som
efterfragas i framtiden &r saledes mer forskning i Sverige och i andra lander som har forstaelse
for variabelkonceptet och variabelns olika anvandningsomraden pa agendan. Det efterfragas
aven att exempelvis 3UV-modellen eller nagot liknande system utgor grund vid dessa
undersokningars utformande, och att en koncensus nas géllande variabeltypernas
bendamningar och avgransningar. Detta for att sakerstélla att resultaten i stor grad ar
jamforbara och inte ger utrymme for tolkningsskiljaktigheter.

Om ingen koncensus kan nas forefaller det knappast ovantat att intresse och engagemang for
variabeltypernas skillnader fortsatt hamnar i skymundan hos l&rare, elever och myndigheter.
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7 Appendix

Nedan foljer ett 16sningsforslag pa Diofantos matematiska problem som presenterades i
avsnitt 4.1.2. For att problemet ska bli mer aktuellt och 16sningen mer allméngiltig tillats alla
reella tal som svar pa uppgiften trots att svar innehallande negativa tal sannolikt ej var
godtagbara da problemet formulerades.

Uppgift: Finn x, y € R sadana att:

x+y =a
{xyzb

Dér a och b utgor godtyckliga reella tal.

Anmarkning: Har &r alltsd a och b variabler som generella tal medan x och y utgér variabler
som obekanta tal. Malet ar saledes att beskriva de obekanta talen i termer av de generella talen
aochb.

Losning: Vi borjar med att konstatera att a alltid &r delbar med tva eftersom bade talet sjalvt
och talet som erhalls inte maste vara ett heltal. Sedan infors det obekanta talet z, vilket
mojliggor foljande omskrivning:

a= (a/2+z)+ (a/2 - z)

En jamforelse med den forsta ekvationen visar att forslag pa nya beteckningar for x och y
alltsa har identifierats. Vi anvander oss nu av den andra likheten for att berékna z:

(a/2+2)(a/2-2)=b o a?/4-2z°=b > z=4a%/4 - b

Slutligen skriver vi in ett av vardena for z i a:s omskrivning for att finna godtagbara varden
for x och y. Med det positiva vardet for z blir ett svar pa uppgiften alltsa:

x=a/2+.a*/4 - b, y=a/2-a*/4 - b.

Det framgar av svaret att det alltsa saknas I6sningar i de fall d& a?/4 < b, samt att det alltid
finns I6sningar da b < 0. Da svaret jamfors med pg-formeln framgar aven att
uppgiftsformuleringen i sjalva verket ar ekvivalent med att 16sa ekvationen x? - ax +b = 0
(for mer om detta samband, se Vietas formler).
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