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Forord

Det hér ar ett kandidatarbete av undersdkande karaktér. Arbetet behandlar stokastiska processer,
i synnerhet Markovkedjor och dess asymptotiska egenskaper. Vi vill tacka var handledare Sergei
Zuyev for sitt hdngivna engagemang och sin uppmuntrande viagledning under arbetets gang.

En individuell tidslogg och dagbok har forts over samtliga forfattares bidrag. Under rapport-
skrivandet har alla varit delaktiga i samtliga avsnitt dock har ansvarsomraden delats ut. Lydia
Andersson har varit ansvarig fér den populédrvetenskapliga presentationen och avsnittet Inledning.
Jessica Gilmsjoe har ansvarat for framstéllningen av avsnittet Teori. Jessica Gilmsjoe och Karin
Furufors har tillsammans ansvarat for avsnittet Modell. Emelie L66f har med hjélp fran Karin
Furufors ansvarat for avsnittet Resultat. Emelie L66f har ocksa ansvarat for simulering och slutli-
gen har Karin Furufors ansvarat for avsnittet Slutsats. Vi vill dock betona att rapporten skrivits
gemensamt och att alla har varit involverade i samtliga delar.



Popularvetenskaplig presentation

For 6ver 2000 ar sedan pastod filosofen Leukippos fran Miletos [1] att vérlden endast bestod av
tvd saker — tomrum och atomer. Det senare menade filosofen var sméa bitar av materia, sd smé
att de var osynliga for det ménskliga 6gat. Dessa atomer bildade olika geometriska monster och
Leukippos tédnkte att de pa sa vis kunde skapa allt i varlden, férutom tomrum da forstas.

Over 1500 ar senare, under reniissansen, borjade vetenskapsméin anvinda sig av experimentella
undersokningar istéllet for filosofiskt tdnkande [2]. Genom experimentella undersckningar kunde
kemister som Robert Boyle ldgga grunden till dagens moderna kemi [3]. Med detta kunde John
Dalton under 1800 talets borjan analysera hur syreatomer férenar sig med savél viate som koppar.
Fran dessa observationer drog Dalton slutsatsen att vid en kemisk reaktion férenar odelbara ato-
mer sig till en delbar enhet, vilken han kallade en molekyl [4].

Sedan John Dalton introducerade sin forskning har en uppsj6 resultat inom omradet tillkommit
och for att férstd hur en molekyl fungerar finns idag en rad olika verktyg [5]. Det kan vara in-
tressant att istdllet for att underséka en enskild molekyl och dess lokala egenskaper underséka hur
en samling atomer och molekyler samverkar over tid i ett molekyldrt system globalt. Resultaten i
rapporten ar centrerade kring det senare.

Vid studier av hur molekyler foréndras kan de experimentella undersékningarna verka oumbér-
liga men faktum &r att strukturen av molekyler gar att representera allméngiltigt. Genom att i
undersokningen applicera matematik, i synnerhet sannolikhetsteori och stokastiska processer, gor
den generella matematiska representationen att den komplexa strukturen inte bara bli mer begrip-
lig, den genererar ocksa intressanta matematiska resultat.

Ar 1907 publicerade Andrei Markov avhandlingen Investigation of a noteworthy case of dependent
trials innehallande den fundamentala upptéckten av vad som ligger till grund fér Markovkedjor
och Markovprocesser [6]. En Markovprocess dr en stokastisk process som beskriver hur ett system
forflyttar sig mellan olika tillstand dér processens framtid endast &r beroende av det nuvarande till-
standet [7]. Markovprocesser lampar sig utmérkt for undersokningar av molekylara system genom
att representera varje kombination av atomer och molekyler som ett tillstand.

Figur 1: I figuren ses ett molekyldrt system med tio atomer i tre olika tillstand. Ett tillstand
representerar férdelningen av molekylernas olika langd.

I undersokningen representeras det molekyléra systemets olika tillstand som i figur 1. Rapportens
resultat underséker hur systemet ror sig mellan olika tillstind och beter sig Gver tid. Speciellt
fokuserar rapporten péa spridningen av molekylernas storlek i ett stabilt lage. Med ett stabilt lage
menas ett lage dar systemets fordelning av antalet molekyler i systemet inte forédndras med tiden.
Resultaten erhalls genom att anvdnda analytiska resultat som exempelvis reversibilitet fran sto-
kastiska processer, vilket &r en egenskap som innebér att processen beter sig likadant oberoende
om processen ror sig framat eller bakat i tiden. De analytiska resultaten verifieras med datorsimu-
leringar.

Det ségs att Andrei Markov ska ha inspirerats av vixlingarna mellan konsonanter och vokaler
i Pusjkins poesi ndr han lade grunden fér modellen vilken idag kallas Markovkedjor [7]. Det kan
verka konstigt att samma modell som dr sprungen ur sannolikheten for en viss vokal i ett ord i
Eugene Onegin, idag kan anviandas for att understka hur molekyldra system beter sig 6ver tid. Sa-



ken ar den, att Markov genom sina observationer lyckades precisera nagot pa ett matematiskt plan
som Leukippos elev Demokritos sigs ha sagt for redan 2000 ar sedan, ndmligen " All fordndring dr
endast forening och upplosning av delar"[8].



Sammanfattning

Undersokningen studerar utvecklingen av slutna linjéra molekyléra system och dess asymp-
totiska egenskaper. For att gora detta tittar vi inledningsvis pa system med ett litet antal
atomer for att sedan generalisera resultaten till att dven gélla allménna system. For att gora
detta tillampar vi metoder for Markovkedjor, vilket 4r en underliggande teoretisk modell for
det molekylédra systemet. Det molekyldra systemets stationdra fordelning erhalls explicit ge-
nom att tilldimpa den sa kallade balansekvationen och Kolmogorovs kriterium for reversibilitet.
Frekvensfunktionen fér den stationéra fordelningen av det totala antalet molekyler faststills
och understkningen fortgar med att studera det molekylédra systemets asymptotiska beteende.
Slutligen verifieras de erhallna teoretiska resultaten med datorsimuleringar.

Abstract

The report studies an evolution of a closed linear molecular system and its asymptotic
properties. To fix the problematics, we consider initially a system with a small number of
atoms and further generalise the results to general systems. To do this, we apply probability
methods of Markov chains, which is an underlying theoretical model of the molecular system.
The stationary distribution of the system is explicitly found by establishing the reversibility of
the model. The method used is based on Kolmogorov’s criterion for reversibility and checking
the so-called balance equations. The probability mass function for the stationary distribu-
tion of the total number of molecules is established and the report continues by studying
its asymptotic properties, in particular, the convergence speed to stationarity. Finally, the
obtained theoretical results are verified with computer simulations.
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1 Inledning
1.1 Bakgrund

Genom att abstrahera verklighetens ofta komplicerade problem med matematik kan problemens
16sning bli av mer generell karaktér och ibland till och med 16sa nérliggande problem [9]. Det finns
ocksa fall da ett matematiskt problem kan preciseras och géras mer begripligt genom att represen-
tera de olika delarna av problemet med fenomen fran andra discipliner [9]. Undersékningar av dessa
slag bor med férdel modelleras sa att det finns utrymme for att 16sa ett observerbart problem med
matematik, samtidigt som det abstraherade problemet siager nagot meningsfullt om och utvecklar
matematiken i sig.

Ett exempel pa ett sadant samspel dr undersékning av molekyldra system med hjilp av sto-
kastiska processer. Ett molekylért system ar en samling molekyler bestaende av atomer vilka kan
aggregera eller separera. En stokastisk process som beskriver hur ett system forflyttar sig mellan
olika tillstand, dér processens framtid endast &r beroende av det nuvarande tillstandet kallas for
en Markovkedja [10]. Genom att anvinda sig av Markovprocesser kan det molekyldra systemets
langsiktiga egenskaper studeras. En mojlig tillimpning av de matematiska resultaten skulle, med
viss utveckling, till exempel kunna férutspa olika materials livslangd. Foér nog skulle det vara loc-
kande for ett elektronikféretag att kunna siga exakt nér en kabelstrumpa behéver bytas ut? Detta
blir sérskilt viktigt for framsteg i utvecklandet av héallbara material.

Frank Kelly brét ny mark ndr han ar 1979 gav ut boken Reversibility and stochastic networks
i vilken han beskriver reversibilitet och hur analysen av ett system kan forenklas genom att anvin-
da sig av egenskaper som foljer av reversibilitet [11]. En tillimpning Kelly tar upp i sin bok beror
det molekylara system vilket ocksa undersdks i denna rapport. Rapporten skiljer sig fran Kellys
resultat i den bemaérkelsen att den utvidgar resonemangen som fors i Reversibility and stochastic
networks genom att bestdmma frekvensfunktionen av den stationéra férdelningen och dirigenom
ocksa kan understka asymptotiska egenskaper hos det molekyldra systemet. De asymptotiska egen-
skaperna verifieras ocksa med simuleringar.

1.2 Avgransningar

I detta projekt underscks slutna, molekyldra system dar molekylerna endast bestar av en sorts
atom. Med ett slutet system menas att systemet inte interagerar med omvérlden. Det antas att
molekylerna ar av linjar struktur, det vill séga att atomerna hogst kan binda tva atomer till sig,
se figur 2.

Figur 2: Grafisk representation av molekylstrukturer som kommer att undersokas.

Arbetet avgridnsas ytterligare i den bemérkelsen att det antas att molekylen inte ar av cirkuldr
struktur. Med andra ord kan inte en molekyls &ndpunkter binda samman. Exempel pa molekyl-
strukturer vi inte kommer undersoka kan ses i figur 3.



Figur 3: Grafisk representation av molekyler som inte avses studeras.

Daértill undersoks inte specifika material. Detta ger en mer generell inriktning pa projektet och
leder saledes till att slutsatser inte kan dras géllande sérskilda material. Yttre faktorer s som hur
aldrande paverkar materialet ar ocksd en parameter som inte tas med i projektet. Notera &ven att
de molekyldra systemen, pa grund av slutenheten, kommer innehalla en konstant mingd atomer
under hela férloppet.

1.3 Problembeskrivning

For att beskriva det molekylara systemet med Markovkedjor definieras systemets olika tillstand.
Varje tillstand i systemet beskrivs med en unik kombination av molekyler. Genom att studera in-
tensiteterna av dvergangarna mellan de olika tillstanden dras slutsatser kring huruvida systemets
molekylantal tenderar att rora sig mot en viss fordelning. Studien utfors analytiskt men ocksa med
hjélp av simuleringar.

Ett centralt begrepp i rapporten ar stationdr fordelning. En stationér fordelning &r en fordel-
ning som Markovkedjan antar for att sedan bli kvar i den for alltid. Rapporten redogér att om
systemet uppvisar egenskapen reversibilitet kan den stationéra férdelningen erhallas genom att
anvinda resultat fran denna egenskap.

Utifran den stationéra fordelningen kan sedan en frekvensfunktion hérande till antalet moleky-
ler definieras. Frekvensfuktionens polynom understks for att analysera det molekyldra systemets
asymptotiska egenskaper. Dessa verifieras sedan via simulering.

1.4 Syfte och fragestéallningar

Syftet med denna uppsats ar att med hjilp av Markovkedjor underséka molekyléra systems bete-
ende Over tid.

Understkningen dmnar besvara foljande fragestéllningar:
1. Ar Markovkedjan som representerar det molekylira systemet reversibel?

2. Hur ser det molekyldra systemets stationéra fordelning av antalet molekyler och dess langder
ut?

(a) Kan den stationédra fordelningens frekvensfunktion hérande till antalet molekyler ut-
tryckas?

(b) Ar frekvensfunktionen hérande till antalet molekyler asymptotiskt normalférdelad?



2 Teori

I detta arbete betraktar vi stokastiska processer X (t), t € T som kan forflytta sig i ett andligt
tillstandsrum S. Specifikt betraktar vi Markovkedjor dér ¢t € T' kan vara diskret eller kontinuerlig
tid. I detta avsnitt presenteras de begrepp som ligger till grund for arbetets resultat.

Definition 2.1. En Markovkedja dr en stokastisk process X (t) som uppfyller Markovegenskapen:
P(X(tnt1) = 41X (t1) = i1, X (t2) =2, ..., X (tn) = in)
= P(X(tn+1) = j|X(tn) = in)
fori,je S ochty <ty - <t,<tpy1€T.
Definitionen innebér att sannolikheten att forflytta sig till ndstkommande tillstand i ett tidssteg

endast beror pa det nuvarande tillstandet. I och med att processen ej beror av dess tidigare till-
stand brukar man tala om att Markovkedjan saknar minne [10].

Om det galler att P(X(t + 1) = i|X(¢) = j), t,7 € T inte beror av ¢ sdgs Markovkedjan vara
tidshomogen [11]. Fortséttningsvis antar vi att Markovkedjan vi behandlar i teorin &r tidshomogen.

Om det dr mojligt att for nagot antal steg na ett tillstand j fran ett tillstand ¢, sdgs ¢ kom-
municera med j. En Markovkedja vars tillstand alla kommunicerar med varandra kallas irreducibel

[10].

En markovkedja i diskret tid &r periodisk om det existerar ett heltal 6 > 1 s& att P(X(t+ 1) =
JIX(t) = j) =0, savida 7 €] &r delbar med §. I annat fall &r kedjan aperiodisk [11].

Sannolikheten for en 6vergang fran tillstand ¢ till tillstand j for en Markovkedja i diskret tid
ges av overgangssannolikheten

p(i,j) = P(X(t 4+ 1) = i|X(t) = j).

Alla méjliga Svergangar representeras i Svergangsmatrisen P och det géller att ;¢ p(i,j) =
1,ieS.

For en Markovkedja i kontinuerlig tid kan vi definiera intensiteten att ta sig fran tillstdnd ¢ till
tillstand j enligt foljande

40 §) = lim ZEE+D) =X = J)

T7—0 T

i# 7.
Tiden Markovkedjan tillbringar i tillstand ¢ &r exponentialférdelad med parameter

(i) =>_q(i, ).
JjES
Att tiden &r exponentialférdelad lampar sig da exponentialférdelningen ocksé saknar minne [10].
Intensiteterna ¢(4, j) mellan mojliga 6vergangar tillhérande Markovkedjan utgor elementen i inten-
sitetsmatrisen Q. Overgangssannolikheten ges av sambandet

. q(i,5)
p\yy)) ===~
( j) Zjesq(lvj)
2.1 Stationaritet

En irreducibel och aperiodisk Markovkedja i diskret tid kan ha en asymptotisk férdelning. Om
tillstandsrummet S dessutom &r &ndligt existerar den alltid. Den asymptotiska férdelningen &r en
samling av positiva tal 7(j), j € S med Zjes 7(7) = 1 som uppfyller



m(j) = _w(i)p(i,j) JES (2.1)

i€S

Om vi kan hitta en samling av positiva tal som uppfyller 2.1 vars summa &r dndlig, kan samlingen
normeras for att bilda en asymptotisk fordelning. Med villkoren irreducibilitet och aperiodicitet ar
den asymptotiska férdelningen 7 unik och

lim P(X(t) = i|X(0) = j) = (i),

t—o0

och 7 &r da ocksa grénsférdelningen. Det betyder att den asymptotiska férdelningenen inte be-
ror av det initiala tillstandet. Om det géller att P(X(0) = j) = w(j), j € S foljer det att
P(X(t) =j)=n(j), j € S och dirmed sammanfaller 7 med kedjans stationédra fordelning [11].

Den stationéra férdelningen beskriver Markovkedjans langsiktiga beteende Gver tid.

Definition 2.2. En Markovkedja med dvergingsmatris P sigs ha stationdr fordelning m om det
finns samling av positiva tal w(j), j € S med 3> ;cgm(j) =1 for alla j, som uppfyller

m=mnP. (2.2)

Detta innebér att om Markovkedjan startar i férdelningen 7= kommer kedjan forbli i denna fordel-
ning for alltid.

I fallet d& Markovkedjan &r tidskontinuerlig &r den asymptotiska fordelningen en samling av posi-
tiva tal 7(j), j € S med 3, g 7m(j) = 1 som uppfyller

m(4) Y i) =Y w(p@i,j)  JeS. (2.3)
i€S €S

Om den existerar i fallet da Markovkedjan &r irreducibel, &r den asymptotiska férdelningen unik
och sammanfaller med grinsférdelningen samt den stationéra férdelningen [11].

Nedan foljer en sats géllande irreducibla och aperiodiska Markovkedjors exponentiella konvergens.

Sats 2.3. Ldt P vara dvergangsmatrisen for en Markovkedja med dndligt tillstandsrum S. Om P
dr irreducibel och aperiodisk, med stationdr fordelning w, existerar konstanter 0 < a <1 och C > 0
sG att:
max ||P'(z, ) — 7l|lryv < Cat, (2.4)
resS

dar P(z,-) dr den x:te raden i P.

Beuvis. 12, Sats 4.9] O

Vinsterledet innehaller den totala variansen mellan fordelningen och dess stationéira fordelning
vilket dr ett matt pa hur mycket de skiljer sig at.

Definition 2.4. Den totala variansen mellan tva fordelningar p1, p2 ges av:
— = A) —pa(A 2.
lp1 = p2llrv = max [p1(A4) - p2(A)], (2.5)

dir p(A) =3, c 4 ().

Sats 2.3 géller for diskret tid. I kontinuerlig tid kan villkoret om aperiodicitet frangas och sats 2.4
gar att anvinda for irreducibla Markovkedjor [13, Sats 1.2].



2.2 Reversibilitet

En Markovkedja som &r reversibel har egenskapen att kedjans beteende &r likadant oberoende av
om vi forflyttar oss framat eller bakat i tiden. Denna egenskap &dr central fér att kunna bestdmma
Markovkedjans stationédra férdelning och dess asymptotiska egenskaper.

Definition 2.5. En Markovkedja X (t) i@ kontinuerlig tid med tillstindsrum S och intensiteter
q(i,7) dr reversibel om (X (t1),..., X (tn)) har samma fordelning som (X (to —t1), ..., X (to — t)) for
alla ty,...,t, € T.

Vi kan avgéra om en Markovkedja &r reversibel genom att finna en sannolikhetsvektor som uppfyller
balansekvationen.

Sats 2.6. En Markovkedja i kontinuerlig tid dr reversibel om och endast om det finns samling av
positiva tal (), j € S med 3, gm(j) =1 for alla j, som uppfyller balansekvationen

m(5)a(d,1) = w(i)q(i,j)  i,j €S (2.6)
Om det existerar en sddan samling 7(j), j € S, sd ar det kedjans asymptotiska fordelning.

Beuvis. [11, Sats 1.3] U

7(7)q(j, 1) betecknar sannolikhetsflodet fran tillstand j till 7, och balansekvationen kraver att san-
nolikhetsflodet mellan ett par av tillstdnd &r samma. Om vi kan hitta en sannolikhetsvektor som
uppfyller balansekvationen sa &r det Markovkedjans asymptotiska férdelning och ddrmed dess sta-
tionéra foérdelning [11]. Balansekvationen 2.6 fér en Markovkedja i diskret tid motsvaras i att
ersitta intensiterna i 2.6 med kedjans overgangssannolikheter.

Forutom att avgora reversibilitet genom att uppfylla balansvillkoret, kan vi med Kolomogorovs
kriterium faststélla reversibilitet genom att enbart anvénda intensiteterna.

Sats 2.7 (Kolomogorovs kriterium for reversibilitet). En Markovkedja i kontinuerlig tid dr rever-
sibel om och endast om det for alla cykliska sekvenser {i,i1,iz...in,1} € S gdller

Beuvis. [11, Sats 1.7] O
For att Kolomogorovs kriterium ska gélla behdver vi inte vélja alla mojliga slutna vagar i1, 49, ..., i, i1,

utan vi kan vélja en enkel och specifik vig. Alltsa dr det mojligt att vélja en enkel vig och Kolmo-
gorovs kriterium foljer da &ven i det generella fallet [11].

2.6 och 2.7 tillater oss att uttrycka den stationédra fordelningen av en reversibel Markovkedja i
kontinuerlig tid pa formen

. - q(i0,11)q(i1,02) -+ - q(in, J

7(j) = m(io) (io, 1), 72) -~ 4 ), (2.8)
Q(Zn77fn—1> t Q('LlaZO)

for nagot initialt tillstand i och en sekvens av tillstand 4, 41, ..., i,, 7 dir produkten av intensitetena

i 2.8 dr nollskilda. Det explicita virdet av m(i) fas genom normalisering: -, 7(j) = 1. Om (j)
uppfyller 2.6 vet vi att Markovkedjan &r reversibel och 7(j) &r dess stationéra férdelning.



3 Modell

I det hér avsnittet preciseras vad som géller for systemen i rapporten. Modellen avser slutna mo-
lekyldra system med &ndliga antal atomer. Dessa atomer bildar molekyler av linjar typ, i enighet
med tidigare representation. Hur systemets sammanséttning av molekyler av olika storlek féréandras
kallar vi dess tidsutveckling. Denna utveckling kan beskrivas med en tidskontinuerlig Markovkedja.
Detta &r lampligt da det enda som avgor vilka tillstand som kan nas och pa vilka sétt det kan goras
ar systemets tidigare tillstand. Systemet uppfyller alltsd Markovegenskapen definierad i avsnitt 2.
I varje tidssteg ar tva skeenden mojliga. Det kan antingen ske en aggregation i vilken tva mole-
kyler binds samman eller en separation dir bindningen mellan tva atomer i en molekyl uppldses.
I modellen beror inte sannolikheten for dessa tva skeenden pa var i tiden kedjan befinner sig och
Markovkedjan ar foljaktligen tidshomogen. Vi antar att tiden kedjan tillbringar i ett tillstand ar
exponentialférdelad med parameter A.

Tillstdndet n,; som systemet befinner sig i kan beskrivas med en vektor, n; = (ny,ng,....,ny) i
tillstandsrummet Spy. Vektorn &r av samma ldngd som antalet atomer N i systemet. Det n;:te re-
presenterar antalet molekyler i systemet med j atomer sammanlénkade i en kedja av j — 1 stycken
bindningar och det géller att

> njj=N. (3.1)

Alltsa ar antalet atomer i systemet fixt och kan fordelas p& molekyler av langd j, diar j € (1, ..., N).

I ett forsta steg i anvindningen av Markovkedjor behéver vi ange hur intensiteterna for de olika
rorelserna i det molekyléra systemets tillstandsrum ska berdknas. System med antal atomer N > 2
kan skapa molekyler av storlek n < N som &r linjért sammanlénkade av bindningar. Varje molekyl
av storlek n aggregerar med en annan molekyl av storlek » < N — n med intensitet A och skapar
dérmed en molekyl av storlek n + r. Varje molekylpar aggregerar med en intensitet 2\ > 0 obe-
roende av dess storlek. Varje bindning bryts med intensitet 1. Fér molekyler av storlek n giller
darfor att de separeras till tva mindre molekyler med intensitet n — 1.

Vi later X (t) vara Markovkedjan tillhérande systemet och later ej vara koordinatvektorn k i RY.
Om 7 &r tiden for den forsta fordndringen av systemets tillstand, sa géaller det att X (7) — X (0)
antar positiv sannolikhet och kan anta féljande fyra virden:

1. vjp = —ej —ex+e€j4k, j # k, tva molekyler av olika storlekar j och k aggregerar. Intensiteten
for 6vergangen &r 2An;ny.

2. vpr = —2ep + egx, tva molekyler av samma storlek aggregerar. Intensiteten for 6vergéngen
ar Ang(ng — 1).

3. —vik, = €e; +ep —ejqk, j 7k, en molekyl av storlek k + j separeras till tva molekyler av olika
storlekar. Intensiteten &r 2my4 ;.

4. —vgp = 2ex — eag, en molekyl av storlek 2k separeras till tva molekyler, bada av storlek k.
Intensiteten ar nyyg.

Alla 6vergangar ar ej mojliga fran alla tillstdnd da negativa virden ej ar tillatna. Sannolikheten
for att en specifik férédndring skall ske ges av dess intensitet dividerat med summan av de fyra
intensitetena med avseende pa alla mojliga utfall.

Att alla tillstind i modellen kommunicerar inses till exempel genom att varje tillstand med en
kombination av steg 3 och 4 kan reduceras till ett system med endast ensamma atomer och déri-
fran byggas upp med en kombination av steg 1 och 2 till godtyckligt tillstand. Det foljer alltsa fran
avsnitt 2 att Markovkedjan definierad ovan &r irreducibel.



4 Resultat

4.1 Mindre system

Innan det molekylara systemet undersoks generellt betraktas ett mindre system. Fordelen med ett
mindre system ar att dess tillstandsrum S &r litet och med enkelhet kan beskrivas uttommande. I
det hér avsnittet understks ett molekyldrt system bestdende av fem atomer. Det inses snabbt att
det endast finns sju tillstand som ett sddant system kan befinna sigi: S = {ni,nq, n3, ng, ns, ng, n7}.
Tillstandsrummet beskrivs pa tva satt i figur 4 och 5.

ni = (5,0,0,0,0) O O O O O
ny = (3,1,0,0,0) o—0 O O O
ns = (1,2,0,0,0) O—0 O=—O O
ng = (2,0,1,0,0) O—0O—0 0O O
ns = (0,1,1,0,0) O—O0—0 O—O
ng = (1,0,0,1,0) Oo—0—0—0 O
n; = (0,0,0,0,1). Oo—0O0—0—0—0

Figur 4: Vektorrepresentation Figur 5: Grafisk representation

av tillstAndsrummet for fem atomer. av tillstdndsrummet fér fem atomer.

I denna representation &r ng, till exempel, tillstandet med tva stycken 2-molekyler och en ensam
atom. I Markovkedjan sker i varje steg en aggregation eller en separation. Fér mg3 innebédr en
separation att nagon av bindningarna mellan de tva 2-molekylerna upphor och systemet Gvergar i
tillstand ns. I hdndelse av en aggregation kan det antingen ske mellan de tva 2-molekylerna eller den
ensamma atomen och en 2-molekyl. Aggregationen skulle resultera i en Gvergang till tillstand ng
alternativt ms. Det finns inga andra tillgéngliga tillstand fran ngs. For systemen saknar atomernas
inbordes ordning betydelse, men kombinatoriskt kan varje tillstand ses som ett makrotillstand av
alla permutationer av atomer och bindningar som resulterar i precis den kombinationen.

Vi kan berékna intensiteterna for évergdngarna mellan de sju olika tillstdnden genom att tillampa
de fyra formler som introducerades i avsnitt 3. Den tidshomogena Markovkedjan far da intensitet-
matrisen Q, enligt nedan.

n] U nyg mny N3 MNg Ny

ng [0 200 0 0 0 0 0
na |10 6x 6A 0 0 0
ng |0 2 0 0 4x 2x 0
Q= mns |0 2 0 0 22 4x 0
ns [0 0 2 1 0 0 2\
ng [0 0 1 2 0 0 2\
n, [0 0 0 0 2 2 0]

Nollorna i @ representerar omdjliga dvergangar, diribland huvuddidagonalen dér varje element
innebér en 6vergang fran ett tillstand tillbaka till sig sjélvt, vilket i denna modell skulle kréva at-
minstone tva stycken av aggregationer och separationer for att intréffa. Markovkedjan {or systemet
med fem atomer visualiseras i figur 6 med utsatta intensiteter.



Figur 6: Markovkedja for ett system med fem atomer.

For att undersoka huruvida Markovkedjan ar reversibel kan vi i enlighet med Kolmogorovs kri-
terium kontrollera att samtliga fem cykler ar reversibla. Det innebér att om de 16ps igenom i
den ena riktingen sé& sker det med samma intensitet som om de skulle 16pas igenom at motsatt
hall. Tradstrukturen i Markovkedjan mellan 11 och no behdver inte inkluderas i cyklerna eftersom
intensiteterna fram och tillbaka mellan dem bada skulle laggas till en gang i vardera riktningar
och foljaktligen ta ut sig sjilva. Totalt finns det fem cykler inuti Markovkedjan: {C1,...,C5}. Cy
besoker sex utav de sju tillstinden medan de 6vriga fyra cyklerna besoker fyra tillstand vardera.
Cyklerna &r utskrivna nedan med fargen pa den motsvararande cykeln i figur 7 givna inom parentes.

Ci=mn9 = N3 = N5 — Ny — Ng — Ny — No (morkbla)
Cy=n9 = N3 — Ny — Ny — No (r6d)
C3=n9 = N3 = Ng — Ny — Ny (grom)
Cy=n3 = 15 — Ny — Ng — Ny (orange)
Cs=mn4 = N5 > N7 — Ng —> Ny (ljusbla)

Figur 7: Markovkedjan med de fem cyklerna markerade i farg.

Markovkedjan &r reversibel om och endast om alla cykler har samma intensitet i bada riktningarna.



Kvoterna av cyklerna visas nedan:

Ciredsols 6N 4N -2)0-2-2-2

Crotaols “ e 2 222
Cyredsols 64X 1-2 .
Cénotsols 6N-2)\-2-2

Cyredsots  6X-2X-2-2 1
anotsols 6N-4\-1-2

Cyredsols — 4x.2X-2-1 .
Cinotsols 2X-20-2-.2

Cpredsols 92X\ .2X-2-2 _
Cpotsols — 4x-2)-2-1

Eftersom samtliga kvoter ar ett har cyklerna samma intensitet i ena riktningen som i den motsatta
och det konstateras att systemet med fem atomer &ar reversibelt.

Givet reversibiliteten vet vi att systemet har en unik stationdr fordelning enligt teorin i av-
snitt 2.2. Med denna vetskap kan vi sedan anvinda balansekvationen for att finna dess statio-
néra fordelning 7w explicit. Vi stéller upp och loser ett ekvationssystem déar alla sju tillstand in-
gin: 7(1)g(1,2) = 7(2)q(2,1), T(2)q(2,3) = T(3)q(3,2), 7(2)q(2.4) = 7(4)g(4,2), 7(4)q(4,5) =

w(5)q(5,4), m(4)q(4,6) = ( )q(6,4) och 7(6)q(6,7) = w(7)q(7,6). Med hjalp av dessa uttrycker vi
de Gvriga variablerna i termer av w(1):

m(2) = w(1)20A
7(3) = m(1)60)\2
m(4) =m(3)

7(5) = 7(1)120\3
7(6) = m(5)

7(7) = m(1)120\*

Eftersom det ar sannolikheter sa vet vi att z;zl w(j) = 1, vilket ger:

(1) 4+ 7(2) + 7(3) + 7(4) + 7(5) + 7(6) + 7(7) = w(1)(1 + 20\ + 120\ + 240\% 4 120)\*) = 1
1
1+ 20\ + 120A2 + 240A3 + 120\4”

=n(l) =

Den stationéra férdelningen for systemet med fem atomer &ar dérfor:
[7(1),7(2), 7(3), 7(4), 7(5), 7(6),7(7)] = w(1)[1, 20X, 60A%, 60A?, 120\%, 1203, 240\],

med 7(1) enligt ovan.

4.2 Generella system

For att understka molekyléra systems beteende Gver tid for olika intensiteter i nagot verkligt scena-
rio krévs att N, antalet atomer i systemet, blir betydligt stérre. En av svarigheterna i 6vergangen
fran mindre till storre antal atomer ar att avgéra strukturen av ett sddant system. Eftersom an-
talet mdojliga tillstand véxer hastigt med antalet atomer, se bilaga A.1, blir det snabbt mycket
svart att explicit bestdmma tillstanden och hur de kommunicerar med varandra pa samma sétt
som anvandes for systemet med fem atomer. Det skulle darfor vara onskvért att finna en generell
formel for att explicit kunna finna systemets asymptotiska férdelning. Enligt tidigare presenterad
teori vet vi att ett tillrdckligt villkor for att det molekylédra systemet skall ha en asymptotisk for-
delning &r reversibilitet. Om vi kan visa att kedjan &r reversibel for ett allmént fall kan vi, med
hjalp av Kolomogorovs kriterium 2.7, finna ett explicit uttryck for systemets stationira férdelning



och samtidigt kringgé att finna alla mojliga tillstand och Gvergangar enligt tillvigagangsattet for
systemet med fem atomer. Det visade sig i det foregaende avsnittet att ett system med fem atomer
ar reversibelt. I detta avsnitt undersoks istéllet om systemet &r reversibelt i det allménna fallet,
alltsa for ett godtyckligt antal atomer. I samband med detta ska ett uttryck for den stationéra
férdelningen i det generella fallet tas fram.

4.2.1 Reversibilitet

Vi minns att balansekvationen 2.6 och Kolomogorovs kriterium 2.7 tillater oss att uttrycka den
stationdra férdelningen av en reversibel Markovkedja enligt 2.8.

Eftersom egenskap 2.6 kan vara svar att kontrollera kan vi istéllet utveckla 2.8 och kontrollera
om den detaljerade balansekvationen haller for den valda sekvensen 4,41, ..., 4,, j. Om sa dr fallet &r
Markovkedjan reversibel och 7(j) &r dess stationdra fordelning. Det generella systemet genereras
med foljande resultat.

Sats 4.1. En Markovkedja som beskriver tidsutvecklingen av systemet med N atomer dr reversibel.
Dess stationdra fordelning uppfyller, for ng = (N, 0, ...,0),

N!

7r(n) = W(HO))‘L(H) ;
HkZl n!

(4.1)

dir L(n) =}y 5o (k — 1)ng dr antalet linkar @ tillstind n

Bevis. For att uttrycka intensiteterna mellan tillstdnden fran ng till n = (nq,...,ny) # ng pa
formen (2.7) konstruerar vi féljande vig. Notera att vi enligt tidigare presenterad teori i avsnitt
2.2 kan vi vilja valfri sekvens av tillstand.

Tag tillstdndet ng = (N,0,..,0), dir alla atomerna &r separerade. Lat m vara lingden av den
langsta molekylen i n, det vill sdga ny,41 = ... = ny = 0.

Forst aggregerar atomerna en efter en for att bilda férsta m-molekylen i n. Om n,, > 1, bil-
das de andra m-molekylerna en efter en till dess att antalet &r m-molekyler dr samma som i n. I
nésta steg bildas alla m — 1-molekyler genom samma manér som ovan. Sedan, pa samma itereran-
de vis, bildas alla molekyler med ldngd storre &n tva i n. Notera att den valda sekvensen endast
sammanlénkar enskilda atomer med molekyler, det vill sdga varje molekyl bildas genom att addera
en atom i taget tills respektive storlek uppnés. I figur 8 ges ett illustrativt exempel for N = 9.

n=(1,1,2,0,0,0,0,0,0)

o—0—0 O0—=0—0 0O0—0 O
o—0—0 O0—=0—0 0O 0 O
o000 O0=—=—0 O O 0O O
o—0O0—0 O O O O 0O O
o—0 O O O O O 0O O
O 0 0 0O O O 0o 0o O

ny = (9,0,0,0,0,0,0,0,0)

Figur 8: En illustration av hur vigen skulle kunna konstrueras enligt var metodik da N = 9.
Molekylerna ar representerade med segment ordnade efter storlek.

Ovan har vi konstruerat vigen och nu behéver vi berdkna intensiteten av 6vergangarna mellan
tillstanden.
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Intensiteten for att den forsta lanken skall bildas, det vill sdga att tva enskilda atomer bildar en
2-molekyl, &r AN (N — 1) eftersom det finns (g) par av atomer i tillstand ng = (N, 0, ..., 0) och var-
je par bildas med intensitet 2\. Nasta atom lankar samman med den nyligen bildade 2-molekylen
med intensitet 2A(N — 2), nésta med intensitet 2A(N — 3) osv. Den sista atomen att slutféra den
forsta m-molekylen lankar samman med intensitet 2\(N — m + 1).

Nu finns N —m enskilda atomer samt en m-molekyl i systemet. Produkten av intensitetena for att
bilda den forsta m-molekylen &r

N!

M2 \m=IN(N —1).-- (N — PDN=om2\ml__°
( JEERN( m+1) N —m)!

Om n,, > 1 innebér det att intensiteten for nésta m-molekyl ges av uttrycket ovan med skillnaden
att N byts ut mot N —m. Detta ger att intensiteten av stegen fran ng till att den andra m-molekylen
har bildats ges av produkten

N! w gm=2 \m—1 (N —m)! — 92(m—2))2(m~1) N!

2N N (N —2m)! (N —2m)’

Efter att alla n,, m-molekyler har bildats &r produkten av intensiteterna

N!

2(m72)nm>\(mfl)nm )
(N —mny)!

Nu finns (N —m)n,, atomer i systemet och konstruktionen av de n,,—1 (m—1)-molekylerna sker pa
samma sitt som for de n,, m-molekylerna. Proceduren itereras till dess alla molekyler av storlek
k > 3 skapats. Nér alla k-molekyler for & > 3 &r bildade finns N = N — >~ _ . kny, 16sa atomer
kvar i systemet.

Om ng > 0 behéver vi berdkna intensiteten for att tva atomer aggregerar. Den forsta 2-molekylen
binder tva atomer med intensitet AN'(N’ — 1), den andra med intensitet A(N' — 2)(N’ — 3). Detta
fortgar till dess att den sista molekylen av storlek tva skapats med intensitet A(N' —2(ny—1))(N'—
2(ng —1)—1). Produkten av intensiteter for alla évergangar hérande till skapandet av ny molekyler
av storlek tva blir da

N (N = g ki)l (N = X g0 kru)!

AVLQ — )\712
(N’ — 2ny)! (n = > k>0 k) ny!

Detta ger foljande produkt av intensiteter fér alla 6vergangar fran ng till n:

N!

e QI(H))\L(n)ﬂ,

szzs(k_Q)"k )\Zkzg(k_l)nk
TL1! n1!

dér I(n) = >, 5(k — 2)n; &r antalet inre atomer, det vill séiga antalet atomer som &r samman-
linkade med tva andra atomer i en molekyl och dér L(n) = 3, - 4(k — 1)ny, ér antalet linkar.

Om vi istéllet vill berdkna intensiteten att forflytta sig fran n till ng, borjar det med att en
molekyl av storlek tva separerar. Detta sker med intensitet no eftersom det finns just en lank i
varje 2-molekyl. Nésta molekyl av storlek tva separerar med intensitet ny — 1, detta upprepas till
dess att det endast finns en molekyl av storlek tva kvar. Den sista separerar med intensitet 1. Detta
ger att produkten av nedbrytningen av alla 2-molekyler ar no!.

For ny = 0 &r foljande forsta steget. Om ng > 1 &r nésta steg att en yttre link i en molekyl
av storlek tre bryts. Detta sker med intensitet 2ng, f6ljt av att nésta bindning i molekylen separe-
rar med intensitet 1 (d& det &r en molekyl molekyl av storlek tvéd). Antalet molekyler av storlek tre
i systemet har nu reducerats med en molekyl vilket ger, om n3 > 1, att nésta 3-molekyl bryts ned
med intensitet 2(ng — 1). Produkten av intensitetena for Gvergingarna fran n till ng, tillstindet
endast bestédende av 16sa atomer, ges av ny!2™3ng!.
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Efter att alla molekyler av storlek mindre &n & har brutits ned till 16sa atomer bryts forsta lanken
i en k-molekyl med intensitet 2n,. Nésta lank i samma molekyl bryts med intensitet 2 fram tills
den sista lanken bryts med intensitet 1. Detta &r sant da végen ar konstruerad sa att det endast
ar 16sa atomer som separerar.

Alltsa bidrar den forsta nedbrutna k-molekylen med 2%~2n, till produkten av intensiteter. Pa

samma sitt bidrar den andra k-molekylen med 2F~2(ny, — 1) till produkten av intensiteter och den
sista k-molekylen bidrar med 2¥~2(nj, — (ny) + 1). Produkten av alla intensiteter for alla steg fran

n tillbaka till ny ges av
[T 2 ® 2 ngt = 2" I na!. (4.2)
k>2 k>2

Detta tillater oss att definiera uttrycket
21 (=) \L () I N!
210 [ s g 1! [T !

Nésta steg bestar av att verifiera att (4.3) uppfyller balansekvationen for vergangarna i systemet.

= 71(ng) LW (4.3)

7'('(11) = 71'(110)

For overgangen mellan n och n + vy, j # k, ges balansekvationen av
m(n)2An;n, = 7(n 4+ vjE)2(nj4x + 1).
Eftersom L(n + v;;) = L(n) + 1 kan vi gora omskrivningen

)\L(n) ankN'

. 2njx +1). (4.4)

Vi konstaterar att likheten ovan haller. P4 samma satt kan vi verifiera att balansekvationen for
overgédngen mellan n och n + vk, j =k

N!
2nmy = AP+
el (jr [Tj, t)

7T(n)/\nk(nk — 1) = 7T(n + Ukk)('ngk + 1)

ocksa haller. Darav {6ljer, enligt (2.6), att Markovkedjan &r reversibel och dess stationéra fordelning
ges av (4.1). O

Fran dessa resultat foljer det att vi kan finna ett uttryck for frekvensfunktionen hérande till antal
molekyler. Lat det totala antalet molekyler (inklusive enskilda atomer) i tillstand n ges av M (n) =
> i Nk Under den stationdra fordelningen 7 ges frekvensfunktionen horande till M av

(M (n) = m) _Zl()\,N)Am:n<Z_D, m=1,..,N (4.5)
dér den normaliserande konstanten ges av
N oA N -1 1,
Z(\N) = mz::l — (m - 1) = sy Evaa (=1, (4.6)

dér L% (z) ar det generaliserade Laguerrepolynomet® av grad n. Fordelningen #r unimodal* med
kdrnan i punkten

—(L+ XN+ /T + N2 +4
22

m* =

~ O(y/N/) da N — oo. (4.7)

Dess Laplacetransformen® ges av

L) =Bl = S50 = )

*For definition se ordlista i avsnitt A.2
*For definition se ordlista i avsnitt A.2
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de tva forsta momenten ges av

Iy lyls— 12

la
EM] =1+ 2. M= 2 428~
M) =1+ 35 varM] = S+ =

(4.9)

dir I, = L%, (=1/)), k = 1,2, 3.. Frekvensfunktionen av M antal molekyler under den stationira
férdelningen 7 visas i Figur 9.

%=20
0.100-

03- N =100

N =10 000

0 25

z3
=

(a) Frekvensfunktionen f6r antal molekyler dé&(b) Frekvensfunktionen for antal molekyler da
N=100. N=10.000.

Figur 9: Figurerna visar frekvensfunktionerna for tva olika antal atomer samt for olika viarden pa
A

Uttrycket (4.5), for frekvensfunktionen, kan motiveras enligt foljande. Eftersom >, kny = N ger
(4.1) att

m(M(n) =m) =w(ng)A""" Y (4.10)

Antag att systemet innehéller exakt m molekyler. Numrera dem fran 1 till m och 1at ({1, ...,1)
vara deras storlekar. Om vi representerar varje k-molekyl med ett sammanlénkat linjart segment
av langd k£ — 1, da kan vi placera molekylerna fran hoger till vinster pa samma sitt som i Figur 6
med skillnaden att de inte dr ordade i storlekordning, utan efter deras numrering.

Eftersom ), kny = N, kommer alla punkter innehallna i [1, N] vara téckta och det finns ex-
akt m — 1 tommasegment pa formen (4,7 + 1) som separerar molekyler. Déarfér kan alla sekvenser
(l1, ..., L) av molekylernas storlek av ordnade molekyler fas genom att extrahera m — 1 "6ppnass-
egment av totalt N — 1 av [1, N]\N, alltsa &r det N —1 — 1 av dessa.

Alternativt, kan sekvenserna (I1,...0,,), I; > 1 som uppfyller > " | I, = N fas av n = (nq,no,...)

som uppfyller ", ny = m samt ), kny = N genom att tillskriva n; ettor, no tvaor, etc. fér platser
1,...,m sa att varje n generarar det multinomiala talet m!/ ], ni! av sadana distinkta sekvenser.

m! (N -—1
Hknk!_ m—1)’

(0r(w) = m) = sa) 2 (V7).

Darfor har vi att

n:y, ng=m
Zk knk:N

vilket ger
m!\m—1
Det normaliserande villkoret ZTZX:1 m(M(n) = m) tillater oss att skriva
N

-1
(ng) = [Z ANmZ;(Z_ D] , (4.11)

m=1
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vilket ger, for M(n), (4.7) efter att ha strukit NIAY.

Notera att N
—-m
M(n) = )= ————7(M(n) =m).
w(M () = m 1) = (M () = m)
Den multiplikativa koefficienten som ges av braket &r monotont avtagande och blir mindre &n 1
dd m = m* som i (4.7). Dérav dr fordelningen unimodal. Resonemanget som forts ovan motiverar

féljande sats.

Sats 4.2. Den stationdra fordelningen ™ ges av

A~ M(n)
L ne!

med Z(X\,N) som i (4.6). Den villkorliga fordelningen av molekylernas lingder givet deras totala
antal dr

n(n) = Z Y\, N) (4.12)

! S
m N1,... ;NN

. = 4.13)
N—1 N—1 (
(m—l) Hk nk! (m—l)
vilket dr den symmetriska multinomiala fordelningen Mult(m; N=1, ..., N=1) willkorligt pd ming-
den {n:>, kny = N}.

m(n|M(n) =m) =

4.2.2 Asymptotisk fordelning

Tidigare har vi uttryckt Laplacetranformen av den stationira férdelningen av det totala antalet
M = M,, molekyler i systemet med N atomer i termer av Laguerrepolynom. I [14], erholls foljande
asymptotiska fordelning i n for fixa parametrar a och z

672/2 erqrt(n+1)z

27 2V/An/2(p 4 1)1/4-a/2’

Lo(~z) = (4.14)

Substitution av detta uttryck till 4.8 med n = N — 1 och z =1/, ger

La(t) = eap{ — § — (e = 1)2VNE(e 2 ~ 1)} (14O

5 ). (4.15)

el

Vi introducerar ay = vV Nz = /N/X och later

MN—CLN
N = — /——
a aN/2

For Laplacetransform av uy har vi identiteten

t

Ly (1) = VIV Ly (s
an

) (4.16)

vidare blir det enkelt att kontrollera, via 4.14, att

lim L, (t) = t*/2.

N—o00
Saledes har vi bevisat den féljande Centrala grénsviardessatsen.

Sats 4.3. Den stationdra fordelningen av My antal molekyler i ett system med N atomer, dd
systemet ar korrekt centrerat och skalat, konvergerar svagt till den standardiserade normalférdel-
ningen

My —an

— N(0,1). (4.17)
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Figur 10: En QQ-plot med frekvensfunktionen for ett system dar N = 10000 och A = 5 tillsammans
med en normalférdelning med medelvérde ay och standardavvikelse y/an /2.

Da punkterna i figur 10 efterliknar en rét linje stérker det det tidigare resultatet att den stationira
férdelningen av My antal molekyler dr normalférdelad.

4.3 Simulering

Resultaten som har presenterats visar att fordelningen av ett, exempelvis molekylért, system av
sammanlédnkade kedjor av varierande storlek forvintas folja ett visst férandringsmonster. Detta
givet att systemet fordndras enligt tidigare introducerade egenskaper géllande aggregation och se-
paration. For att uppna nagon grad av verklighetsférankring kring detta samt att i nagon man
kunna ’testa’ vara teoretiska resultat utfors simuleringar i R.

Initialt skapas en vektor, system, som har N, systemets atomantal, antal platser. Vidare simu-
leras ett initialt system genom att slumpméssigt véilja ett index i_1 uniformt férdelat mellan 1
och N. Vidare okar plats i_1 i system med ett. Systemet har nu en molekyl av storlek i_1.
Nu dras ett nytt index i_2 mellan 1 och N—i_1 och nu 6kar plats i_2 i system med ett. Nu
har systemet tva molekyler, en av storlek i_1 samt en av storlek i_2. Denna processen fortséatter
tills det sammanlagda antalet ’anvinda’ atomer ar lika med N. Nu har vi skapat ett initialt system.

Simuleringen av systemets beteende géllande aggregation och separation kommer ske med av-
seende pa A = 0.01,0.1,1, 5, 20. Dessa viarden ar samlade i vektorn lambda. Vidare andvénds forst
en while-loop och sedan en for-loop Gver dessa viarden pa lambda. I varje iteration 6ver lambda ut-
fors en simulering fér att uppna systemets stationéra ldge. Simuleringen inleds med en while-loop.
Inledningsvis berdknas intensiteten for aggregation enligt

2 % lambda[i] *(Antal méjliga molekylpar)
2 % lambda[i]*(Antal mdjliga molekylpar)+(Antalet lénkar i systemet)

prob_agg =

For att besluta om aggregation eller separation skall ske slumpas ytterligare ett tal, rand, uniformt
férdelat mellan 0 och 1. Om rand < prob_agg sker aggregation och analogt sker separation om rand
> prob_agg. Vid aggregation véljer vi tvad molekyler, i och j, slumpmassigt och binder samman
dessa genom att system[i+j] okar med ett samt att bade system[i] och system[j] minkar med
ett. Om separation skall ske viljer vi en molekyl slumpméssigt, sig en molekyl av storlek k, och
sedan en av dess ldnkar, sig lank j€ (1,...k-1) med lika stor sannolikhet och bryter den. Detta
gor att system[k] minskar med ett samt att system[j-1] och system[k-j] Okar med ett. Nar
aggregation alternativt separation har skett sparas det nuvarande antalet molekyler i systemet
tillsammans med det totala medelvirdet av molekylernas langd Gver alla iterationer. Denna loop
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kors fram tills dess att en ny iteration inte fordndrar medelviardet av molekylernas langd mer &n en
vald liten skillnad. Systemet anses nu ha uppnat, eller &tminstone vara néra sitt stationdra ldge.
Nu kors for-loopen enligt exakt samma procedur som for den tidigare loopen med skillnaden att vi
istéllet sparar antal molekyler i systemet for varje iteration. Sedan visualiseras hur manga ganger
systemet har innehéallit ett visst antal molekyler med hjélp av ett histogram, se figur 11.
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(a) Frekvens av antal molekyler da N = 100. (b) Frekvens av antal molekyler da N = 10000.

Figur 11: Figurerna visar frekvenserna fér hur ménga ganger systemet har innehallit ett visst antal
atomer for tva olika viarden pa N.

Vi kommer ihag figur 9 och jAmfér med figur 11 och noterar att simuleringarna efterliknar frekvens-
funktionerna genererade via teorin i avsnitt 4.2.1. Vidare stérker detta &ven de teoretiska resultaten
kring att systemet har en asymptotisk normalférdelning. Nedan, i figur 12, visualiseras hur utveck-
lingen av antalet molekyler i ett system kan se ut. I figur 12 bestar systemet av N = 10.000 atomer
och har initialt 100 molekyler, A = 5. Vi noterar att nér systemet har mellan lite knappt 40 och
lite drygt 50 molekyler har det natt sitt stationéira lage. Vi har dven att ay = / N/ = 44, 7 vilket
ar medelvérdet for frekvensfunktionen horande till ett system med N = 10000 atomer och A = 5.
Standardavvikelsen horande till detta fall &r \/an =~ 4.7. Vi noterar dven att visualiseringen i figur
12 foljer i enlighet med detta.
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Figur 12: Figuren visar utvecklingen fér 20 system med initialt 10 000 atomer férdelat ver 100
molekyler 6ver 20 iterationer dar A = 5. Den svarta grafen visar medelvéirdet av de 20 iterationerna.
Den svarta heldragna horisontella linjen motsvarar medelvérdet {6r frekvensfuntionen. De streckade
linjerna motsvarar tre standardavvikelser fran medelvirdet.
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5 Slutsats

Syftet med detta arbete var att med hjilp av Markovteori studera ett molekyldrt systems utveckling
pa lang sikt. Sergei Zuyev som handledde arbetet hade en féraning om att systemet som definierat
i avsnitt 3 skulle vara reversibelt. Detta arbete bekraftar denna hypotes. Genom konstruktionen av
en viag mellan olika tillstand i avsnitt 4.2.1 kunde en stationér fordelning som uppfyllde balansekva-
tionen, sats 2.6, uttryckas. Darmed ar systemet reversibelt och den forsta fragestallningen besvarad.

Den andra fragestéllningen beror egenskaper hos systemet efter att den stationéra férdelningen in-
stallt sig. Utifran den stationédra fordelningen undersdktes tva asymptotiska egenskaper. Den forsta
ar molekylernas ldngd som visade sig kunna beskrivas med den symmetriska multinomiala férdel-
ningen givet deras antal. Den andra &r fordelningen av antalet molekyler som med den centrala
gransvardessatsen visade sig konvergera svagt mot den standardiserade normalférdelningen. Med
detta dr dven den andra fragestdllningen besvarad.

Simuleringarna som genomfordes under arbetet ger stéd at att antalet molekyler 4r normalfordelat
genom att visa pa en liknande fordelning efter lang tid. Detta kan utlésas fran jamférelsen av den
teoretiska frekvensfunktionen i figur 9 med de simulerade frekvenserna i figur 11. Utéver det finns
en formell jamforelse av kvantilerna for frekvensfunktion med kvantilerna fér den standardiserade
normalférdelningen 1 QQ-plotten i figur 10. Det &r vért att notera att férdelningarna foér antal och
lingd pa molekylerna dr beroende av att den stationéra fordelningen intréffat. For detta dndamal
ges 1 figur 12 utvecklingen av systemet, sett i antalet molekyler. Nar frekvenserna fér dessa stdm-
mer Gverens med den teoretiska férdelningen ger det en indikation pa att stationédritet uppnéatts.

Léasaren har hénvisats till bilden av ett molekyldrt system eftersom det var darifran inspirationen
hémtades. Aven om det &r dér tillimpningen #r tydligast kan det finnas andra system med liknan-
de dynamik dir denna modell dr tillimparbar. Resultaten av detta arbete &r ddrmed generella i
bemaérkelsen att systemet ar 6ppet for tolkning samtidigt som de &ar strikt begréinsade av modell-
formuleringen.

Mot slutet av arbetet blev vi medvetna om att problemformulering hade mycket gemensamt med
ett system som behandlas i boken Rewversibility and Stochastic Networks av matematikern Frank
Kelly fran 1979 [11]. Kelly gor samma koppling till molekyléra system men med en mer generell
modell som &ven tillater férgreningar av molekyler likt exemplet som presenteras pa vinster sida
i figur 3. Vidare presenterar han dess stationéira fordelning. Det som detta arbete tillfor &r ett
explicit uttryck for denna modell samt en undersokning av dess asymptotiska egenskaper. Detta
sker genom analysen av molekylernas langd och antal vid stationéritet, samt de simuleringar som
ger stod at dessa.

Avslutningsvis vill vi ndmna nagra fordjupningsmojligheter for att gi vidare med detta arbete. Det
hade varit intressant att uppna skarpare resultat gillande antalet molekylers konvergens mot en
normalférdelning. Detta visades med den centrala gréansvirdessatsen men det hade varit énskvért
att &ven anvédnda local limit theorem. Det hade ocksa varit intressant att kvantifiera tiden det tar for
Markovkedjan att ndrma sig sin stationéra férdelning, det vill séga dess mizing time. Studien hade
dven kunnat utvidgas genom att anpassa den idealiserade modellen efter verkliga forutsattningar.
Forslagsvis hade den kunnat tillata utomstéaende paverkan i form av atomer som tillkommer och
bortfaller. Alternativt hade modellen kunnat utvecklas for att tillata ett tidsberoende hos intensi-
terna.
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A Bilagor

A.1 Vilka tillstand &r mdjliga?

En av utmaningarna med att behandla dessa system av molekyler &r att de tycks véxa hastigt i
storlek. Berdkningar for ett litet system som det med fem atomer kan goras for hand. Utdkas syste-
met med négra atomer blir det betydligt mindre 6verskadligt. Fér att kunna rita upp Markovkedjan
maste de mojliga tillstanden forst definieras. Dérefter behdver det avgoras mellan vilka av tillstan-
den det finns giltiga 6vergangar. For att sedan kontrollera reversibilitet med Kolmogorovs kriterium
maste cyklerna kartlaggas vilket gor det komplicerat. For varje system med N atomer géller att det
kan representeras med en vektor med antalet molekyler av respektive storlek som element. De tva
extremfallen &r en vektor med N ensamma atomer och en vektor med en enda molekyl av ldngd V.

En annan representation av systemet &r som en vektor av langd N — 1 med nollor och ettor. Det
j:te elementet i vektorn avgor kopplingen mellan de numrerade atomerna j och j + 1, dér en etta
anger en lank och en nolla avsaknaden av lank. Till exempel skulle tillstandet ny = (2,0,1,0,0)
for ett system med fem atomer kunna skrivas (1,1,0,0), (0,0,1,1) eller (0,1,1,0). Atomerna ar i
det hér fallet numrerade vilket tillater flera mojliga sétt att representera ett och samma system.
Vi kan enkelt erhélla antalet permutationer av systemet enligt p = 2V~1, eftersom vektorn har
N — 1 element som vardera har tva mojligheter: etta eller nolla.

I systemet som behandlas i rapporten &r endast antalet kombinationer intressant eftersom atomerna
betraktas som onumrerade. Nar en aggregation sker ar storlekarna pa de tva molekylerna som binds
samman det enda av intresse. Det visar sig att antalet tillstand som ett system av denna typ kan
befinna sig i dr ekvivalent med antalet heltalspartioner i talteori. Dar anges hur manga sétt ett tal
N € Z™" kan skrivas som en summa av positiva heltal utan att ta hinsyn till termernas inbérdes
ordning. Till exempel kan talet 5 partitioneras pa sju sétt:

S5=1+1+1+1+1
5=24+14+1+1

5=2+2+1
5=3+1+1
5=3+2
5=4+1

5 =2.

Dessa sju partitioner motsvarar precis vart tillstdndsrum Sy—s, dar (2 + 1+ 1 + 1) kan utlésas
som en molekyl med tv& atomer och tre ensamma atomer. Det finns en fardig talféljd (A000041 i
OEIS) fran vilken vi kan utldsa att ett system med 13 atomer har 101 mojliga tillstAnd medan ett
system med 100 atomer har drygt 190 miljoner tillstand [15]. Eftersom 100 &r ett forhallandevis
litet tal i kemisammanhang skulle 6vergangsmatriserna, som har lika manga element som antalet
tillstand i kvadrat, bli ohanterligt stora for detta arbete.
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A.2 Ordlista

Generaliserade Laguerrepolynom
- (a2t
L) =S (=1) r
s =20 ()T
med paramater o som ar ett reellt tal, n =0,1,2,..., och 0 > = > oo [16].

Unimodal férdelning
En sannolikhetsfordelning som endast har ett lokalt maximum [17].

Laplacetransform

Lat X vara en icke-negativ absolut kontinuerlig slumpvariabel med pdf f. Laplacetransformen £y

av X definieras av

Lx(s)Ele*X] = /000 e X f(2)dx, s> 0.

[18]

Svag konvergens

Konvergens i en fordelning kan bendmnas som svag konvergens och kan definieras som

E[f(X,)] — E[f(z)] for alla begriansade kontinuerliga funktioner f [10].
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A.3 Kod

Kod f6r simulering.

N<-10000 #Number of atoms
lambda<-c(0.1,1,5,20)
loopsize<-10000
#creating a system, place 1= number of single atoms, place 2= number of 2-molecules etc..
system<- replicate(N,0)
n<-N
while(n>0){
size<-round(runif(1,1,n))
system[size]<-system[size] +1
n<-n-size

3

mean_matrix<-matrix(0,nrow=loopsize,ncol = length(lambda))
#uppdating the system
for (1 in 1:4) {
system_copy<-system
num_of_molecules<-sum(system_copy)
mean_dif<-num_of_molecules
i<-1
while (mean_dif>=num_of_moleculesx*0.2) {#a loop for finding stationarity isch
rand<-runif(1,0,1)
prob_agg<-2*lambda[l]*sum(1: (sum(system_copy)-1))/(2xlambda[1]*sum(1l: (sum(system_copy)-1))+
Num_0f _Links(system_copy))

if (length(which(system_copy!=0))==1 && which(system_copy!=0)==N){
prob_agg<-0
}
if (rand<prob_agg) {#aggregation
nonzero_places<-which(system_copy!=0)
if (length(nonzero_places)==1 && nonzero_places==1){
system_copy[1]<-system_copy[1]-2
system_copy [2]<-system_copy [2]+1
}
if (length(nonzero_places)==1 && nonzero_places!=1){
system_copy [N]<-system_copy [N]+1
system_copy [nonzero_places]<-0
}
if (length(nonzero_places)>1){
#possible<-which(system_copy!=0)
rand_to_bind<-sample (GetSampleVec (nonzero_places,system_copy) ,2)
system_copy [rand_to_bind[1]]<-system_copy[rand_to_bind[1]]-1
system_copy [rand_to_bind[2]]<-system_copy[rand_to_bind[2]]-1
system_copy [sum(rand_to_bind)]<-system_copy[sum(rand_to_bind)]+1
}
}
if (rand>=prob_agg) {#breakage
possible<-GetSampleVec (which(system_copy!=0),system_copy)
if (length(possible)==1){
rand_to_break<-possible

}
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if (length(possible)>1){
rand_to_break<-sample(possible,1)
}
while(rand_to_break==1){
rand_to_break<-sample(possible,1)
}
break_size<-round(runif(1,1,rand_to_break-1))
system_copy [break_size] <-system_copy [break_size]+1
system_copy [rand_to_break- (break_size)]<-system_copy[rand_to_break- (break_size)]+1
system_copy [rand_to_break] <-system_copy[rand_to_break] -1
}
new_num_of_molecules<-sum(system_copy)
mean_dif<-abs(num_of_molecules-new_num_of_molecules)
num_of_molecules<-new_num_of_molecules

for (i in 1:loopsize) {#a loop for collecting means
rand<-runif(1,0,1)
prob_agg<-2*lambda[l] *sum(1: (sum(system_copy)-1))/(2*lambda[1]*sum(1l: (sum(system_copy)-1))+
Num_0f_Links(system_copy))

if (length(which(system_copy!=0))==1 && which(system_copy!=0)==N){
prob_agg<-0
}
if (rand<prob_agg) {#aggregation
nonzero_places<-which(system_copy!=0)
if (length(nonzero_places)==1 && nonzero_places==1){
system_copy[1]<-system_copy[1]-2
system_copy [2]<-system_copy [2]+1
}
if (length(nonzero_places)==1 && nonzero_places!=1){
system_copy [N]<-system_copy [N]+1
system_copy [nonzero_places]<-0
}
if (length(nonzero_places)>1){
rand_to_bind<-sample (GetSampleVec (nonzero_places,system_copy) ,2)
system_copy [rand_to_bind[1]]<-system_copy[rand_to_bind[1]]-1
system_copy [rand_to_bind[2]]<-system_copy[rand_to_bind[2]]-1
system_copy [sum(rand_to_bind)]<-system_copy[sum(rand_to_bind)]+1
}
}
if (rand>=prob_agg) {#breakage
possible<-GetSampleVec (which(system_copy!=0),system_copy)
if (length(possible)==1){
rand_to_break<-possible
}
if (length(possible)>1){
rand_to_break<-sample(possible,1)
}
while(rand_to_break==1){
rand_to_break<-sample(possible,1)
}
break_size<-round(runif(1,1,rand_to_break-1))
system_copy [break_size] <-system_copy [break_size]+1
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system_copy [rand_to_break- (break_size)]<-system_copy[rand_to_break- (break_size)]+1
system_copy [rand_to_break] <-system_copy[rand_to_break] -1

}
mean_matrix[i,1]<-sum(system_copy)
}
}

newdf<-as.data.frame(mean_matrix)

ggplot() + coord_cartesian(xlim = c(0,400))+

#geom_histogram(data = newdf,aes(x=V1) , color

binwidth = 1, alpha=.3) +
geom_histogram(data = newdf, aes(x
binwidth = 0.1, alpha=.3) +
geom_histogram(data
binwidth = 0.1, alpha=.3) +
geom_histogram(data
binwidth = 0.1, alpha=.3)+
geom_histogram(data = newdf, aes(x
binwidth = 0.1, alpha=.3)+
#annotate("text", x = 75, y = 500, label

o~ e
| I

o~

V1) ,color
newdf, aes(x = V2) ,color
newdf, aes(x = V3) ,color
V4) ,color

= expression(paste(lambda,"

"azured4", fill=("azure4"),

"palevioletred4", fill=("palevioletred4"),
"plum3", fill=("plum3"),
"mediumorchid4", fill=("mediumorchid4"),

"bisqued",fill=("bisqued"),

0.01")),color="azured4")+

annotate("text", x = 370, y = 200, label = expression(paste(lambda," = 0.1")),

color="palevioletred4") +

annotate("text", x = 130, y = 500, label = expression(paste(lambda," = 1")),
color="plum3") +

annotate("text", x = 75, y = 700, label = expression(paste(lambda," = 5")),
color="mediumorchid4") +

annotate("text", x = 50, y = 1000, label = expression(paste(lambda," = 20")),color="bisqued") +

annotate("text", x = 300, y = 750, label = "N = 10.000",size=5) +

xlab("M") +
ylab("Frequency")

HHHH A HHH#FUNCT LONS######H#HHHHHHH H #H

Num_0f _Links<-function(system){
links<-0
for (i in 1:length(system)) {
links<-links+system[i]*(i-1)
}
return(links)

}

GetSampleVec<-function(nonzero_places, system_copy){

sample_vec<-0
for (i in 1:length(nonzero_places)) {

sample_vec<-append (sample_vec,replicate(system_copy[nonzero_places[i]],nonzero_places[i]))

}
return(sample_vec[-1])

3

GetData<-function(mean_matrix){

dataframe<-matrix(0,nrow = nrow(mean_matrix),ncol = 2*ncol(mean_matrix))
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i<-1

j<-1

while (i<ncol(dataframe)) {
prob<-Get_Prob(mean_matrix[,j])
dataframe[,i]<-prob[,1]
dataframe[,i+1]<-prob[,2]
i<-i+2
j<-j+1

}

df<-as.data.frame(dataframe)

return(df)

Get_Prob<-function(column){
mat<-matrix(0,nrow = length(column), ncol = 2)
column<-round(column,digits = 3)
prob<-replicate(length(column), 0)
for (i in 1:length(column)) {

prob[i]l<-length(which(column==column[i]))/length(column)

}
mat[,1]<-column
mat [,2]<-prob
return(mat)

3

Create_Start_System<-function(system, rand_start){

molecules<-replicate(rand_start,0)

for (i in 1:length(system)) {
rand_place<-sample(l:rand_start,1)
molecules[rand_place]<-molecules[rand_place]+1

}

zeros<-which(molecules==0)

if (length(zeros)>0){
for (k in 1:length(zeros)) {
giver<-sample(which(molecules>1),1)
molecules[zeros[k]]<-molecules[zeros[k]]+1
molecules[giver]<-molecules[giver]-1
}

}

for (j in 1:length(molecules)) {
system[molecules[jl]<-system[molecules[j]]+1

}

return(system)

}
Get_Mean<-function(mat){

add<-replicate(nrow(mat),0)
for (r in 1:nrow(mat)) {
sum<-0
for (¢ in 1:ncol(mat)) {
sum<-sum+mat [r, c]
}
add [r]<-sum/ncol (mat)

}
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mat_new<-cbind(mat,add)
return(mat_new)

}

########for plotting expected-time#####H#H#H#HH##H
set.seed(20)
N=10000
ntimes<-10
length_matrix<-matrix(0,nrow = 1000,ncol =ntimes )
system<-replicate(N,0)
rand_start<-100
system<-Create_Start_System(system,rand_start)
for (1 in 1:ntimes) {
system_copy<-system
#system_copy [1]<-N
#length_matrix[1,1]<-N
for (i in 1:nrow(length_matrix)){
rand<-runif(1,0,1)
prob_agg<-2*lambda[3] *sum(1: (sum(system_copy)-1))/(2*1lambda[3] *sum(1l: (sum(system_copy)-1))+
Num_0f_Links(system_copy))

if (length(which(system_copy!=0))==1 && which(system_copy!=0)==N){
prob_agg<-0

if (rand<prob_agg) {#aggregation
nonzero_places<-which(system_copy!=0)
if (length(nonzero_places)==1 && nonzero_places==1){
system_copy[1]<-system_copy[1]-2
system_copy [2]<-system_copy [2]+1
}
if (length(nonzero_places)==1 && nonzero_places!=1){
system_copy [N]<-system_copy [N]+1
system_copy [nonzero_places]<-0
}
if (length(nonzero_places)>1){
#possible<-which(system_copy!=0)
rand_to_bind<-sample(GetSampleVec (nonzero_places,system_copy) ,2)
system_copy [rand_to_bind[1]]<-system_copy[rand_to_bind[1]]-1
system_copy [rand_to_bind[2]]<-system_copy[rand_to_bind[2]]-1
system_copy [sum(rand_to_bind)]<-system_copy[sum(rand_to_bind)]+1
}
}
if (rand>=prob_agg) {#breakage
possible<-GetSampleVec(which(system_copy!=0),system_copy)
if (length(possible)==1){
rand_to_break<-possible
}
if (length(possible)>1){
rand_to_break<-sample(possible,1)
}
while(rand_to_break==1){
rand_to_break<-sample(possible,1)
}
break_size<-round(runif(1,1,rand_to_break-1))
system_copy [break_size] <-system_copy [break_size]+1
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system_copy [rand_to_break- (break_size)]<-system_copy[rand_to_break- (break_size)]+1
system_copy [rand_to_break] <-system_copy[rand_to_break] -1
}
length_matrix[i,1l]<-sum(system_copy)

}

}

added_matrix<-Get_Mean(length_matrix)

lengthdf<-as.data.frame(added_matrix)

geplot O+
geom_line(data=lengthdf, aes(x=c(1:1000),y=V1),color="plum3")+
geom_line(data=lengthdf, aes(x=c(1:1000),y=V2),color="plum3")+
geom_line(data=lengthdf, aes(x=c(1:1000),y=V3),color="plum3")+
geom_line(data=lengthdf, aes(x=c(1:1000),y=V4),color="plum3")+
geom_line(data=lengthdf, aes(x=c(1:1000),y=V5),color="plum3")+
geom_line(data=lengthdf, aes(x=c(1:1000),y=V6),color="plum3")+
geom_line(data=lengthdf, aes(x=c(1:1000),y=V7),color="plum3")+
geom_line(data=lengthdf, aes(x=c(1:1000),y=V8),color="plum3")+
geom_line(data=lengthdf, aes(x=c(1:1000),y=V9),color="plum3")+
geom_line(data=lengthdf, aes(x=c(1:1000),y=V10),color="plum3")+
geom_line(data=lengthdf, aes(x=c(1:1000),y=add),color="black")+
annotate("text", x = 750, y = 80, label = expression(paste(lambda," = 5")),size=5) +
annotate("text", x = 750, y = 85, label = "N = 10.000",size=5) +
xlab("Iteration") +
ylab("M")

HEHHH B

Kod for att visualisera frekvensfunktionerna.

Z <- function(lam,N)
as.function(laguerre(N-1,1)) (-1/lam)/lam/N

modm <- function(lam,N) # mode of the distribution
ceiling((sqrt((1+lam) ~2+4*lam*N)-1-1lam)/2/1lam)

prob<-function(x,lambda, N){
m <- modm(lambda,N)
pmf <- rep(0,N)
pnf [m] <- 1
i<-0
while(m-i>1 | m+i <N)
{
i <- i+l
if (m-i>=1)
pof [m-i] <- pmf [m-i+1]*lambda* (m-i+1)*(m-i)/(N-m +i)
if (m+i<=N)
pmf [m+i] <- pmf [m+i-1]*(N-m-i+1)/(m+i-1)/(m+i)/lambda
¥
pmf <- pmf/sum(pmf)
return (pmf [x])

N=10000
lam <- c¢(0.01,0.1,1,5,20)
cols <- c(1:4,"cyan3")
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eps=10~(-3)
# qplot(c(0,N), c(0,0.4),xlab="m",ylab="pmf")
datamat<- matrix(0,nrow = N,ncol = 5)
for (i in 1:length(lam)){

datamat[,i] <- prob(1:N,lam[i],N)

sup <- (1:N) [datamat>eps]

datamat [sup,i]<-0

# lines(sup,pmf [sup],lty=2,col=cols[i])

# points(sup,pnf [sup],pch=20,col=cols[i])

# abline(h=0)
}
df<-data.frame("0.01"=datamat[,1],"0.1"=datamat[,2],"1"=datamat[,3],"5"=datamat[,4],

"20"=datamat [,5])

ggplot () +

geom_line(data = df, aes(x = c(1:N), y =X0.01),size=1 ,
color = "bisque4") +

geom_line(data = df, aes(x = c(1:N), y = X0.1), size=1 ,
color = "azure4") +

geom_line(data = df, aes(x = c(1:N), y = X1), size=1 ,
color = "palevioletred4") +

geom_line(data = df, aes(x = c(1:N), y = X5), size=1 ,
color = "plum3") +

geom_line(data = df, aes(x = c(1:N), y = X20), size=1 ,
color = "mediumorchid4")+

# annotate("text", x = 75, y = 0.1, label = expression(paste(lambda," = 0.01")),
color="bisqued") +

# annotate("text", x = 37.5, y = 0.12, label = expression(paste(lambda," = 0.1")),

color="azured4") +
# annotate("text", x = 18, y = 0.18, label = expression(paste(lambda," = 1")),
color="palevioletred4") +

# annotate("text", x = 13, y = 0.25, label = expression(paste(lambda," = 5")),
color="plum3") +
# annotate("text", x = 12, y = 0.37, label = expression(paste(lambda," = 20")),

+

color="mediumorchid4")
# annotate("text", x = 75, y = 0.3, label = "N = 100",size=5) +
xlab("M") +
ylab("pmf")

df<-df[1:500,]
geplot () +
geom_line(data = df, aes(x = c(1:500), y = X0.1), size=1 ,color = "azured") +
geom_line(data = df, aes(x = c(1:500), y = X1), size=1 ,color = "palevioletred4") +
geom_line(data = df, aes(x = c(1:500), y = X5), size=1 ,color = "plum3") +
geom_line(data = df, aes(x = c(1:500), y = X20), size=1 ,color = "mediumorchid4")+
annotate("text", x = 360, y = 0.025, label = expression(paste(lambda," = 0.1")),
color="azured4") +
annotate("text", x = 140, y = 0.05, label = expression(paste(lambda,"
color="palevioletred4") +
annotate("text", x = 80, y = 0.075, label = expression(paste(lambda," = 5")),
color="plum3") +
annotate("text", x = 50, y = 0.112, label
color="mediumorchid4") +
annotate("text", x = 350, y = 0.087, label = "N = 10 000",size=5) +
xlab("M") +
ylab("pmf")

1:-))’

expression(paste(lambda," = 20")),
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# qqdata<-matrix(0,nrow = 500,ncol = 4)
# for (i in 1:4) {

# meen<-sqrt(N/lam[i+1])

# for (j in 1:500) {

# newdata<-((df[j,i+1]*N-meen)/(sqrt(meen/2)))

# qqdatalj,i]l<-newdata

# 0}

# 3

# qqdf<- as.data.frame(qqdata)

# ggplot O+

# stat_qq(data = qqdf, aes(sample=V1), color="azure4", distribution = stats::qunorm)+
# geom_qq(data = qqdf, aes(sample=V2), color="palevioletred4")+
# geom_qq(data = qqdf, aes(sample=V3), color="plum3")+

# geom_qq(data = qqdf, aes(sample=V4), color="mediumorchid4")
N=10000

lam=5

r=1:N

cs=cumsum (pm(r,lam,N))
meen=sqrt (N/lam)
x<-pnorm(r,meen,sqrt(meen/2))
y<-cs

df<-as.data.frame(t(rbind(x,y)))
ggplot (data=df,aes(x=x,y=y))+geom_point (color="plum3")+geom_abline(intercept = 0,slope = 1)+
xlab("Normalkvantiler")+
ylab("M-kvantiler")+theme_gray ()+
annotate("text", x = 0.75, y = 0.5, label "N = 10 000" ,size=5)+
annotate("text", x = 0.75, y = 0.4, label = expression(paste(lambda," = 5")),size=5)
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