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Forord

Vi vill tacka var handledare Alexei Heintz och &ven vara eximatorer: Ulla Dinger och Maria
Roginskaya.

En loggbok (dagbok) har uppdaterats varje vecka inom gruppen. Individuella tidsloggar har forts
dér information om de enskilda medverkandets prestationer aterfinns.

Gemensamma bidrag

Vi har alla hjélpt varandra genom att noggrant lésa igenom varandras bidrag och givit feedback.

Individuella bidrag

Avsnitt Emil | Hampus | Henrik | Philip
Pouldrvetenskaplig presentation X

Sammanfattning X

Inledning X

Forkunskap X

Syfte X

Historia X

Grundlaggande Teori och Notation

-Notation X

-Rékneregler och Defentioner X

-Rotation X

-Visualisering X
Tillampningar av Grundteori

-Balt-tricket X
-Boll-tricket X X
Avancerad teori

-3D-ytor X

-Visualisering av 3D-ytor X

Tillampning av Avancerad Teori

-Kollisionssdetekion X

-Kollision med friktion X

-Visualisering av en kollision X X
Diskussion X

Billagor

-A Kollsion bevis X

-B Superquadratics X

-C Kollisionsdetektion och restriktione X X
-D Visualiseringar

-D.1 Blender X X
-D.2 MatLab X b X
Tabellutforming X X

Figur 1: En representation av ansvarig/ansvariga for respektive avsnitt.



Popularvetenskaplig presentation

Tillampningar av Kvaterniloner

Sir William Rowan Hamilton var enligt egen utsago ute pa en promenad ar 1854 nér han fick
idén om hur de komplexa talen kan generaliseras upp till fyra dimensioner, denna upptéackt blev
senare kind som den hyperkomplexa talméngden kvaternioner. Hamilton foreslog att man bor
anvinda sig av kvaternioner som standard notation for vektoroperationer men forslaget motte
motstand fran forskningsvéirlden och istéllet valdes Gibbs notation. Méjligheten att anvéinda sig
av kvaternioner diskuterades &dven i samband med tillkomsten av kvantfysiken men aterigen
valdes en annan metod. En kan undra varfér kvaternioner démdes ut till férmén fér alternativa
metoder, det frimsta argumentet var att notationen ansags vara otymplig.

I borjan av 80-talet i samband med datorgrafikens framfart sa 6kade ocksa anvindandet av
kvaternioner eftersom det inom datorgrafiken var (och ar) viktigt med tillforlitlig orientering vid
3D-rotationer. Anvéindandet av kvaternioner har darfér varit att foredra framfér den alternativa
metoden, Eulervinklar. Anledningen till att kvaternioner ofta valts framfor Eulervinklar ar pa
grund av Gimbal-lock. Gimbal-lock &r ett fenomen parat med dessa vinklar som innebér att en
rotationsaxel férloras vid en specifik orientering, ett system i denna situation mister darfor
kontakten med en méingd orienteringar. En annan fordel med att nyttja kvaternioner &r
mojligheten att forklara och forsta fenomen som annars inte avslojar sina hemligheter. For att
demonstrera detta har vi i rapporten visualiserat tva sddana fenomen, Balt- och Boll-tricket.
Problematiken och begrinsningarna med Eulervinklar har inneburit att man inom flera omraden
valt att anvinda sig av kvaternioner som standardmetod for rotation och orientering.

Inom stelkroppsdynamiken ar det viktigt att beskriva hur stelkroppar paverkas av en kollision,
dér en stelkropp &r en kropp som inte kan deformeras. For nérvarande finns inget kdnt material
med denna egenskap, men en stelkropp &ar en bra approximation om deformationen ar férsumbar.
I samband med en kollision av tva stelkroppar s& kommer deras orientering och rotation att
andras, en kollisionsmodell behéver darmed ett verktyg for att beskriva dessa ting vilket
fordelaktigt gors med kvaternioner. For att visa hur det kan goras har vi i denna rapport
simulerat och visualiserat tva kollisioner med friktion. Ytterligare ett anvindningsomrade for
kvaternioner dr inom differentialgeometrin dér kvaternioner bland annat kan anvindas {or att
beskriva 3D-ytor, dess egenskaper och avbildning.

-Vi behéver anvinda kvaternioner varje gang vi i vill interpolera koordinater, animation av en
kameras rorelse, simuleringar, beskriva hastigheten for vétskor, och det &r enkelt att gora fel inom
allt detta, sdger John C. Hart, professor i datorvetenskap E Kvaternioner har flera
tilldimpningsomraden och vi behéver anvinda oss av kvaternioner, inom alla moderna
vetenskaper, for att beskriva den verkliga vérlden vi lever i.

L Andrew J. Hanson. Visualizing Quaternions, 2006. Sid. xxiii



Sammanfattning

Den hér rapporten underséker hur kvaternioner kan visualiseras och anvéndas i diverse
tillampningar. Generaliseringen av komplexa tal upp till fyra dimensioner, senare kant som
den hyperkompelxa talméngden kvaternioner presenterades for véirlden av Sir William Rowan
Hamilton, 1854, och har sedan dess applicerats inom flera omraden. I denna rapporten utreds
hur kvaternioner kan anvdndas och visualiseras inom tre tillaimpningsomraden men forst
beskrivs nédvéndig teori och bakgrund. I rapporten har en jamforelse mellan kvaternioner
och den alternativa metoden, Eulervinklar, studerats for att belysa skillnader i metoderna.
Den grundldggande teorin for kvaternioner anvinds dérefter for att fa en forstéelse for teorin
och hur kvaternioner fungerar genom tva visualiserade fenomen vars forklaring endast &ar
mojlig med kvaternioner, boll- och balt-tricket. Déarefter behandlas mer avancerad teori inom
tre tillampningsomraden; datorgrafik, stelkroppsdynamik och differentialgeometri.

Inom differentialgeometri s& behandlar denna rapporten hur man kan beskriva 3D ytor
med hjilp av s& kallade kvaternionramar och kvaternion-Gaussavbildning, vilket m&jliggor
ett sétt att beskriva en yta och dess egenskaper. Dessutom underséks méjligheterna att
anvianda kvaternioner inom stelkroppsdynamik genom en simulerad kollision mellan tva
konvexa stelkroppar med en friktionskoefficient och varfér det kan vara fordelaktigt att
anvinda sig av kvaternioner. Visualiserngarna av kvaternioner i rapporten &r genomférda
med olika metoder, men alla visualiseringar har genomforts i antigen Blender eller MatLab.
Resultatet i rapporten ger en kiinnedom om diverse tillimpningar och visualiseringar om
kvaternioner. Dessutom belyses ocksa begréansningar med den alternativa metoden,
Eulervinklar, som kvaternioner inte besitter. De begrinsningar som Eulervinklar besitter
innebér att kvaternioner dr en fordelaktig metod i de tillimpningar vi studerat.

Nyckelord; Kvaternion; Kvatternionram; Gaussavbildning; Rotation; Orientering;
Stelkroppsdynamik; Visualisering, Balt-tricket; Bolltricket.

Abstract

This report examines how quaternions can be used and visualized in various applications.
The generalization of complex numbers up to four dimensions, later known as the
hypercomplex number of quaternions was presented to the world by Sir William Rowan
Hamilton, 1854, and has since been applied in several fields. This report investigates how
quaternions can be used and visualized in three areas of application, but first the necessary
theory and background are described. In the report, a comparison between quaternions and
the alternative method, Euler angles, has been studied to elucidate differences in the
methods. The basic theory of quaternions is then used to gain an understanding of the
theory and how quaternions work through two visualized phenomena that we explain using
quaternions, the ball and belt trick. Thereafter, more advanced theory is dealt with in three
areas of application; computer graphics, body dynamics and differential geometry

In differential geometry, this report deals with how to describe 3D surfaces using so-called
quaternion frames and quaternion Gaussian map, which allows a way to describe a surface
and its properties. In addition, the possibilities of using quaternions in rigid body dynamics
are investigated through a simulated collision between two convex rigid bodies with a
coefficient of friction and why it can be advantageous to use quaternions. The visualizations
of quaternions in the report are carried out by different methods, but all visualizations have
been performed in either Blender or MatLab. The results in the report provide knowledge of
various applications and visualizations of quaternions. In addition, limitations are also
highlighted by the alternative method, Euler angles, which quaternions do not possess. The
limitations that Euler angles possess mean that quaternions are an advantageous method in
the applications we studied.

Keywords; Quaternion; Quaternion frame; Gauss map; Rotation; Orientation;
Rigid-body dynamics; Visualization, Belt trick; Ball trick.
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1 Inledning

Detta arbete utreder hur kvaternioner kan visualiseras och tillampas. Kvaternionen ar dock okénd
for de flesta trots dess runt 170 ar langa historia och att den idag tillimpas inom vida omraden
som datorgrafik, stelkroppsdynamik, signalbehandling, differentialgeometri, reglerteknik med
mera. Kvaternionen har ocksa gjort sig pamind inom kvantfysiken och noterbart &r att James
Clerk Maxwell forst formulerade den klassiska elektromagnetismen med kvaternioner [ [2]. Inget
av de namnda falten ar obskyrt eller saknar intressenter, snarare galler det motsatta. Detta leder
till Atminstone tva fragor; Varfor dr kvaternionen sé okdnd? och Varfor sa anvindbar? Den forra
besvaras kortfattat i kapitlet [4] om kvaternionens historia och den senare fragan har manga svar
eftersom kvaternionen har en méngd anvéndbara och intressanta egenskaper. Denna rapport
dmnar utreda nagra av dessa.

En egenskap som tidigt upptécktes var att kvaternionen kunde anvéndas for att representera och
visualisera orientering. Det ar en nyttig egenskap som delvis forklarar dess anvindning i
ovannamnda omraden. Vi redogdr for teorin som visar att kvaternionen har dessa egenskaper och
dven hur de kan anviandas for att forklara tva foreteelser som i rapporten bendmns Boll- och
Balt-Tricket.

Inom tillimpningar anviands ofta alternativa metoder for att beskriva orientering och tva sddana
teoretiska verktyg &r axel-vinkel framstéllningen och Eulers vinklar o, 8 och «y. Den forra
beskriver kring vilken axel och vinkel ett referenssystem behéver roteras for avsedd orientering.
Vardera Fulervinkel motsvarar rotationsvinkeln kring en basaxel i ett ortogonalt system.
Kvaternionframstéllningen har tva viktiga fordelar relativt bada metoderna (for &n mer
nyanserad jamforelse se kapitel . Kvaternionen kan tolkas som en funktion vars
definitionsméngd utgors av ramar (fér definition se kapitel och dess virdeméngd av
fyrdimensionella punkter vilket for det forsta tilliter entydig beskrivning av distansen/likheten
mellan ramar och f6r det andra mdojliggors visualisering av rotationssekvenser [2]. En anledningen
till att Boll- och Balt-Tricket studeras ar for att visa pa nyttan av dessa fordelar.

Ytterligare en aspekt som utreds ar kvaternionens formaga att beskriva 3D-ytor. Detta &r viktigt
inom bl.a differentialgeometri och datorgrafik. Speciellt underséks hur kvaternionramar och
kvaternion-Gaussavbildning relaterar till egenskaper hos 3D-ytor.

For att visa pa ytterligare tillampning av den presenterade teorin sa avslutas rapporten med tva
kollisionssimuleringar. En del av den mer avancerade teorin appliceras i en algoritm for
kollisionsdetektion och kropparnas orientering berédknas och visualiseras med hjilp av den
grundléggande teorin, och programmet Blender som animerar kollisionen tillimpar dessutom
kvaternionteori. Notera att kollisionssimuleringen i sig &r inte &r huvudintresset men for ett
nagorlunda praktiskt resultat har vi valt att inkludera friktion i kollisionsmodellen vilket ger
verklighetstrogna resultat [3].

Avslutningsvis papekas att detta arbete ar en litteraturstudie mestadels influerad av boken
Visualizing Quaternions av Andrew J. Hanson. Fran denna text kommer stora delar av den
presenterade teorin och ofta anvinds samma notation. Texten rekommenderas fér den som vill
férdjupa sig i &mnet.

2 Forkunskap

I rapportens forsta halft behandlas grundldggande kvaternionteori och for att forsta denna &ar det
en fordel att ha grundkunskaper inom linjér algebra, komplexa tal och flervariabelanalys. I
rapportens andra halft utreds mer avancerad teori och dar &r det nyttigt med grundliggande
kunskaper inom differentialgeometri. For den som inte ar bekant med differentialgeometri sa
rekommenderas ldsaren att forst ldsa kapitel 19 och 20 i Visualizing Quaternions av Andrew J.
Hanson.



3 Syfte

Syftet &dr att visa hur kvaternioner och dess visualisering kan tillimpas. De tillimpningar som
granskas ar rotationsberdkning, Béalt-tricket, Boll-tricket, beskrivning av 3D-ytor och
kollisionssimulering.

4 Historia

Vi kommer i detta avsnitt ge lite historik kring kvaternioner for att ldsaren skall fa en bakgrund
till arbetet.

Sir William Rowan Hamilton undersokte under borjan av 1800-talet méjligheterna att utvidga de
komplexa talen. De komplexa talen bestar av en reell och en komplex del, vilket beskrivs i formen
a + bi dér a, b tillhor de reella talen och dér talet ¢ &r den imaginéra delen. Hamilton hade
arbetat med att generalisera de komplexa talen under nagra ar och under en promenad med sin
fru aret 1854 fick han plotsligt idén att man kan genom att anvinda sig av regeln

i? = j2 = k? = ijk = —1 utvidga de komplexa talen till fyra dimensioner, denna utvidgning &r
det vi kallar fér kvanternioner. I samband med Hamiltons upptéckt s& stélldes fragan om
kvaternioner generaliserar komplexa tal, kan kvaternioner generaliseras ytterligare. Det visade sig
vara mojligt att generalisera kvaternioner till atta dimensioner, ddrav namnet octanioner eller
dual-kvaternioner som de ocksd bendmns. Dual-kvaternioner kan beskrivas precis som
kvaternioner men man anvéinder sig av ett ordnat par a = (a, b) istéillet som koefficienter. Det har
sedan dess skett fler generaliseringar av kvaternioner men dual-kvaternioner ar de mest
anvéndbara [2].

Hamilton foresprakade anvindandet av kvaternioner som standard notation fér att beskriva
tredimensionella vektoroperationer men kvaternioner ansags vara en obekvam notation. Istéllet
valdes Gibbs notation x = (z,y, z) som standardnotation foér att beskriva en tredimensionell
vektor. Nar kvantteorin for elektroner utvecklades under tjugohundratalet sa blev det uppenbart
att kvaternioner hade ett samband med spinorer (se kapitel men istéallet valdes den
alternativa notationen i form av en 2x2 matris, kéind som Pauli matriser. Tidigt anvdndes
kvaternioner inom Aeronautik och astronautik men det blev framférallt populért i samband med
utvecklingen av tredimensionell datorgrafiken. Inom datorgrafiken behévde man vara precis med
orienteringen for tredimensionella objekt och kameror, d& insdg man problematiken med att
anvanda sig av Eulervinklar (se kapitel . Problematiken med Eulervinklar innebar att man
istallet anvénde sig av kvaternioner som standardmetod for att beskriva orientering och rotation.
Det 6kade anvdndandet av kvaternioner inom datorgrafiken innebar ocksa att nyttjandet av
kvaternioner ckade inom diverse tillimpningsomraden [2].

5 Grundlaggande Teori och Notation

I detta kapitel redogérs teori och notation som anvidnds genom hela rapporten. Lisaren
rekommenderas att bekanta sig med notationen, detta for att undvika fragor som; Ar det en
vektor eller en skaldr? Dérefter foljer ett avsnitt med nagra nyttiga definitioner och operationer
relaterade till kvaternioner. I avsnitt [5.3] brukas dessa verktyg for att visa hur kvaternioner kan
beskriva rotation och orientering. Det avslutande avsnitten dgnas &t metoder for att visualisera
kvaternioner.

5.1 Notation

Hér ges den generella notationen som anvénds. Pé stéllen dar specifik eller annan notation kravs
s& kommer det forst att klargoras, detta giller framforallt for kapitel [7] och Bl Men allmént géller
nedanstaende tabell.



Allman Notation

Skalar Skrivs kursivt, t.ex. ¢ men det finns undantag. De imaginéra enheterna be-
namns 4, j och k och kvaternioner tecknas ocksa kursivt, se nedan.
Kvaternion Skrivs kursivt, speciellt dr g reserverad men andra tecken kan anvindas som

t.ex. p. Fran kontext bor det vara enkelt att urskilja da en kvaternion eller
skaldr asyftas.

Vektor Fetstilad minuskel, t.ex. v
Enhetsvektor || Identifieras med en hatt t.ex. n
Matris Kursiv versal, t.ex. R

5.2 Raékneregler och Definitioner

En kvaternion ¢ bestar av en reell och tre imagindra komponenter. Explicit géller alltsa

q=qo+iq +jq2 + kg3 (1)

dir ¢; e R, 1€ 0,1,2,3 dar

P=7=k=-1
ij =k, jk=iki=j
ji = —k,kj = —i,ik = —j
(2)

[4]. Notera forhallandet mellan de imaginéra enheterna ¢, j och k, de beter sig likt tre ortogonala
enhetsvektorer. Detta dr en nyttig egenskap eftersom en viss formalism tillater implicit
behandling av reglerna . Lat kvaternionen tecknas som en 4-vektor g = [qo, q1, g2, g3], eller

q = [qo,q], dir q dr en 3-vektor (innehaller de imaginidra komponenterna). D& kan operationerna
kvaternionmultiplikation, -skalarprodukt och -konjungering i respektive ordning skrivas som
nedan i ekvationerna , och . Dessa bevisas enkelt med ekvation och sambanden i

21 [ 5]

Multiplikation:
P*q = [Po,P1,D2,P3] * [q0, 41, G2, 93] = [Pogo — P - q, pod + qoP + P X q] (3)

Skalarprodukt:
P+ q = [po,p1,p2,P3] - [q0,q1,92,93] = Pogo +P-q (4)

Konjungering;:
7= [q0, —q1, —q2, —q3] = [q0, —d] (5)

Vid kvaternionmultiplikation utelamnas hédanefter x operatorn. For vara &ndamal kommer det
visa sig att endast normaliserade kvaternioner behover betinkas (se avsnitt . I
fortsdttningen antas déarmed att

g5 +ai + a3 =1 (6)

Notera att talen qg, g1, g2 och g3 under begrénsningen @ beskriver ytan till en hypersfar vilket
kommer utnyttjas f6r visualisering, se kapitel [5.4] Restriktionen leder dven till att
kvaternioninversen ges av dess konjungat [4].

Sats 1. ¢¢ =[1,0] = gq
Bevis. q7 = [qoqo +d - q, —¢od + qod — d X a] = [g5 + qf + g5 +q3,0] = [1,0] O
Nu foljer nagra nyttiga definitioner och Eulers fundamentala sats om rotationer

Definition 1. En enhetskvaternion dr en normaliserad kvaternion.



Definition 2. Mingden S¢ déir d € N innehdller ytpunkterna till en d + 1-dimensionell sfir.

Definition 3. En rotation definieras av rotationsaxel givet av normalvektor n och en
rotationsvinkel 0 sidana att en vektor roterar kring n med den givna vinkeln 6.

Definition 4. En ram (eller orientering) definieras av tre inbérdes ortogonala normalvektorer,
sig &, Yy och z. Om en rotation appliceras sa fas en annan ram.

Definition 5. En kvaternionram dr en punkt ¢ € S3.
Sats 2. Givet tva ramar Ry och Ry sa existerar en rotation saidan att Ry transformeras till Ro.

Ofta definieras orientering av en normalvektor men i denna rapport sérskiljs inte ram och
orientering [5]. Redan nu noteras att kvaternionramar (detta namn eftersom en kvaternion kan
motsvara en ram) anvinds for att visualisera rotationssekvenser som kurvor i S3, se kapitel |§| och
B3] Till sist, innan vi gar vidare definieras rena kvaternioner.

Definition 6. Kvaternionen vars reella komponent dr noll dr en ren kvaternion [1.

5.3 Rotation

I inledningen och senare har det ndmnts att kvaternioner har en féormaga att beskriva rotation
och orientering och i detta avsnitt visas att sa ar fallet. Initialt granskas
axel-vinkel-framstéallningen och hur den kan beskrivas av en kvaternion, samt en tolkning av
kvaternionmultiplikation. Darefter hirleds en kvaternionoperator som roterar rena kvaternioner
f6ljd av en redogorelse for Eulers vinklar och hur fenomenet Gimbal-lock upptrider. Avsnittet
avslutas med en icke-rigorés jamforelse mellan de tre metoderna.

5.3.1 Rotation med kvaternioner i matrisform

Om en kvaternion kan beskriva rotation bor den kunna relateras till en rotationsmatris darfor
reder vi forst ut hur en vektor v = [vy, v9, v3] kan roteras kring en godtycklig axel

n = [ny,n2,n3]. Ett svar ges av axel-vinkel-modellen dér rotationsaxeln och -vinkeln explicit
anges, dess matrisform ges i nedanstaende sats och bevis.

Sats 3. Ldt R(0,n) € 3 x 3 vara en rotationsmatris med rotationsazeln N och rotationsvinkeln 6.
R(0,7) har dd formen angiven av ekvation (7).

c+n?(l—c) nina(l —c¢) —sng ninz(l —c) + snq
R(0,n) = |nani (1l —c) + sng c+n3(l—c) nans(l —c¢) — snq (7)
n3ni(l —c) —sny ngna(l—c)+ smy c+n3(l—c)

dir ¢ = cosf och s =sinf [2].

Bewvis. Vi antar att de elementéra rotationsmatriserna ar kénda:

1 0 0 cos@ 0 sinf cosf —sinf 0
R(0,z) = |0 cosf —sinf|, R(0,9) = 0 1 0 |,R(,2)=|sinf cosf O
0 sinf cosf —sinf 0 cosf 0 0 0

(8)
En sekvens av ovanstdende matriser soks, sddan att den onskade rotationen astadkoms. For att
finna en lamplig sekvens parametriseras n med sfiriska koordinater:
f = [cos asin 3, sin asin 3, cos B]. Lat »’ beteckna en rotation av n. Strategin #r att genomfora
ett basbyte sddant att ett av det nya systemets basaxlar dr n och dérefter applicera en lamplig
elementédr rotationsmatris och sedan invertera basbytet. Detta &ar ekvivalent med att forst rotera
n si i/ = 2 och direfter applicera R(f, 2) och sedan invertera initiala rotationen sa n' = fn. Lat
nu v’ beteckna rotationen av v kring 7 med vinkeln 6, fran argumentet ovan och
parametriseringen inses da att v/ = R(«, 2)R(8,y)R(0, 2)R(—5,y)R(—«, 2)v. Och siledes



R(@, ﬁ’) = R(a’ ﬁ)R(ﬂ, @)R(aa i)R(fﬂv ’Q)R(*Oz, 2)

c+ni(l—c) ning(l —c) —snz ninz(l —c¢) + sns
= |noni(1 —c¢) + sng c+n3(l—c) nans(l —¢) — sny
ngni(l —c¢) —sna  ngna(l —c) + sng c+ni(l—c)

O

For att visa att matrisen beskriver en kvaternion anvénds tva variabelbyten. Dessa byten kan
tyckas vara obefogade men i néista avsnitt [5.3.2] ges en motivering och for &n mer bakgrund
hénvisas lisaren till texterna [2] [4]. Forst, lat a = cos § och b = sin § och notera ¢ = a® — b%,

s =2absamt 1 — c = a? + b — (a® — b%) = 2b* och resultatet blir

a? +b*(n? —n3 —nj) 20°n1ny — 2abng 2b°n3ny + 2abngy
R(0,n) = 2b°n1ng + 2abns a? +b%(n3 —n3 —n?) 20%nons — 2abn,
2b%n3n;, — 2abns 2b2n9ns + 2abn, a? +b%(n3 —n? —n3)

Matrisen ovan kan i sin tur parametriseras med fyra variabler, qo, g1, g2 och g3:
.0 .0 .
go=a= COS§, q =nib= nlsmg, g2 = ngb = n2sm§, q3 = nzb = ngsmi.

Parametriseringen ovan definierar en enhetskvaternion, ty
@ +qi + g3 + q3 = cos? g + (n? +n3 +n2)sin?(0/2) = 1 [2]. Pastadendet om enhetskvaternioner i
avsnitt [5.2] dr ddrmed motiverat. Enhetskvaternionen

0
= [cos =,sin =N 9
4= [cos 5, sin o) )
representerar darmed rotationsmatrisen R(6,7) och beskriver darfor en ram vilken alstras genom
rotation av referensramen kring n med en vinkel 0 < 6 < 47, upp till 47 f6r att kunna
representera alla rotationer. Givet en enhetskvaternion kan alltsd motsvarande rotationsmatris
R(q) skrivas som

B+ -6 209 — 29093 2¢193 + 2q0g2
R(qQ)=| 2q1¢2+200g3 @G —G+dB—d3 2003 — 2901 | - (10)
2¢193 — 29042 202q3 + 2001 @G — G4 — @ + 43

Notera att ¢ och —¢ motsvarar samma matris vilket innebér att avbildningen &r bilinjar, detta ar
en nackdel hos matrisrepresentationen, den tillater skenbar likhet mellan tvé olika ramar (se

kapitel .

Nu undersoks ndrmare vad som sker for tva fall av kvaternionmultiplikation, férst produkten av
tva godtyckliga enhetskvaternioner sen produkten av @ och en ren kvaternion ¢, = [0, v].

Lat nu t parametrisera en rotationssekvens lings x-axeln vilket innebér att sekvensen beskrivs av
matrisen R(0t, &) och kvaternionen ¢ = [cos &, sin & ].

Notera nu att sekvensen kan skrivas som matrismultiplikation:

R(0t, &) = R(Ot,, &) R(0t,—1,&)...R(0t1, &) (déir >, t; = t). Det visar sig att ¢(¢) pa samma vis
kan beskrivas av kvaternionmultiplikation: ¢(t) = ¢(t,)...q(t1). Slutsatsen &r att multiplikationen
av tva kvaternioner ¢ (61,71), ¢2(02, 12) motsvarar matrisprodukten av Ry (61, 71) och

R3(02,m2) [2]. Operationen har en geometrisk tolkning som utreds i kapitel

Onskvirt vore att g, = qq, = [0, R(A, n)v], vilket skulle férenkla rotationsbersikningar men
rékneexemplet nedan visar att detta inte &r fallet [4].
Ezempel: Lat 0 = I, n = %[1, 1,0] och ¢, = [0,2,0,0].

@ = qqy = [~1,v2,0,—1]

Operationen resulterar inte i en ren kvaternion, vektordelen har inte roterats 45 grader kring n
och inte heller 4r normen bevarad (hos imaginirdelen). En slutsats fran ovanstdende ar att



enhetskvaternionen ¢ avbildar en ram given av en rotationsmatris till en punkt (qo, ¢1,¢2,93). I
kvaternionrummet svarar dd multiplikation mot ramrotation men inte mot vektorrotation.
Hérnést utreds hur kvaternionmultiplikation kan anvéndas for rotationsberdkningar av vektorer.

5.3.2 Rotation av en ren kvaternion

I detta avsnitt soks en rotationsoperator som agerar pa rena kvaternioner. Forst preciseras tva
egenskaper en rotation kring en viss axel uppfyller. Lat v’ = f,(v) dér f, &r en rotationsoperator
vilken roterar v kring en axel p. For en rotation géller da

o] = o] (1)

(v—v)-p=0 (12)

Rotationsoperatorn dr normbevarande och rotationsvektorn (v — v’) ligger i rotationsplanet. En
insikt vi kommer anvinda dr att reflektioner dr rotationer vilket nedan bevisas [I].

Sats 4. Ldt n vara normalen till ett plan som innehdller origo. Lt v vara en godtycklig vektor
sd dim(v) = dim(n). Vidare, lit o vara vinkeln mellan planet och vektorn v. For reflektionen v’
galler

v/ =v—2n0(h-v) (13)

vilket dr en rotation med rotationsvinklen 2c.

Figur 2: Ett plan med normal 7 som innehaller origo. Vi ser ocksa vinkeln a mellan planet och
vektorn v. Vektorn v’ ar reflektionen av v m.a.p planet.

Bevis. Fran figur [2] inses direkt att att rotationsvinkeln ar 2o och
v =v—2n(n-v).

Vidare géller

v v = v =|v]? —4cosa+4cosa=|v]?=|v|=|v

’
(v—2)-p=(w-7) (Axn)=2n(h- v) (hxd)=0.
O

Den sokta rotationsoperatorn kan mojligen hérledas fran en reflektion men for en given rotation
maéste ett lampligt plan viljas (implicit i slutéindan) vilket gor hiirledning relativt komplicerad.
Om istéllet reflektionssekvenser studeras undgas komplikationen.

Sats 5. Ldt ny och no definiera tva plan genom origo och lit p ge skdrningen mellan planen:
iy X fig = sin gj) dér g dr vinkeln mellan planen: fi1 - ig = cos g. Om ¢1 = [0,71], g2 = [0, 15]
och ¢ = gaq1 samt q, = [0,v] sd gdller att operatorn f:

flaw) = qquq™"

@r en rotationsoperator med azxeln p och rotationsvinkeln 0 [1)].



‘ v
Figur 3: Vinkeln « representerar vinkeln mellan plan 1 (med normal 7;) och vektorn v som ska
roteras genom att forst reflekteras i plan 1 och sedan i plan 2 (med normal 75). Vinkeln mellan
planen &r g.
Bevis. Direkt ur figur [3] och sats [d] inses att reflektionssekvensen ger en rotationsvinkeln
200 + 2(% — a) = 0. Harnést studeras produkten ¢1¢,q;.

419,91 = [O,ﬂl][—v "fll,’U X ﬁl] = [—’fll . (’U X 'le), (—TL-’fM)le —l—’fll XU X ’fll] = [O,’U —2’&1(’&1 v)]

Hér anvindes vektoridentiteten (a x b) x ¢ = b(a - ¢) — a(b - ¢). Enligt sats [4| &r produkten ovan
en reflektion genom ett plan (innehéllandes origo) med normalvektorn 721. Den Onskade
rotationen fis nu genom att reflektera g, = ¢1¢,q1 1 plan 2 (ty, rotationsvinkeln ar da ), for den
roterade kvaternionen ¢, géller ddrmed

4r = q29v'q2 = 429149049192
Det aterstar att berdkna ¢ = ga2q;.

R . N e . . .0, 0 . 6,
g = q2q1 = [0,72][0,721] = [Tz - 7oy, Mg X N1| = [— cos 3 sin ip] = [cos 2 sin ip]

Notera att enligt sats [1| géller ¢! = (2q1) ' = ¢7 ' = 12 = 142 O

Med sats [5] &r det mojligt att arbeta med rotationer i kvaternionrummet och vi ser nu ocksé fog
fér de variabelbyten som anvéndes i foregaende avsnitt

5.3.3 Rotation med Eulervinklar

Eulers vinklar a, 8 och v motsvarar rotationsvinklarna kring tre inboérdes ortogonala axlar och
dérmed fas den resulterande matrisrepresentationen genom multiplikation av de elementéra
rotationsmatriserna (). Men matrismultiplikation (och ddrmed rotation) &r inte kommutativ
vilket innebér att orienteringen givet («, 3,7) ¢j dr entydigt bestimd. Problemet 16ses genom att
foreldgga en rotationshierarki som bestdmmer rotationsordningen, men tre mdéjliga axlar
resulterar i 27 mojliga rotationshierarkier (XYZ, ZZY etc). Endast tolv av dessa kan representera
en godtycklig rotation, ty frihetsgrader férloras d& successiva rotationer sker kring samma axel
[6]. Nedan betraktas hierarkin XYZ.

R;cyz = R(Ol, JE‘)R(B, Q)R(Vv 2) =
cos B cosy —cos Bsiny sin 3
Rey. = sin avsin 3 cos y cosacosy —sinasin fsiny  —sinacos
—cosasinfcosy +sinasiny sinacosy 4 cosasinfsiny  cosacos S
Lat nu f = £7 vilket leder till

0 0 +1
Ryy. = | 3(sin (@ £v) £sin(aF 7)) cos(aty) 0| =Rgy.(aty)
Fcos(at) sin(a+v) 0

Andring av « eller v leder till rotation kring samma axel och dérmed ér en frihetsgrad forlorad.
Ett system som hamnar i sadan position forlorar ddrmed tillgang till en méngd orienteringar och
det &r detta fenomen som kallas Gimbal-lock. Fenomenet &r en inneboende singularitet i
Eulerframstéllningen vilket innebér att alla rotationshierarkier har detta problem [6]. Eulers
vinklar &r d4nda vanliga inom tillimpningar och mdjliga anledningar till detta utreds kortfattat i
nasta avsnitt.



5.3.4 Matris- eller kvaternionform?

Vi har nu redogjort for att orientering och rotation kan hanteras med matris- eller
kvaternionoperationer. Det har ocksad anmérkts att matrisrepresentationer med axel-vinkel och
Eulervinklar ofta anvinds inom tillimpningar vilket kan tyckas vara markligt eftersom
kvaternionrepresentationen kréaver fyra tal och matrisrepresentationen nio. Eulerframstéllningen
har dessutom en singularitet och en rotationshierarki att ta hénsyn till. Har foljer en kort
jamforelse mellan dessa metoder.

I texten Visualizing Quaternions analyseras berdkningskomplexiteten for fem operationer, matris
till kvaternion, kvaternion till matris, rotera en 3-vektor, rotera flera 3-vektorer och sammansatta
rotationer. Forfattaren visar att kvaternionoperationer endast ar fordelaktigt vid det sistndmnda
fallet men att kvaternioner &r nédvandiga vid berdkning av optimal interpolering mellan ramar
(p.g-a entydigt distansmatt, kvaternionkurvor). Av numerisk osiikerhet och stabilitet kan det
ocksé vara en fordel att anvénda sig av kvaternionoperationer eftersom matrisrepresentationen
innehaller 6verflodig information och fler villkor beaktas da en rotationsmatris méaste
ortogonaliseras och normaliseras medan en kvaternionoperator enbart behdver normaliseras [2] [3]

[5]-

Ovanstaende géller allmént for matris- kontra kvaternionoperationer sa lat oss nédrmare granska
Eulerframstéllningen. Till dess fordel &r en lang historia av utbrett anvindande och ddrmed finns
utvecklade och testade 16sningar vilket forenklar implementering. I allménhet ldmpar sig ocksa
matrisrepresentationer béattre for andra transformationer som t.ex. skjuvning [5]. For vissa
system, som t.ex. gyroskop &ar det dessutom naturligt att anvinda Eulervinklar. Nackdelen ar att
ytterligare tva villkor maste beaktas, Gimbal-lock och rotationshierarkin. Det ar &ven svart, givet
tre vinklar och en hierarki, att forutsiga den resulterande rotationen (se kapitel . Detta visar
sig matematiskt genom att det ar relativt komplicerat att berdkna rotationsaxeln och -vinkeln.
Detsamma kan séigas om att beriikna Eulervinklarna givet en rotationsmatris [5].

Kvatenionframstéllningen har ldnge varit kdind men ej anvénts lika utbrett och darfér kan
16sningar och implementeringar saknas till manga problem eller sa anvénds de inte pa grund av
bristande kunskap vad géller firdighet eller existens. Utéver redan ndmnda fordelar ar att
kvaternionen ger en kompakt framstéllning vilket forenklar konstruktion och avldsning av
rotation [2] [5].

5.4 Visualisering

Kvaternioner ar fyrdimensionella objekt vilket férsvarar visualisering men under restriktion @
kan problemet 16sas med projektion till tre dimensioner. Har betraktas och jamfors egenskaperna
for tva olika projektionsmetoder, stereografisk projektion och kvadratrotsmetoden.

5.4.1 Stereografisk projektion

For att visualisera kvaternioner i 3D sa behover metoden ta bort en dimension vilket kan goras
med stereografisk projektion. Innan metoden appliceras pa enhetskvaternioner som ligger pa
hypersfaren S3 sa studeras projektionen av cirkeln S* och sfiren S? pa linjen respektive planet.

Den generella strategin for stereografisk projektion av ett objekt O gar till pa féljande vis:

e Vilj en projektionspunkt po € O. I figur [fa] och [AH] valdes cirkelns och sfirens nordpoler.
e Vilj ett projektionsplan 7. I figur [da] och [Ab] valdes linjen y = 0 respektive planet z = 0.

e Skirningspunkten mellan planet 7 och linjen I = pg + t(p — po) ger den stereografiska
projektionen av p € O pa 7. I figur [a] och [Ab] &r nagra av dessa linjer bla- respektive
rodmarkerade.

e Projektionen av pg definieras som punkten i odndligheten eftersom den annars saknar
projektion.



Genom att studera figurerna [a] och [Ab] inses att det finns tre omraden av intresse. Vid projektion
av enhetscirkeln ser vi att norra halvcirkeln (y > 0) avbildas pa || > 1 och s6dra halvcirkeln

(y < 0) pa |z| < 1. Till sist s& har vi punkterna pé ekvatorn (y = 0) som avbildas pa sig sjilva,
|z| = 1. Studium av projektionen av enhetssfiaren visar p4 samma vis att norra halvklotet

(z > 0), det sédra halvklotet (z < 0) och ekvatorn (z = 0) avbildas pa omradena x? + y? > 1,

22 4+ y? < 1 respektive enhetscirkeln z2 + y2 = 1.

2 | 2 3

Figur 4: (a) Stereografisk projektion av enhetscirkeln pé x-axeln. Figur: (b) Stereografisk projektion
av enhetssfiren pa xy-planet.

Nu kommer vi till att projicera enhetskvaternionerna ¢ - g = 1 pa det tredimensionella rummet av
rena kvaternioner. Till skillnad fran tidigare fall gar det inte att direkt visualisera det projicerade
objektet, men begréansningen @ tillater utldsning av alla komponenter. Likt de féregaende fallen
fas tre omraden av intresse. Den norra halvan av (¢o > 0) hypersfiren avbildas i klotet

(¢? + 3 + ¢3 < 1), den sddra halvan (qo < 0) utanfor klotet (¢? + g5 + g3 < 1), och ekvatorn

(g0 = 0) avbildas pa enhetssfiren (¢? + ¢3 + ¢3 = 1).

Fordelen med metoden ar forstaelse for objektets struktur och hur kurvor pa hypersfaren ror sig
fran ena halvan till den andra. Nackdelen &r forvrangda proportioner och former [2] [7].

5.4.2 Kvadratrotsmetoden

Kvadratrotsmetoden utnyttjar att ytan f(zq,xs,...,z,) = 0 kan skrivas om enligt

T = gi(x1,...,2, — 1) dér de olika g; beskriver delytor. Givet en n-dimensionell yta behéver vi
ddrmed specificera n-1 parametrar samt vilken av funktionerna g; som anvinds for att bestdmma
den n:te parametern. Vilken delyta som visualiseras kan i en grafisk representation till exempel
fargkodas.

Hypersfiren given g2 + ¢? + g3 + ¢3 = 1 skrivs nu som qo = +£+/1 — (¢ + ¢3 + ¢3). Lat g1, g2 och
g3 svara mot omraden dar gg > 0, go < 0 respektive gy = 0. Detta resulterar i tva enhetsklot vars
ytor (qo = 0) Gverlappar. Vid denna omskrivning resulterar projektion av hypersfiren i att
enhetskvaternionens vektordel visualiseras som en punkt i enhetsklotet, men for att kunna utlésa
fullstdndig information krévs dven en indikation pa tecknet for go. I figur B nedan visas resultatet
av denna metod applicerad pa enhetscirkeln och enhetsfaren.

Kapitlet avslutas nu med jamforelse mellan de tva projektionsmetoderna samt hur de kan
komplementera varandra. Fordelen med kvadratrotsmetoden &r att den i stora drag bevarar
formen och proportionerna av en kurva pa ytan men det dr nagot svarare att visualisera vad som
hénder om kurvan ett flertal génger gér mellan sfarens tva halvor. Att visualisera siddana kurvor i
nérheten av ekvatorn gor den stereografiska projektionen bra, men man bor ha i dtanke att den
forvranger utseendet av kurvor beroende pa var pa sfaren de befinner sig, sarskilt kurvor som
kommer néra pg blir mycket utstrickta och diarmed svara att rita ut pa liten yta [2].



Figur 5: a) Projektion av enhetscirkeln pa x-axeln med kvadratrotsmetoden: for x # +1 g; =
V1—122 go = —v/1—2? annars g3(+1) = 0. Avbildningarna visas med rétt, blatt och gront
i respektive ordning. b) Projektion av enhetssfiren pd xy-planet med kvadratrotsmetoden: for

Z#()?gl: 1_($2+y2)792:_\/1_(x2+y2)

annars g3 = =2 + y2. Avbildningarna visas med rétt, blatt och gront i respektive ordning.

6 Tillampningar av Grundteorin

An sa lange har vi granskat nagra av kvaternionens grundegenskaper och i detta kapitel ska dessa
appliceras for att forklara tva fenomen, Bélt- och Boll-Tricket. Dessa foreteelser kan inte forklaras
genom anviandning av varken axel-vinkel-framstéllningen eller Eulers vinklar eftersom de saknar
kvaternionens férmaga att beskriva rotationssekvenser.

6.1 Balt-Tricket

Balt-tricket &ar ett vanligt exempel pa hur rotationssekvenser kan beskrivas. Metoden for tricket
lyder som foljer:

e Ett bélte ldggs ut pa en yta eller i rummet dar bada édndar av béltet halls fast.

e Sedan roteras baltet ett helt varv (27) i en riktning, dir ena sidan pa béltet halls fast.
Dérefter far baltet manipuleras for att invertera rotationen utan att orienteringen pa
dndarna far skilja sig fran deras ursprungliga position.

e Procedur ovan utfoérs dérefter igen fast med en rotation pa 4, i samma riktning.

Det visar sig att med en 2z-rotation kan problemet inte 16sas men for 47 dr det mojligt att
atergd till béltets startlage. Detta tar fram en viktig egenskap hos kvaternioner: spinorer [§].
Spinorer beter sig som vanliga vektorer i det komplexa rummet men nér de roterar ett helt varv
(27) runt en kropp, kommer vektorn direkt att snurra runt tillbaka till sitt ursprungslige, en
viktig forméga for att kunna beskriva t.ex. spin hos elektroner. Figur [6] illustrerar detta exempel.
Balt-tricket kan forklaras bade matematiskt och med visualisering. Lat béaltet representeras som
en mingd av anslutna punkter i kvaternionrummet S3. Lat ocksa t parametrisera kurvan i S?
langs en av sidorna pé béltet, dar ¢ = 0 och ¢t = 1 blir &ndpunkterna pa béltet [2] sddan att

q(t) = q(w(t), =(t),y(t), 2(1))

Vi kan rotera objektet i vardera riktning i 3D-rummet. Om vi later y-axeln vara fixerad och
roterar runt den med vinkeln 6 langs axeln, fas att

q(t) = (cos%ﬂ,sin%,O) (14)

Matematiskt : Sétt in 0 = 27 in i , vilket representerar ett helt varv av béltet runt y-axeln:
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Figur 6: En representation av spinorer pé ett Mobius-Band i Blender. Normalen till varje
segmentyta visas av den blaa linjen.

q(0) = (1,0,0,0)

q(1) = (-1,0,0,0)

Vi ser fran ekvationen ovan att ett fullt varv av béltet inte har samma slutposition som den
boérjade med, vilket medfor att vi ej kan aterga till begynnelsetillstandet. Notera att

kvaternionramarna ¢(0) och ¢(1) motsvarar samma rotationsmatris vilket betyder att information
forloras i matrisrepresentationen. Lat istéllet 8 = 47 och sétt in i

q(t) = (cosmt,0,sinnt,0) = { (15)

q(0) = (1,0,0,0)
q(1) =(1,0,0,0)

Dérmed har vi en sluten kurva, dir bade start- och sluttillstindet befinner sig med samma
orientation.

q(t) = (cos2mt, 0, sin 27t, 0) = {

Visualisering : For visualiseringen av tricket kommer spinorer, som togs upp tidigare i kapitlet,
till bra hjalp. Spinorer och deras rotationer representeras oftast pa formen av diskar samt
riktningslinjer. I detta fall sétts radien till 7, vilket beskriver att varje rotation av multipeln 7
blir ldngden mellan centrum och omkretsen av disken. En simpel demonstration av detta ar att
lagga baltet pa ett bord. Vi kan dela upp disken i tva segment, ett som beskriver rotationen
parallellt till bordet och ett annat parallellt till baltet. Eftersom vi enbart ska undersoka en av
rotationerna i spelet, tas vridningen parallellt med béltet som referens. Spinorernas axlar sétts
fast ldngs den roterande &nden hos béltet eftersom orienteringen skall vara densamma hér efter
att en rotation har genomforts. Figur [7] nedan visar spinorens funktion.

NI N
(a) (b)

Figur 7: Visualisering av rotationer med spinorer. Figur a) visar béltet i startposition utan nagon
vridning. I figur b) har béltet roteras med 7 at ett hall, dir spinoren visar en pil i vagritt led med
langden 7. Den réda cirkeln markerar axeln som inte roteras i varje figur.

Notera att en rotation i —m-riktning hade gett en pil mot vénster istéllet for hoger fran
referenspunkten. Séledes ger en 27-rotation tva pilar som pekar i samma riktning, se figur
nedan. Givet en § = 2w-rotation kring y-axeln, ges foljande tillstand:

VRN

)
N

Figur 8: En 27-rotation ldngs baltets langd med spinorens orientering.
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I figur [§] avléses att spinoren inte befinner sig i mittcirkeln, vilket indikerar att béltet har fel
orientering i rummet. Detta stimmer ocksd 6verens med ekvation i den matematiska delen
som tyder pa att vi inte har en sluten kurva. Daremot, som det ndmndes innan, kommer
spinorerna efter 27 att flippa runt, det vill siga att de kommer byta riktning fran hoger till
vanster. D& 6 = 4x, har vi den féljande representationen:

// ™
\ /
. g

Figur 9: En 47-rotation ldngs baltets langd med spinorens orientering.

Dérmed fas samma orientering hos béltet efter en 47-rotation som i figur El a), eftersom enligt
spinorerna tar riktningar ut varandra och man kommer fram till startpositionen. Detta kan ses
som att en rotation av 47 inte &dr en rotation alls och istéllet betraktas som en sluten kurva i
kvaternionrummet S3.

6.2 Boll-Tricket

Annu ett exempel da ordningen av en sekvens rotationer har betydelse ar det sa kallade
boll-tricket. Det gar till pa foljande vis:

e Placera en boll pa ett bord och ladgg handen pé bollen parallellt med bordsytan. Lat
bordsytan ligga i x,y-planet med z-axeln riktad uppéat, ut ur bordet.

e ROr nu handen i sméa cirklar medurs och notera vad som hadnder med bollen.

Bollen roterar langsamt moturs runt z-axeln som dr ortogonal mot bordsytan trots att vi aldrig
direkt roterar bollen runt den axeln. I figur [11] visualiseras projektionen av bollens orientering dar
dess begynneslseram svarar mot kvaternionen ¢[1, 0]. I avsnitt konstaterades att
kvaternionmultipliktation motsvarade ramrotation, kurvan i figuren visualiserar ddrmed en
sekvens av kvaternionmultiplikationer. Rotation medurs i xy-planet resulterar i sekvensen

g[cos G(t;dt) ,sin e(t;dt)é(t — dt)]...q[cos 24 sin %é(dt)]q[l, 0] dir O(t) = sin ft& — cos Oty och 6
en konstant liten rotationsvinkel. Detta mérks &nnu tydligare ifall bollen forst roteras 5 runt
negativa y-axeln, f6ljt av 2 runt x-axeln och slutligen % runt y-axeln. Resultatet av den sekvens

2 2
kan ses i figur [I0]

~ ®> ) D

(a) (b) () (d)

Figur 10: Visualisering av sekvensen av rotationer som refereras i exempel 2, firg och skiva indikerar
orientering av bollen.

Detta sker eftersom rotationer ej &r kommutativa, annars hade den resulterande rotationen av
det andra exemplet varit 7/2 runt x-axeln och kurvan i figur [L1| hade varit sluten i g go-planet.
Rotationer kring z- och y-axlarna kan ge upphov till rotation kring z-axeln vilket ocksa kan inses
med tilldmpning av Eulers vinklar med rotationshierarkin YXY, se avsnitt [2].

7 Avancerad Teori

I detta kapitel undersdks mer avancerade egenskaper hos kvaternionen och hur dessa kan
visualiseras. Speciellt utforskas kvaternionens relation till 3D-ytor.
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Figur 11: Kvaternionkurvan for langsam cirkulér rorelse med projektionen av kvaternionramens
imaginardel. Lagg mérke till att kurvan ej &r sluten och stricker sig i ¢3z-led vilket betyder att
bollens orientering roterats i z-led.

7.1 3D-ytor

I detta avsnitt utreds hur 3D-ytor kan beskrivas med kvaternioner. Vi kommer anvinda oss av
kvaternionramar (se avsnitt for att beskriva 3D-ytorna. Kvaternionramar ger oss méjligheten
att beskriva alla typer av ytor och samtidigt karaktérisera ytans textur, vilket generar diverse
anvandningsomraden. Mer precist kommer vi i denna rapport endast behandla sléta
differentierbara 3D-ytor. Teorin som presenteras nedan kan &ven justeras for att utvidgas till fyra
dimensioner [2].

Vi anvénder oss av rotationsmatrisen R, och rena kvaternioner for att fa de exakta
komponenterna av Ry, vilket &r qug = ¢(0,v)§ = (0, R,v). Vi anvénder sambandet mellan 3 x 3
matrisen R} och en godtycklig kvaternion g enligt:

Ry(V)' =Y RiVI =q(0,Vi)qg .
J
Varje ortonormal ramkomponent kan beskrivas som en kolumn av Rj- och en godtycklig ram fas
d& genom att applicera sats [p| pa de tre kartesiska axlarna (representerade med rena
kvaternioner):

Tl = q(Ovi)q_17
O (16)
N =q(0,2)q"
Vi skriver det som en matris av kvaternioner i kvadratisk form dar ramvektorerna &r kolumner.
() [Ta] [N]] = R, (17)
Genom att ta differentialen och anvénda oss av hastighets normaliseringen v(t) = ||x/(¢)|| s& kan
kvaterniondifferentialen skrivas som:
Q(l) 0 —ks —ky —k. q0
4 =03k, ke 0 ke | |a (18)
Qé kz ky _kz 0 q3
Om k = 2(godq — qdgqo — q x dq) far vi:
dT; = q(0,k x X)g ™!,
dTy = q(0,k x §)q 1, (19)



Nu har vi formulerat ramekvationer med kvaternioner och dessa kan anvindas for att beskriva
egenskaper hos 3D-ytor. Forst skall vi studera en parameterrepresentation av ytor pa klassiskt vis:

ON(u,v) ON(u,v)
ou ov

= [’i‘l(u,v) ’i‘g(um)} [£], (20)

Egenviirdena till matrisen [k] dr ytans huvudkrokningar k; och ks, det vill sdga den maximala
och minimala krékningen i en given punkt. D& &r K = det [k] = k1ko var Gauss-krokning och
H = 1tr k] = 21222 4r den genomsnittliga krokningen [2].

For att beskriva samma ytegenskaper som ovan men med kvaternioner s& anviands uttrycket for
differentialen och ramparametriseringen (a, b):

)

Vi kan nu skriva om ekvation med kvaternioner for att beskriva krokningen, vi anvinder
standardnotation fran differentialgeometrin dér K och H &r lokala krokningar. Darmed kan de
lokala krokningarna skrivas i termer av ett godtyckligt oberoende linjart par av vektorfalten
(U, V) som

DuyN x DyN = K(U x V), (21)

DuN x V4 U x DyN = 2H(U x V), (22)
dir U =x, -V och V =x, - 7. Genom att anvinda ekvationerna , ,
kvaternionidentiteten I = (1,0) = ¢(1,0)g* och far vi:

1 1
quay " = —ZQ(O,a)(O,b)q_l = —zq(—a -b,axb)g!

. —i[—a b+ (ax b)) + (a x b), T2+ (a x b). K. (23)

koefficienten framfor N #r var Gauss-krokning (a x b), = K. Den genomsnittliga krokningen ges
pa likande vis av:

iy iy 1 . . g os .
0(0.%)q; " +4(0,9)q; " = —ga(-%-a-y-bxxa+yxb)
1 L 3 ]
=3 [*(am +0,)I+0.T1 —a.Ty+ (ay — b,)N| . (24)

dér (ay — by) = tr[k] = 2H &r uttrycket for var genomsnittliga krokning. Projektionen mot
normalens N riktning av vara ekvationer och ger oss var Gauss- och genomsnittliga
krokning:

_ ay(u,v) —ag(u,v)| _
K = det {by(uﬂ)) by (u, ) = azby — ayb,,

. [ay(u, v) —ax(u,v)} et

3 by (uw)  —ba(u,v)| ~ 2% ™

Vi kan dven utoka liknande ekvationer till 4D genom var differens [2].

7.2 Visualisering av 3D-ytor

Vi vill nu visualisera teorin fran avsnitt Vi kommer anvidnda oss av Gaussavbildning for att
avbilda kvaternionramar. Gaussavbildning &r i stora drag en nétmaskindelning av en enhetssfar
dér varje knutpunkt &r normalens riktning av motsvarande nod pa en indelad yta. Ramar
behdver inte anvindas for att genomfora en Gaussavbildning utan det skulle vara tillréickligt att
anvianda enbart ytans noder och normaler, men da forsvinner en del egenskaper. En central
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egenskap ar mojligheten att applicera egenskaper pa ytan, exempelvis en textur. Dessutom kan
man alltid vid givet koordinatsystem konvertera systemet till kvaternionramar och darmed
erhélla egenskaperna hos kvaternioner. Eftersom den klassiska beskrivningen av ramar och
projektionen av koordinaten befinner sig i samma rum som kvaternionramarna, bada planen &r
nédmligen vinkelrdtta med z—axeln [2].

Innan kvaternioner tillimpas for Gaussavbildning ges forst den klassiska definitionen av
Gaussavbildning:

Definition 7. Lit S C R? vara en yta med en orientering N. Avbildningen N : S — R? tar sina
véirden i enhet 2-sfiren S%. Avbildningen N : S — S? kallas Gaussavbildning av ytan S [9].

Vi kan anvidnda oss av att Gaussavbildningen ar differentierbar i punkten p € S och att

ANy : TS — Ty S? #r en linjir avbildning for att fa informationen om krokningen. Vi vet att vi
da befinner oss i ett delrum av R? och att T, = tx(,)S?. Dérmed kan vi skriva dN,, : T,S — T),5.
Informationen om krokningen av en yta ges d& av diffrentieringen av normalen som i [9].

Vi ska nu beskriva hur man kan anvinda Gaussavbildning med kvaternioner. Det &dr dock en
komplicerad process att differentiera R, som vi gjorde med den klassiskt beskrivna ramen
eftersom R, ar kvadratisk och samtidigt bestar av alla kvaternionkomponenter. Istéllet anvinds
en projektion till ett delrum av kvaternionrummet baserat pa bilinjdriteten av kvaternioner pa
rena vektorer genom att anvénda oss av exempelvis Hopf avbildning, vilket ar ett sétt att
beskriva S med hjilp av cirklar och en vanlig sfir. Vi kan alltsa anviinda oss av delar for att
konstruera hela var avbildning. Dessa delar ar sa kallad lappytor och ur klassisk avbildningsteori
fas att det behdvs atminstone tva separata lappytor for att kunna placera en komplett méngd av
koordinater. For kvaternion-Gaussavbildning sa anvinder man kvaternionramar istéllet for
koordinater, ddrmed géller att for varje punkt x av en lappyta sa har vi en avbildning som gér
fran var lappyta till S3. Relationen mellan tvé kvaternionramar g och ¢’ av tvé nirliggande
lappytor U och U’ ges av kvaternionmultiplikation med en 6vergangsfunktion t:

q =tq.

Detta ger oss en explicit évergangsfunktion mellan tva lappytor. Det &r ett liknande
tillvigagangssatt for att beskriva en komplett avbildning, men da méaste man ocksa ta hansyn till
den explicita relationen mellan kvaternionramar for varje lappyta som de delar i varje punkt. En
sadan relation kan beskrivas enligt:

tH0) = Gytiapp: (0) 2y 1app, (0)

dar varje punkt som lappytorna delar med varandra, d.v.s. U N U’ ar parametriserad av 6.

Det finns olika optimeringsstrategier for hur man ska vélja ramar och i sin tur lappytor for att
exempelvis ta bort onddiga vridningar och vindningar av formen. Intuitivt kan man ténka sig att
man vill minimera antalet vridningar som ramkurvan behéver ta sig fran startpunkten pa ramen
till slutpunkten pa ramen. Denna strategi kallas for Minimal lingd och area strategin och
visualiseras i figur
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Figur 12: Exempel: En sfir uppdelad i tva ytlappar, en sydpol och en nordpol, med Minimal ldngd
och area strategin.

8 Tillampning av Avancerad Teori

I detta kapitel tillampas kvaternionteorin i en kollisionssimulering. For att kunna anvénda teorin
ovan sa begrénsar vi oss till kollisioner mellan konvexa former. Lasaren padminns om att vart syfte
inte dr att producera en effektiv kollisionsalgoritm utan att visa hur kvaternioner och dess
visualisering kan tillampas.

8.1 Kollisiondetektion

Vi anvander oss av Minkowski-differensen for att se om tva konvexa former &r i kollision. Vi
boérjar med att definiera Minkowski-differensen:

Definition 8. Lat A och B vara tvd konveza objekt. Minkowski-summa av A och B, A,B € R?:
A®B={a+blac Abec B}
Om vi satter —B = {—blb € B} sd far vi Minkowski-differensen:
AcoB=A®(-B)={a—bla€ A,be B}.

Vi uppmérksammar att Minkovski-differensen B & A ocksa ar en konvex form, N, vilket ger att
om foljande villkor &r uppfyllt sa har vi en kollision.

Npga(n) = Ng(n) — Ng(—n).
Vi ser da att om det sker en kollision s& méaste Npg(n) innehalla minst en punkt [I0].

Anmdrkning: Vi kan anvinda diverse metoder for att beskriva konvexa former, ett alternativ ar
Superquadratic, se appendix [B}
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Figur 13: Exempel: En visualisering av tva Superquadratic objekt, vars Minkowski-differens inne-
haller minst en punkt. Dessutom &r normalerna visualiserade.

8.2 Kollision med friktion

Det vore enklare att undersoka friktionsfri kollision till skillnad fran med friktion, eftersom det da
ar mojligt att direkt 16sa for kollisionskraften men vid makroskopiska kollisioner ger detta ej
verklighetstrogna resultat [3] [IT]. A andra sidan &r det svart att berdkna kraften for kollision
med friktion. En 16sning som nedan redovisas ges av en metod utvecklad av Brian Mitrich som
istéllet for kraft berdknar impulsen [I1]. Det &r dock de inblandade kvaternionerna som ska
visualiseras, infor simulering &r det darfor [ampligt att beskriva en kropps dynamiska tillstand i
termer av kvaternioner.

8.2.1 Dynamiskt tillstdnd och kvaternionform

Betrakta ett dynamiskt tillstand x(t):
t
) (25)

d&r 7., dr masscentrumposition, R orientering, v(t) hastighet och w vinkelhastighet. Tillstandet
innehaller alltsa all nédvindig information for kollisionsdetektion och kollisionssimulering. For att
studera tillstandets beteende i kvaternionrummet Gversitts alla variabler till kvaternionform.
Alltsé, vektorerna representeras av rena kvaternioner och orienteringen (rotationsmatrisen) av
korresponderande enhetskvaternion:

dir gem (t) = [0, 7em (1)), ¢u(t) = [0,v(2)], qu(t) = [0,v(2)] och R(t) = R(q(t)) — ¢(t). Om
tillstandets komponenter normaliseras si kan de visualiseras (se kapitel .

8.2.2 Impulsbaserad kollisisonsmodell

Modellen presenteras genom en sats vars bevis lésaren finner i appendix eller i artiklarna [IT]
[13]. Modellen baseras pa tre antaganden vilka forst presenteras och dérefter f6ljer satsen.

Antagande 1: Infinitesimal kollisionstid
Antagandet tillater att kropparnas rérelse behandlas som konstant under kollisionsférloppet.

Rimligt eftersom kroppsrorelsen ofta dr forsumbar under kollisionstiden.

Antagande 2: Poissons hypotes
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Kontaktytan upplever vid kollision en kompression- och en expansionsfas, den totala impulsen p
antas vara relaterad till kompressionsimplulsen py enligt

p=(1+¢€)pk (27)

dir € ar restitutionkoefficienten. Modellen kommer fran empiriska test [13].

Antagande 3: Coulombfriktion
Fér en friktionskoefficent p, en friktionskraft fy och kollisionpunktens tangethastighet w, antas
det vid glidning gdlla

u 0= fp=—pfpu (28)
och vid rullning

w =0=[f] < —plf,| (29)

Dessa relationer ar hdrledda fran experiment.

Sats 6. Vid en stelkroppskollision under antaganden 1,2 och 8 fas férdindringen av en kropps
dynamiska tillstand genom att integrera av ekvation vid glidning och ekvation vid
rullning[13].

Uz (Pz)

(p2) H W /

Dl =M |——_wkz) | =Mp. 30
Eﬁ; TR P (30)
N 1

u
Au' = |u
u

=M |3 (31)

dir
Av(p.) = %p(pz) (32)

Aw(p.) = JH(r x p(p2)). (33)

Diér a? + B2 < u? och integrationen girs m.a.p pé impulsen p,, koordinatsystemet dr valt si att
z-riktningen dr parallell med normalriktningen vid kollisionspunkten och matrisen M beror pa
massan och massfordelningen hos kropparna.

For berdkning av matrisen M hénvisas ldsaren aterigen till appendix eller till artiklarna [IT] [13].
Kollsisionsdetektionen beskriven i féregaende kapitel anviands &ven till att finna
kollisionssystemet, d.v.s kvaternionen vilka xyz-riktningar som korresponderar mot p,, u, u, och
u,. Dérefter integreras ekvationerna ovan numeriskt tills u, = 0, da &r kompressionsfasen Gver
och enligt antagande géller p.y = (1 + €)p,, integrationen fortsitter alltsa tills p, = p.; och vi far
till slut den totala impulsen p(p,)(fran ekvation och (31))) vilken anviinds i ekvationerna
och for finna kropparnas nya hastighet och vinkelhastighet.

8.3 Visualisering av en kollision

I detta avsnitt visualiseras tva kollisioner genom simulering med hjélp av teoribeskrivningen fran
avsnitt [8:2] En kollision mellan tvé sfirer med samma egenskaper men olika begynnelsetillstand.
En andra simulering gjordes for en sfir som kolliderar mot ett plan (se figur . Kvaternionen
svarande mot sfirens orientering ses i figur [I4} En kortfattad beskrivning pa hur vi genomfort
vardera simulering samt kod kan avlésas i Appendix [C] respektive och
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a3

Figur 14: Orienteringen hos sfaren med kollision mot ett plan. Den blaa linjen representerar banan
innan kollisionen (réda punkten) och den streckade dr vad som sker efter kollisionen med planet.
Notera att kurvans riktningsfordndring innan och efter kollisionen beror pa kollision med golvet.

Figur 15: Simulering av en kollision mellan ett plan och en sfir. Figur a) visar startpositionerna
medan i b) sker kollisionen. Figur ¢) visar vad som sker efter kollisionen har genomforts.
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(c)

Figur 16: Simulering av en kollision mellan tva sfirer. Figur a) och b) visar objekten precis innan
och under kollisionsmomentet. I figur ¢) har kollisionen utforts.

9 Slutsatser och Diskussion

Resultatet av denna litteraturstudie visar att kvaternioner kan anviindas fér att beskriva rotation
och orientering samt att de kan vara mer lampliga att anvinda &n Eulervinklar. En anledning till
detta dr Eulervinklarnas inneboende singularitet kallad Gimbal-lock, som
kvaternionframstéllningen inte delar. Det finns dock tillimpningar fér att anvidnda Eulers vinklar
da rorelsen dr begridnsad. Matrisoperationer ar ofta mer effektiva vilket resulterar i att det kan
vara fordelaktigt att vixla mellan metoderna. Kvaternionen avbildar rotationsmatriser (eller
ramar) till punkter vilket gor det mojligt att definiera ett entydigt likhetsmétt (distansen i S?),
och rotationssekvenser avbildas som kurvor. Dessa egenskaper tillater oss att forsta fenomen
Balt- och Boll-tricket men det finns mer kraftfulla tillimpningar av dessa egenskaper som vi inte
utrett. Ett exempel géller att finna en optimal eller differentierbar rotationssekvens mellan tva
ramar, vilket kan gbéras genom att studera och interpolera kvaternionkurvor. Detta ar viktigt
inom animation for att skapa mjuka rorelser.

For att visualisera kvaternioner studerades tva typer av projektion till tre dimensioner,
stereografisk projektion och projektion med kvadratrotsmetoden. Kvadratrotsmetoden bevarar
formen och proportionerna béttre men kan samtidigt vara mer komplicerad att visualisera i
jamforelse med stereografisk projektion.

Anvéndning av kvaternioner inom differentialgeometri kan vara fordelaktigt for att beskriva
komplexa ytor, da anvindandet av kvaternioner erhaller de fundamentala férdelarna med
kvaternioner. Dessutom kan teorin utvidgas till fyra dimensioner pa ett naturligt sétt, da
kvaternioner i grunden &r fyrdimensionella. Kvaternion-Gaussavbildning avbildar komplexa
kvaternionramar genom anvandning av s kallade lappytor. Tillimpningen av kvaternioner inom
differentialgeometrin faststéller fordelaktiga avseenden med kvaternioner, mer specifikt i
sammanhang av rapportens syfte; visualisering och anvindning.

Syftet med denna rapport var att askadliggora tillimpning och visualiserng av kvaternioner vilket
har gjorts men ingen ny kunskap har presenterats. Kvaternionen har en lang historia och ar ett
pagaende forskningsfalt och ddrmed &ar kunskapen formedlad i denna rapport mycket begransad.
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A Bevis for sats

Bevis. Notation for att kunna sérskilja de olika kropparna och deras tillstand vid
kollisionsogonblicket. Ett heltals index ¢ anvénds for att beteckna tillstdndsvariabeler
tillhérnandes t.ex. kropp 1.

m; = Massan for kropp 1.

J; = Tréghetsmatris for kropp i.

v; = Hastighet for masscentrum for kropp i.

u; = Hastighet for kontaktpunkt for kropp i.

r; = Kontaktpunktposition relativt masscentrum fér kropp i.

w; = Vinkelhastighet for kropp 1.

p = Total impuls.

P& grund av antagande 1 ricker det att studera Aw; d.v.s hur hastigheten for kontaktpunkterna
pa respektive kropp forédndras, vilket gors med en kollisionsparameter . Vi later v = p, déar p, ar
den totala impulsen i normalriktningen, notera att initialt géller v = p, = 0 och att den
kontinuerligt 6kar under kollisionen. Vid kollisionségonblicket géller att

U, = V; +w; Xr;. (34)

och for forandringen vid ~.

Aui(y) = vi(7) = vi(0) + wi(7) x 75(7) — wi(0) x 7;(0)

= L (py(7) = pi(0) + TH ) (4 % pi() — TH0) (14 % i(0)

.
= L i) + T x py(n)
- mipi 7 i 7 pi 7

1 B
= (—I =} I )pi()

m;
Daér
0 —Tiz Tiy
X
r; = | Ti 0 Tix
—Tiy Tix 0

och notera att J; och r; enligt antagande 1 dr konstanta och oberoende av v, samt att p(0) = 0.
Vidare har vi

Au=u; — us

1 1
— 71_ ><J—1 X _ 71’_ ><J—1 X
(m1 ridir)p(v) (m2 T3 Jy 3 )Pa(7)

= M(p; — ps)
= MAp
Det giller alltsa att
Au' = Myp’
Avi(7) = —(p(1) ~ p(0) = () (3)
Aw(y) = I~ (r x p(7)). (36)

Fran antagande 3 inses att tva fall behéver behandlas. Vi borjar med glidning. Lat
0(p.) = arg(ug + iuy), alltsa vinkeln f6r glidriktningen i kollisionskoordinat. Det géller att

/_dpz_dpx dt _fi
Pe =, = Tat dp. U F.
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och
o _dpy _ dpy dt

_ L

Pv=ap, = "at dp. ~ V.
,:dpz

P dp.

Enligt antagande 3
fo=—(pcosO)f, = pl, = —pcosf

fy = —(usind)f. = p, = —pusing.
Alltsé har vi

Uz

'I.L/m —H A /uchru%
wy | =M | —p—tes (37)
o war“y
I fallet for rullning géller
0 @
u, =u, =0= 0| =M|3
A 1
Enligt antagande méste det gilla att |ff|? = o? 4+ 32 < p?.
O

B Superquadratics

Superquadratics dr en samling av geometriska 3D-former med definierade huvudaxlar. Den
implicita formen for superquadratics ar:

2"+ [y)* + 2" =1

dér 7, s,t € Ry bestdmmer den geometriska formen. Vi kan &ven infora skaldrer for varje
respektive axel och far da for A, B,C € R :

S Zt
2 =1
+’c‘

T y
*|5

‘ x
A
vi parametrisera ekvationen med parametrarna u och v, dir —5 <v < § och —7 <wu <7, och
far da:

dér f och g ar vara axelfunktioner definierade som:

flw,m) = sgn(sinw)|sinw|™,

g(w, m) = sgn(cosw)| cosw|™

Genom teorin presenterad ovan sa kan vi genera olika typer av formar som tillhor gruppen av
Superquadratics [14].
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C Kollsionsdetektion och restriktioner

Kollisionsdetektion

Genom att anvinda oss av tva objekt i Blender sa kan vi anvéinda oss av radien pa vara sfirer,
vilket i detta fall &r 30 cm, samt ldngden pa planet for att upptécka om det sker en kollision med
en kollsionsmarginal pa 0 mm, eftersom vi har en exakt beskrivning av ytan pa sfaren via radien.
Om vi valt en annan form pa vara konvexa objekt hade Blender approximerat ytan runt vara
objekt, vilket gor att vi inte far en lika verklighetstrogen simulering.

Restriktioner

I forsta simuleringen tilldelar vi alla sfarer en massa pa 4kg och sétter objekten 3m ifran
varandra. I simuleringen s& har vi antagit en friktionskoefficient pa 0.25. Nésta steg ar att
berékna de krafter vi vill ska paverka vara objekt och vi har anvint Newtons gravitationskraft

F = G™32. Vi kan approximera gravitationen pa jorden till m - 9,80665. Vi har dessutom
anvant tva ytterligare krafter. En kraft F; = 600 N som paverkar sfar 1 i riktning mot sfar 2 och
en kraft F», = 600 N som paverkar sfir 2 mot sfir 1. Krafterna avtar i enlighet med 1/r. Genom
att 1 simuleringen anvinda oss av en gravitation som flyttar objekten ner och samtidigt en kraft
som flyttar objekten i respektive riktning sd kommer vi naturligt f& en rotation i i ¢;— och
go-riktningen.

Den andra simuleringen foljer den forsta simuleringens premisser. Skillnaden fran den forsta
simuleringen ar att kollisionen sker med ett plan. Planet ar ett passivt objekt, vilket innebar att
planet ar fixerat for att kunna representeras som en vigg i verkligheten. Simuleringen utférdes s
att det endast sker en kollision mellan planet och sfiaren. Orienteringen for sfaren under
simuleringen kan avldsas i figur
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D Visualiseringar

D.1 Blender

Kommandon och filer for visualiseringar som genomforts med Blender finns nedanfor. Vi har valt
att skriva med alla kommandon som gjorts i Blender och dessutom har vi laddat upp filerna pa

GitHub for att ldsaren pa ett smidigt sétt skall fa tillgang till filerna.

Klicka hér fér att

komma till GitHuB

Alternativt:
https://github.com /dunderlime/Visualisering-med-kvaternioner

D.1.1 Visualisering av figur: [6]

bl_info = {

"name": "Visualisering av Mobius-strip"
"author" "Philip Karlsson",
"version": (1,0),

"blender": (2,80,0),

}
bpy
bpy.ops. .empty_add ( =2 ARROWS’, location=(0, 0, 0))
bpy.context. .rotation_mode = ’QUATERNION?
3 bpy.context. .rotation_quaternion[0] = 0.707
bpy.context. .rotation_quaternion[1] = 0
bpy.context. .rotation_quaternion[2] = 0
bpy.context. .rotation_quaternion[3] = 0.707

plane =bpy.ops.mesh.primitive_plane_add(location =(0, 0, 0))

bpy.context. .scale[0] = 1
bpy.context. .scale[1] = 8
bpy.context. .scale[2] =1
bpy.ops. .editmode_toggle ()
view3d_find ( return_area = False ):
area bpy.context.window.screen.areas:
area. == ’VIEW_3D’:
v3d = area.spaces[0]
rv3d = v3d.region_3d
region area.regions:
region. == WINDOW?’:
return_area: region, rv3d, v3d, area

region, rv3d, v3d
None, None

region, rv3d, v3d, area = view3d_find(True)
override = {
’scene’ : bpy.context.scene,
’region’ : region,
’area’ . area,
’space’ : v3d
}
bpy.ops.mesh.loopcut_slide(
override,
MESH_OT_loopcut = {
"number_cuts" : 40,
"smoothness" : 0,
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50

"falloff" : ’SMOOTH’,

"edge_index" 2,
"object_index" : 0,
"mesh_select_mode_init" : (True, False, False)

3,

bpy.ops.object.editmode_toggle ()
bpy.ops.object.modifier_add(type=’SIMPLE_DEFORM’)

bpy.context.object .modifiers["SimpleDeform"].deform_axis = ’Y~’
bpy.context.object .modifiers["SimpleDeform"].angle = 3.14159
bpy.ops.object.modifier_apply(apply_as=’DATA’, modifier="SimpleDeform")
bpy.ops.object.modifier_add(type=’>SIMPLE_DEFORM’)

bpy.context.object .modifiers["SimpleDeform"].deform_method = ’BEND’
bpy.context.object .modifiers["SimpleDeform"].origin = bpy.data.objects["Empty"]
bpy.context.object .modifiers["SimpleDeform"].deform_axis = ’Z°
bpy.context.object .modifiers["SimpleDeform"].angle = 6.28319
bpy.ops.object.modifier_apply(apply_as=’>DATA’, modifier="SimpleDeform")

bpy.ops.object.editmode_toggle ()
D.1.2 Visualisering av figur: [7H9]

bl_info = {

"name": "Visualisering av Balt-tricket"
"author" "Philip Karlsson",
"version": (1,0),

"blender": (2,80,0),
}
import bpy

bpy.ops.object.empty_add(type=’ARROWS’, location=(0, 8, 0))

bpy.context.object.rotation_mode = ’QUATERNION?
bpy.context.object.rotation_quaternion[0] = 1
bpy.context.object.rotation_quaternion[1] = 0
bpy.context.object.rotation_quaternion[2] = 0
bpy.context.object.rotation_quaternion [3] 0

plane =bpy.ops.mesh.primitive_plane_add(location =(0, 0, 0))
bpy.context.object.scale[0] = 1
bpy.context.object.scale[1] = 8
bpy.context.object.scale[2] = 1
bpy.ops.object.editmode_toggle ()

def view3d_find( return_area = False ):
for area in bpy.context.window.screen.areas:
if area.type == ’VIEW_3D’:
v3d = area.spaces [0]
rv3d = v3d.region_3d
for region in area.regions:
if region.type == ’WINDOW?’:
if return_area: return region, rv3d, v3d, area
return region, rv3d, v3d
return None, None

region, rv3d, v3d, area = view3d_find(True)
override = {

’scene’ : bpy.context.scene,

’region’ : region,

’area’ : area,

’space’ : v3d
}

bpy.ops.mesh.loopcut_slide(
override,
MESH_OT_loopcut = {
"number_cuts" : 40,
"smoothness" : 0,
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49 "falloff" : ’SMOOTH’,

50 "edge_index" 2,
51 "object_index" : 0,

2 "mesh_select_mode_init" : (True, False, False)

3,

56 bpy.ops.object.editmode_toggle ()

57 bpy.ops.object .modifier_add(type=’SIMPLE_DEFORM?)

58 bpy.context.object.modifiers["SimpleDeform"].origin = bpy.data.objects["Empty"]

50 bpy.context.object.modifiers["SimpleDeform"].deform_axis = ’Y’

60 bpy.context.object.modifiers["SimpleDeform"].angle = 12.56637 # Change to 3.14159,
6.28319, or O for other pictures

61 bpy.ops.object.modifier_apply(apply_as=’DATA’, modifier="SimpleDeform")

D.1.3 Visualisering av figur:

1 bl_info = {

2 "name": "Visualisering av kvaternion Gauss map",
3 "author": "Emil Hietanen",
1 "version": (1, 0),

5 "blender": (2, 80, 0),

10 import bpy

12 bpy.ops.mesh.primitive_uv_sphere_add(location=(0, 0, 0))
13 bpy.ops.mesh.bisect (plane_co=(-0.390101, 0.169852, 0.854357), plane_no
=(0.407088, 0.913326, -0.0107618), xstart=791, xend=793, ystart=588, yend=45)

15 bpy.ops.mesh.primitive_uv_sphere_add(location=(0, 0, 0))
16 py.ops.mesh.bisect (plane_co=(-0.390101, 0.169852, 0.854357), plane_no=(0.407088,
0.913326, -0.0107618), xstart=791, xend=793, ystart=588, yend=45)

17 bpy.context.space_data.overlay.show_ortho_grid = True
18 bpy.context.object.rotation_mode = ’QUATERNION?

19 bpy.context.object.rotation_quaternion[0] = 0

20 bpy.context.object.rotation_quaternion[1] = 1

21 bpy.context.object.rotation_quaternion[2] = 0

22 bpy.context.object.rotation_quaternion [3] 0

2

24 bpy.context.space_data.shading.type ’S0OLID?

25 bpy.context.space_data.shading.type = ’WIREFRAME’
26 bpy.context.space_data.shading.type = ’WIREFRAME?’
27 bpy.context.space_data.shading.type = ’*WIREFRAME’
28 bpy.context.space_data.shading.type = ’SOLID’

20 bpy.context.space_data.shading.type = ’MATERIAL’
30 bpy.context.space_data.shading.type = ’RENDERED?

33 return {’FINISHED’}

D.1.4 Visulaisering av figur:

1 bl_info = {

2 "name": "Fig: Kollisions detektion 1,
3 "author": "Emil Hietanen',

4 "version": (1, 0),

5 "blender": (2, 80, 0),

6 }

8

9 import bpy

10 from bpy.types import Operator

11 from bpy.props import FloatVectorProperty

12 from bpy_extras.object_utils import AddObjectHelper, object_data_add
13 from mathutils import Vector

15 bpy.context.space_data.shading.type = ’WIREFRAME’

28



16 bpy.context.space_data.shading.type = ’WIREFRAME’

17 bpy.context.space_data.shading.type >WIREFRAME’

18 bpy.context.space_data.shading.type ’SOLID?

19 bpy.context.space_data.shading.type ’MATERIAL”

20 bpy.context.space_data.shading.type >RENDERED’

21 bpy.context.space_data.shading.type = ’SOLID’

22 bpy.context.space_data.shading.type = ’WIREFRAME’

23 bpy.context.space_data.overlay.show_overlays = False

24 bpy.context.space_data.overlay.show_overlays = True

25 bpy.context.space_data.shading.type = ’WIREFRAME’

26 bpy.context.space_data.shading.type = ’SOLID’

27 bpy.context.space_data.overlay.show_extra_edge_length = True
28 bpy.context.space_data.overlay.show_extra_edge_length = False
20 bpy.context.space_data.overlay.show_face_orientation = True
30 bpy.context.space_data.overlay.show_face_orientation = False
31 bpy.context.space_data.overlay.show_face_orientation = True
32 bpy.context.object.rotation_quaternion[1] = 10

33 bpy.context.object.rotation_quaternion[2] = 2

34 bpy.context.object.rotation_quaternion[3] = -4.6

35 bpy.ops.outliner.item_activate(extend=False, deselect_all=True)
36 bpy.context.object.rotation_mode = ’QUATERNION?

37 bpy.context.object.rotation_quaternion[2] = -26.4
38 bpy.context.object.rotation_quaternion[1] = -1
39 bpy.context.object.rotation_quaternion[2] = -13.2

10 bpy.ops.outliner.item_activate (extend=False, deselect_all=True)

41 bpy.ops.outliner.select_box(tweak=True, xmin=52, xmax=142, ymin=42, ymax=86)
42 bpy.ops.object.editmode_toggle ()

43 bpy.ops.object.editmode_toggle ()

14 bpy.context.space_data.shading.type = ’WIREFRAME’
45 bpy.context.space_data.shading.type = ’WIREFRAME’
146 bpy.context.space_data.shading.type = ’>WIREFRAME’
47 bpy.context.space_data.shading.type = ’SOLID’

48 bpy.context.space_data.shading.type = ’>WIREFRAME’
19 bpy.context.space_data.overlay.normals_length = 0.0301
50 bpy.context.space_data.show_gizmo = True

51 bpy.context.object.location[1] = -0.95

52 bpy.context.object.location[1] = -0.97

53 bpy.context.object.rotation_quaternion[1] = 10.6
54 bpy.context.object.location[1] = -0.93

55 bpy.context.object.location[1] = -0.92

56 bpy.context.object.location[1] = -0.91

57 bpy.context.object.location[1] = -0.9

55 bpy.context.space_data.show_gizmo = False

50 bpy.ops.object.editmode_toggle ()

60 bpy.context.space_data.shading.type = ’WIREFRAME’
61 bpy.context.space_data.shading.type = ’WIREFRAME’
62 bpy.context.space_data.shading.type = ’SOLID’

63 bpy.context.space_data.shading.type = ’SOLID’

64 bpy.context.space_data.shading.type = ’WIREFRAME’
65 bpy.context.space_data.shading.type = ’SOLID’

66 bpy.context.space_data.shading.type = ’MATERIAL’
67 bpy.context.space_data.shading.type = ’WIREFRAME’
68 bpy.context.space_data.shading.type = ’SOLID’

69 bpy.context.space_data.shading.type = ’WIREFRAME’
70 bpy.ops.object.editmode_toggle ()

71 bpy.context.space_data.shading.type = ’SOLID’

72 bpy.context.space_data.shading.type = ’WIREFRAME’

73 bpy.ops.object.editmode_toggle ()
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16
47
18

49

D.1.5 Visualisering av figur:

bl_info = {

bpy .
bpy .
bpy .
bpy .
bpy .
bpy .
bpy .
bpy .

bpy .
bpy .
bpy .
bpy .
bpy .
bpy .
bpy .
bpy .
bpy .
3 bpy.
bpy .
bpy .
bpy .
bpy .
bpy .
bpy .
bpy .
bpy .
bpy .
bpy .

bpy .

bpy .
bpy .
bpy .
bpy .
bpy .
bpy .
bpy .
bpy .
bpy .
bpy .
bpy .
bpy .
bpy .
bpy .
bpy .

bpy .
i3 bpy .
bpy .
bpy .
bpy .
7 bpy.

"name":
"author":

"version":
"blender":

bpy
math
mathutils

ops.mesh.primitive_plane_add(size=8,

"Kollision mellan sfar

"Philip Karlsson",
(1,
(2,

och plan",

0),

80, 0),

Quaternion

context.space_data.context = ’PHYSICS’
ops.rigidbody.object_add ()

context. .rigid_body. = ?PASSIVE’
context. .rigid_body.friction = 0.25
context. .rigid_body.restitution = 1
context. .rigid_body.collision_shape =

ops.outliner.item_activate (extend=False,

ops.mesh.primitive_plane_add(size=3,

enter_editmode=False,

>MESH?
deselect_all=True)

enter_editmode=False,

context. .rotation_mode = ’QUATERNION?

context. .rotation_quaternion[0] = 0.707

context. .rotation_quaternion[1] = 0

context. .rotation_quaternion[2] = 0.707

context. .rotation_quaternion[3] = 0
context.space_data.context = ’PHYSICS’
ops.rigidbody.object_add ()

context. .rigid_body. = ’PASSIVE’

context. .rigid_body.collision_shape = ’MESH’
context. .rigid_body.friction = 0.25

context. .rigid_body.restitution = 0.3

context. .rigid_body.use_margin = True

context. .rigid_body.collision_margin = 0
context.space_data.context = ’MATERIAL’

ops.material.new ()

context. .active_material.use_nodes = False

context. .active_material.diffuse_color = (0.0762984,
context. .active_material.diffuse_color = (0.0762984,

ops.outliner.item_activate

ops.mesh.primitive_uv_sphe
=(-3, 0, 1))

context.space_data.context
ops.rigidbody.object_add ()

context. .rigid_body.
context. .rigid_body.
context. .rigid_body.
context. .rigid_body.
context. .rigid_body.
context. .rigid_body.
context. .rigid_body.

context.space_data.context
ops.material.new ()

context. .active_mate
context. .active_mate
context. .active_mate

ops.outliner.item_activate

(extend=False,

re_add(radius=0.3,

= ’PHYSICS?
mass = 4
collision_shape = ’SPHERE’
friction = 0.25
restitution = 0.3
use_margin = True
collision_margin = O
angular_damping = 0.848
= ’MATERIAL’
rial.use_nodes = False
rial.diffuse_color = (0.8, 0.00778373, 0.0094196,
rial.diffuse_color = (0.8, 0.00778373, 0.0094196,

(extend=False,

deselect_all=True)

enter_editmode=False,

deselect_all=True)

ops. .effector_add( =’>WIND’, enter_editmode=False,
context. .rotation_mode = ’QUATERNION?

context. .rotation_quaternion[0] = 0.707

context. .rotation_quaternion[1] = 0

context. .rotation_quaternion[2] = 0.707

context. .rotation_quaternion[3] = 0
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location=(0,
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0.8
0.026208, 0.8

location=(0,

0,

0,

>

>

0,

0))

0))

1)
1)

location

1)
1)

0))



bpy.context. .field.falloff_type = ’TUBE’

bpy.context. .field.use_min_distance = True

bpy.context. .field.use_max_distance = True

bpy.context. .field.distance_max = 2

bpy.context. .field.strength = 600
bpy.ops.outliner.item_activate (extend=False, deselect_all=True)
bpy.ops. .editmode_toggle ()

# Go to animation tab to see the simulation

D.1.6 Visualisering av figur:

bl_info = {

"name": "Comandos for Collision",
"author": "Emil Hietanen",
"version": (1, 0),

"blender": (2, 80, 0),

}

bpy

math

mathutils Quaternion

bpy.ops.mesh.primitive_grid_add(size=2, enter_editmode=False, location=(0, O,
bpy.context. .rotation_mode = ’QUATERNION?
bpy.context. .scale[0] = 10
bpy.context. .scale[1] = 10
bpy.context. .scale[2] =1

bpy.ops.outliner.item_activate (extend=False, deselect_all=True)

bpy.ops.mesh.primitive_uv_sphere_add(size=0.3, enter_editmode=False, location=
0, 5))

bpy.ops.mesh.primitive_uv_sphere_add(size=0.3, enter_editmode=False, location=
0, 5))

bpy.context. .rotation_mode = ’QUATERNION?

bpy.context. .location[0] = 5

bpy.context. .location[2] = 5

bpy.context. .location[1] = 0

bpy.context.space_data.context = ’MATERIAL’

bpy.context.space_data.context = ’DATA’

bpy.context.space_data.context = ’PHYSICS’

bpy.ops.rigidbody.object_add ()

bpy.context. .rigid_body.collision_shape = ’SPHERE’

bpy.context. .rigid_body.use_margin = True

bpy.context. .rigid_body.collision_margin = 0

bpy.context. .rigid_body.angular_damping = 0

bpy.ops.outliner.item_activate (extend=False, deselect_all=True)
bpy.ops.rigidbody.object_add ()

bpy.context. .rigid_body. = ’PASSIVE’
bpy.ops.outliner.item_activate (extend=False, deselect_all=True)
bpy.context.space_data.context = ’0BJECT’
bpy.ops.outliner.item_activate (extend=False, deselect_all=True)
bpy.context. .location[0] = -5
bpy.context.space_data.context = ’DATA’
bpy.context.space_data.context = ’PARTICLES’
bpy.context.space_data.context = ’MATERIAL?’
bpy.context.space_data.context = ’DATA’
bpy.context.space_data.context = ’CONSTRAINT?
bpy.context.space_data.context = >CONSTRAINT’
bpy.context.space_data.context = ’PHYSICS’
bpy.ops.outliner.item_activate (extend=False, deselect_all=True)
bpy.ops. .effector_add( =’B0ID’, enter_editmode=False, location=(0, O,
bpy.ops.outliner.item_activate (extend=False, deselect_all=True)
bpy.context. .field.strength = 100

bpy.ops.outliner.item_activate (extend=False, deselect_all=True)
bpy.ops.outliner.collection_delete ()
bpy.ops.outliner.item_activate (extend=False, deselect_all=True)
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bpy .
bpy .
bpy .
bpy .
bpy .
bpy .

bpy.c

bpy .
bpy .

7 bpy.

bpy .
bpy .

bpy .
bpy .
bpy .
bpy .
bpy .
bpy .
bpy .
bpy .
bpy .
bpy .
bpy .
bpy .

bpy .
bpy .
bpy .

context.scene.frame_start = 1
context.scene.use_preview_range = Tru
context.scene.use_preview_range = Fal
ops.object.effector_add (type=’WIND’,

context.
context.
ontext.

context

context.
context.
context.
context.

object.
object.
object.
.object.
object.
object.
object.
space_data.context = ’0BJECT’

field.
field.
field.
.use_max_distance
field.
field.
field.

field

falloff_type =’
strength = 600
use_min_distance

distance_max = 5
use_absorption =
use_absorption =

ops.object.effector_add (type=’WIND’,

context

context.

context

context.
context.
context.
context.

context

context.

context

context.

context.
context.
context.

.object.
object.
.object.
object.
object.
object.
object.

field

field

.falloff_type = ~’
field.
field.
field.
field.
field.

strength = 600

use_min_distance
use_max_distance
distance_max = 5
use_absorption =

.use_absorption =

.space_data.context = ’20BJECT’

object.rotation_mode = ’QUATE

.object.rotation_quaternion [2]

D.2 MatLab

Nedanfor finns bifogad kod for de figurer som visualiserats i MatLab.

object.rotation_quaternion [0]

space_data.context = ’0BJECT?
space_data.context = ’DATA’
object.data.lens = 15

D.2.1 Visualisering av figur: 4] och

% Steriographic projection

% se
dots
L =
t =
pO
n =
Ster

%% Circle 2D

ttup
= 100;

% adjusts the resolution of the spheres

3; % axis length
linspace (0,1,dots);
%point_of_projection

7; % number of projectionlines

= @(x,y)x./(1-y); % progection

[0 1];

eoProj

-> 1D

%standard parametrisation of a circle
cos (2%pi*t);
sin (2*pixt);

x =

y

]

pX =

7 %projection onto x-axis

StereoProj(x,y);

% some lines for enhanced visualization
theta = linspace(0,2*%pi,n+1);

% ploting part

clf

hold

on

axis([-L L -L/sqrt(1.6)

plot(x,y,’g?’)

L/sqrt(1.6)]1)

e
se

enter_editmode=False,

TUBE”’

True
= True

True
False

enter_editmode=False,

TUBE?

True
= True

True
False

RNION?

= -0.707107
= 0.707107

function

32

location=(5,

location=(5-,



31 plot (pX,0.*pX,’k-"7)

33 %plots projection lines
34 for i = 1:(length(theta)-1)

35 projline = StereoProj(cos(pi+theta(i)),sin(pi+theta(i)));

36 plot ([p0(1) projline cos(pi+theta(i))],[p0(2) 0 sin(pi+theta(i))],’b?)
37 end

38 plot (p0(1),p0(2),°r*’)

30 shg

41 %% Sphere 3D -> 2D

13 % configure setup

14 dots = 20;

15 theta = linspace (0,2%pi,dots);

46 phi = linspace(0,pi,dots);

47 [THETA ,PHI] = meshgrid(theta,phi);
18 pXY = @(x,z)x./(1-2);

19 n = 12;

% param sphere

= cos (THETA) .*sin (PHI) ;
sin (THETA) .*sin (PHI);
cos (PHI) ;

N < >
|

57 Xp = pXY(X,Z);

55 Yp = pXY(Y,Z);

50 % ploting part

60 clf

61 hold on

62 % Note: to get the version 1 sphere remove the setings on facecolor and
63 hedgecolor below.

64 surf (Xp,Yp,0.*Xp,’facealpha’,0.25,’facecolor’,’b’)

56 p0 = [0 0 11

66 colormap winter
67 surf(X,Y,Z,’facealpha’,0.5,’edgecolor’,’none’,’facecolor’,’g’)
68 plot3(p0(1),p0(2),p0(3),°r*’)

70 % below we plots the lines between the projection and the normal object
71 for 1 = 1:n

72 th = random(’unif’,0,2%pi);
73 ph = random(’unif’,0,pi);
74

75 x = cos(th).*sin(ph);

76 y = sin(th) .*sin(ph);

77 z = cos(ph);

78

79 plineX = pXY(x,2z);

80 plineY = pXY(y,z);

81 plot3([p0(1) plineX x],[p0(2) plineY yl,[p0(3) 0 z],’m’)
82 end

83

s4 axis([-L L -L L -L LI)
s5 view(-18,16)
36 shg

88 %% square root Method
89 % circle 2D -> 1D

90

91 %set up

92 th = linspace(0,2%pi); % angle for parametrisation

93 root = @(x,y) x; % this projection is so simple that tis function is redundant
9a m = T;

95
96 % paramererize
o7 x = cos(th);
o8 y = sin(th);
99

100
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101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114

s Yp

% plot

clf

hold on

plot(x,y,’k?)

plot ([1 -11,[0 0],’g*’) %plotsthe boundrypoints
plot(x,0.*x,’b-2)% southernhemisphere projection
plot(x,0.*x+0.01,°’r-’) Y%plots northern hrmisphere projection,

% the shift of 0.01 in y is to make it visible due to the overlap

% plots projection lines

for i = 1:n
x = random(’unif’,-1,1);
y = random(’unid’,2);
if (y==1)
plot ([x x], [sqrt(1-x-2) 0],’r--7);
else
plot ([x x], [-sqrt(1-x~2) 0],’b--7);
end
end
axis equal
shg
%% sphere 3D -> 2D
% set up
dots = 20;

theta = linspace (0,2%pi,dots);
phi = linspace(0,pi,dots);
[THETA ,PHI] = meshgrid(theta,phi);

n = 12;
% param sphere
X = cos(THETA) .*sin (PHI);
Y = sin(THETA) .*sin (PHI);
Z = cos(PHI);

= [0 0 1];
Xp = pXY(X,2Z);

= pXY(Y,Z);

% ploting part
clf

hold on
colormap winter

surf(X,Y,Z,’facealpha’,0.15, ’edgecolor’, ’none’); Ysphere
surf(X,Y,0.*Z,’facealpha’,0.5,’facecolor’,’b’) J southern hemisphere

surf(X,Y,0.%xZ+0.01, >facealpha’,0.5,’facecolor’,’r’) % northern hemisphere

% plots projectionlines

for i = 1:n
th = random(’unif’,0,2%pi);
ph = random(’unif’,0,pi);
x = cos(th) .*sin(ph);
y = sin(th) .*sin(ph);
z = cos(ph);
if z>0
plot3([x x],[ly yl,[z 0],°r-x)
else
plot3(lx x],[y yl,[z 0],’b-x7)
end
end
axis equal
view (3)
shg

D.2.2 Visualisering av figur:

% rolling ball
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10
11
12
13
14

16
17
18
19
20
21
22
23
24
25

26

65
66
67
68
69
70
71

72

% settup

t0 = 1; %pause time in sek

dots = 100; % adjusts the resolution of the spheres
L = 3; % axis length

t = linspace(0,1,dots);

n = dots;

% configure setup

theta = linspace(0,2*pi,dots);

phi = linspace(0,pi,dots);

[THETA ,PHI] = meshgrid(theta,phi);

[x,y] = meshgrid(linspace(-1,1,n),linspace(-1,1,n));
%% param sphere

X = cos(THETA) .*sin (PHI);

Y = sin(THETA) .*sin (PHI);

Z = cos(PHI);

C = Z; % to preserve collor in the sphere between rotations
CD = X;

% Rotmatrix

% ploting part O
clf
hold on

colormap default
title(’start’)

surf(X,Y,Z,C,’facealpha’,0.4,’edgecolor’,’none’) % sphere

surf(X,Y,0.%Z,CD,’edgecolor’,’none’) % Disk
%plot3([-1 11,[0 0],[0 0],’r’)%x-axis
%plot3 ([0 0]1,[-1 11,[0 0],°b’)%y-axis
%plot3 ([0 0]1,[0 01,[-1 11,°g’)%z-axis

axis equal

axis off

%legend (’’,??,’x-axis?’,’y’,%z?)
view(-90,45)

shg

pause (t0)

%% rot 1 -pi/2 y-axis
clf

hold on

Cc = X;

CD = -Z;

title(’Rotation kring -y-axel?’)

surf(X,Y,Z,C,’facealpha’,0.4,’edgecolor’,’none’) % sphere

surf (0.*X,Y,Z,CD,’edgecolor’,’none’) % Disk
%plot3([-1 1]1,[0 0],[0 0],’°r’)%x-axis
%plot3 ([0 0],[-1 11,[0 0],°b’)%y-axis
%plot3 ([0 01,[0 0],[-1 11,°g’)%z-axis

axis equal

axis off

%legend (’?,??,’x-axis’,’y’,’z’)

view (-90,45)

shg

pause (t0)

%%h rot 2 pi/2 x-axis
clf

hold on

C = X;

Ch =Y,

title(’Rotation kring x-axel’)

surf(X,Y,Z,C,’facealpha’,0.4,’edgecolor’,’none’) % sphere

surf (0.*xX,Y,Z,CD,’edgecolor’,’none’) % Disk
%plot3([-1 11,[0 01,[0 0],’r’)%x-axis
%plot3 ([0 0],[-1 11,[0 0],’b’)%y-axis
%plot3 ([0 0],[0 0],[-1 11,°g’)%z-axis

axis equal
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90

92
93
94
95

96

ok W N =

10

axis off
%legend(’’,??,’x-axis’,’y’,%z?)
view (-90,45)

shg

pause (t0)

%% rot 2 pi/2 y-axis
C = Z;

ch = Y;

clf

hold on

colormap default

title (’Rotation kring y-axel?’)
surf(X,Y,Z,C,’facealpha’,0.4,’edgecolor’,’none’) % sphere
surf(X,Y,0.*Z,CD, ’edgecolor’,’none’) % Disk
%plot3([-1 11,[0 0],[0 0],’r’)%x-axis
%plot3 ([0 0],[-1 1]1,[0 0],°b’)%y-axis
%plot3 ([0 0],[0 0],[-1 11,°g’)%z-axis

axis equal

axis off

%legend(’’,??,’x-axis?’,’y?,%z)

view (-90,45)

shg

D.2.3 Visualisering av figur:

%% Author: Hampus Ahlebrand

%Kod f r att visualisera kvaternionkurvan f r bolltricket

% d handen rullar bollen med sm cirkul ra r relser i xy-planet.
%Det antas h r att bollen har radien 1 vilket inneb r att 1 nden
%f r handens r relse i en viss riktning motsvarar rotationsvinkeln.

t=0; %motsvarar tid

T=0.1; %r relsen p g r i 0.1s

dt=0.0001; %Tidssteg

i=1; % index f r att spara komponenter i Q1,Q2 och Q2
theta=pi/250;Rotationsvinkeln

dtheta=pi/50;%Riktningsf r ndring
dtheta_0=pi/50;

q=[1 0 0 0];%Initialv rdet , denna kvaternion svarar mot bollens
begynnelseorientering

Ql=zeros(1,999);% De imagin ra komponenterna av de ber kande kvaternionerna

sparas
Q2=zeros(1,999);% i Q1, Q2 och Q3.
Q3=zeros (1,999);

while t<T
a=cos (theta/2);
b=cos (dtheta);
c=sin(theta/2);
d=sin(dtheta);
cl=1/sqrt(a~2+(c*d) "2+ (c*b)~2); Ynormaliseringskonstant.
gr=clx[a c*d -c*b 0]; Y%rotationskvaternion
q_0=qgr (1) *q (1) -qr (2) *q(2) -qr (3)*xq(3) -qr (4) *q(4) ; %kvaternionmult ,
q_1=qr (2) *q (1) +qr (1) *q(2) +qr (3) *q(4) -qr (4) *q(3) ;
q_2=qr (3)*q (1) +qr (1) *q(3) +qr (4) *q(2) -qr (2) *q (4) ;
q_3=qr (4) *q (1) +qr (1) *xq (4) +qr (2) *q(3) -qr (3) *q (2);

k=1/sqrt ((q_0) ~2+(q_1) "2+(q_2) "2+(q_3) "2) ;%normaliseringskonstant
q=k*[q_0 q_1 q_2 q_31;
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Q1(i)=q(2);

Q2(i)=q(3);

Q3(i)=q(4);

i=i+1;

t=t+dt;

dtheta=dtheta+dtheta_0;
end
plot3(Q1,Q2,Q3)%Resulterar i projektion av imagin ra delen mha kvadratmetoden
xlabel (?q_17)
ylabel(’q_2")
zlabel (2q_3?)

D.2.4 Visualisering av figur:

%% Author: Emil Hietanen

t=[3:-pi/90:0]%simuleringen bestod av length(t)frames

x=cos (t);

y=t/10000; %Eftersom vi vill ha y n ra noll f r att kunna plot3 och

%samtidigt ha det som i simulationen.

z_1=[3:-0.059:0];

z_2=[0.01:0.035:0.5];

z_3=0.51:-0.08:0;

z_4=[0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.04 0.03 0.02 0.01 0 0.005 0.002 0];

z= [z_1 z_2 z_3 z_4]; Jger oss en vecktor med n gra av de punkter i q_3

plot3(x,y,z,’-x’,’MarkerIndices’,86, MarkerEdgeColor’,’r’,’Color’,’b’, ’LineWidth’
,2)

xlabel (?q_17)

ylabel (’q_27)

zlabel (2q_3?)

grid on

hold on

xticks([-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5])

xticklabels({’-17,77,27 >

zticks([-1 -0.5 0 0.

zticklabels({’O’,”, > y s ) 77, ::,717})

yticks([-1 -0.5 0 0.

yticklabels({’O’,”, [N IE I ,:,’o,})

x=cos (t)

z=t /10000

plot3(x,y,z,’--?,’Color’,’b’,’LineWidth’,2)
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