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Syfte

Syftet med studien var att ringa in de storsta strukturella problemomradena inom addition och
subtraktion i den aktuella undersokningsgruppen. Genom kartliggning av elevernas kunskaper i
skolar 3 identifierade vi brister och undersokte orsakerna till att de uppkommit.

Metod

For att na vart syfte anviande vi oss av tre olika metoder. Vi borjade med att eleverna fick
genomfora en diagnos som vi sedan analyserade for att identifiera de strukturella
problemomradena. Diagnosen f6ljdes sedan upp med elevintervjuer for att reda ut vilka
tankestrukturer och begreppsuppfattningar eleverna anvinde sig av.

Direfter genomforde vi samtal med nagra av ldrarna pa de berérda skolorna for att fa reda pa hur
undervisningen kan ha paverkat elevernas tankestrukturer och begreppsuppfattningar.

Resultat

Studien visade att manga elever hade bristfdlliga begreppsuppfattningar for
multienheter. En del av dessa elever hade den felaktiga begreppsuppfattningen
av flersiffriga tal som siffror placerade i en rad, vad vi i studien kallat en
sammanlénkad entalsuppfattning. Andra elever visade tydliga tecken pa en en—
enhetsuppfattning, en begridnsad begreppsstruktur som grundas pa uppfattningen
av tal bestdende av multienheter som enbart samlingar av ental.

Det stérsta strukturella problemomraddet vi identifierade var att eleverna inte
diskriminerade ordningen vid subtraktionsberdkningar. Detta kan dels bero pé
brister i begreppsuppfattningen av subtraktion och dels pa att eleverna
anvdnder sig av raknemetoder som de inte har nédgon forstdelse for.
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1. Inledning

Resultat fran insamling av &mnesproverna i arskurs 5 fran 2006 visar att 19 % av eleverna inte
natt kravnivan i Delprov C i Matematik som behandlar huvudrikning och utrikningar med
skriftliga radknemetoder samt taluppfattning for hela tal (Skolverket, 2006).

Aven internationella undersokningar pavisar svenska elevers brister inom matematik.

Ar 2003 deltog Sverige i den internationella undersskningen TIMSS (Trends in International
Mathematics and Science Study) som jamfor matematikkunskaper hos elever fran 45 ldnder. De
deltagande liandernas forutsittningar skiljer sig markant at och darfor jamfors Sveriges resultat
med en grupp pa 20 linder som dr medlemmar i OECD (Organisation for Economic Co-operation
and Development) och/eller EU (Europeiska Unionen) samt Ryska federationen och Singapore
(Skolverket, 2005, s. 4). Undersokningen visar att de svenska eleverna presterar signifikant simre
dn 20-landsgruppens medelvirde 1 aritmetik (Skolverket, 2005, s. 6). De hade dven ett sémre
medelvérde totalt dn gruppens medelvirde.

Matematik dr ett viktigt amne som eleverna behdver behirska for att klara sig i dagens samhélle
men dven for att fa mojligheten att utbilda sig vidare. Det &r ofta brister i den grundldggande
matematiken som leder till svarigheter hos eleverna. Vi har déarfor valt att kartldgga strukturella
problemomraden inom matematik i ar 3 pa tva skolor i Goteborg i syfte att kunna hitta orsakerna
till att problemen uppstar. Vi hoppas i och med det kunna 6ka medvetenheten hos ldrarna om de
moment och metoder som kan leda till att eleverna utvecklar felaktiga eller begrinsade
tankestrukturer.

Vi har valt att avgrinsa studien till att enbart omfatta rdknesitten addition och subtraktion samt
att bara innefatta elever fran tva skolor beldgna i samma omrade. Det hade varit 6nskvirt med en
storre undersokningsgrupp dér olika omraden 4r representerade for att fa ett mer generaliserbart
resultat. Detta har vi dock inte kunnat gora pa grund av den begriansade tid vi haft till forfogande,
men vi hoppas att detta kan bli ett framtida forskningsprojekt.



2. Syfte och problemformulering

Syftet med denna fallstudie #r att ringa in de storsta strukturella problemomradena i ar tre inom
addition och subtraktion i den aktuella undersokningsgruppen.

Genom att kartligga elevernas kunskaper vill vi kunna identifiera brister och deras orsaker. Detta
skulle underlitta for ldrarna att anpassa sin undervisning och skapa bittre forutsittningar for
elevers ldarande.

Utifran syftet har vi formulerat foljande fragestillningar:
e Vilka ar de strukturella problemen inom addition och subtraktion hos undersokningsgruppen?
e Vilka orsaker ligger bakom de strukturella problemen?

e Hur paverkar undervisningen och ldrares val av liromedel och riknemetod elevernas resultat
och forstaelse?



3. Teoretisk anknytning

I den teoretiska anknytningen presenterar vi teorier, litteratur och styrdokument.

Forst beskriver vi for arbetet relevanta delar av LPO94 och malen for matematik.

Direfter kommer en sammanfattning av en av teorierna om hur barn bildar en uppfattning om
begrepp. Vi har dven med en bakgrund om barns talutveckling och tankestrukturer nér det giller
addition och subtraktion av hela tal. Darefter fordjupar vi oss i begreppsstrukturer for
multienheter. Vi tar d&ven upp nagra felaktiga begreppsstrukturer for multienheter som skolans
undervisning kan leda till att barn konstruerar. Avslutningsvis tar vi upp de riknemetoder som
idag dr vanliga i skolan.

3.1 Styrdokument

Léroplanen &r varje ldrares viktigaste redskap som undervisningen ska utga ifran.

I laroplanen beskrivs mal och riktlinjer som ska f6ljas. Ett av malen att uppna i grundskolan ér att
varje elev ska behirska grundliggande matematiskt tinkande och kunna tilldmpa det 1
vardagslivet (Utbildningsdepartementet, 1994). Kursplanerna, som kompletterar ldroplanen, dr
uppdelade i mal att striva mot och mal att uppna. I stravansmalen anges de kunskapskvaliteter
som ldraren ska arbeta for att eleverna ska na under grundskolans nio ar. I strivansmalen i
matematik vill vi sérskilt lyfta fram foljande mal (Skolverket, 2006):

Skolan skall i sin undervisning striva efter att eleven:

e utvecklar intresse for matematik samt tilltro till det egna tinkandet och den egna
formagan att ldra sig matematik och att anvinda matematik i olika situationer,
[...]

e inser virdet av och anvdnder matematikens uttrycksformer,

e utvecklar sin formaga att forsta, fora och anvinda logiska resonemang, dra
slutsatser och generalisera samt muntligt och skriftligt forklara och argumentera
for sitt tankande,

e utvecklar sin formaga att formulera, gestalta och 16sa problem med hjélp av
matematik, samt tolka, jamfora och virdera 16sningarna i férhallande till den
ursprungliga problemsituationen,

e utvecklar sin formaga att anvinda enkla matematiska modeller samt kritiskt
granska modellernas forutsittningar, begransningar och anvéandning,

3.1.1 Preliminira mal i ar 3

Regeringen har gett skolverket i uppdrag att ta fram mal att uppna dven for det tredje skolaret for
att kunna skapa ytterligare ett avstimningstillfille, ett nationellt prov, i syfte att forsékra sig om
en ldgsta niva av elevernas kunskapsutveckling. En projektgrupp har tillsatts som har tagit fram
forslag till mal i matematik, svenska och svenska som andrasprak for ar tre. Forslagen kommer
att skickas till regeringen for ett slutgiltigt beslut i vecka 23, 2007 (Skolverket, 2007).

I forslagen till mal att uppna i ar 3 kan man lésa:

Eleven skall ha forvérvat grundldggande kunskaper i matematik som mojliggor att
konkreta och elevnira foreteelser kan beskrivas och forklaras med olika
uttrycksformer inklusive grundlidggande matematiska symboler och begrepp.
Eleven skall ocksa ha utvecklat en formaga att samtala om och 19sa problem med
hjélp av grundldggande matematiska modeller savdl muntligt, skriftligt som med
tekniska hjdlpmedel samt kunna reflektera kring tillvigagangssitt och resultat.



Inom denna ram skall eleven:

¢ ha en grundldggande taluppfattning och kunna undersoka och dela upp naturliga
tal samt beskriva deras egenskaper och relationer,
[...]

¢ haen grundldggande forstaelse for innebodrden av de fyra riknesitten och kunna
beskriva deras inbordes samband,

e kunna utféra berdkningar med hjélp av addition och subtraktion i huvudet, med
skriftliga raiknemetoder och tekniska hjdlpmedel samt kunna hantera enkla
multiplikationer och divisioner,

[...]

3.2 Begreppsbildning

Nir man pratar om begreppsbildning maste man forst definiera vad som menas med forstaelse for
begrepp. Det dr inte de konkreta eller abstrakta begreppen som menas, objekten, utan den
uppfattning av begreppen som skapas i hjarnan, alltsa forstaelsen for vad objektet faktiskt dr och
representerar. Att en elev vet att en fyrkant kallas kvadrat betyder inte att eleven har forstaelse for
begreppet Kvadrat. For det krivs det dven att eleven kan begreppets attribut, till exempel, att en
kvadrat har fyra horn, vinklarna dr rita och att samtliga fyra sidor dr lika langa. Alla begrepp
karakteriseras av deras attribut och deras relation till helheten.

Barn ldr sig nya begrepp genom att exponeras for och ldra sig att urskilja begreppets attribut.
Denna inldrning och urskiljning av attributen sker vanligtvis omedvetet. Det finns tva olika
processer vilka man kan ldra sig begrepp genom, theory revision och redescription. I bada fall
utnyttjar man tidigare begrepp med fokus pa sirskiljande begreppsattribut. Vilken process som
anvinds #r beroende av begreppets natur och pa vilket sitt inldrningen sker.

Inldrning genom theory revision innebir att barnet forst far en preliminér uppfattning om
begreppet, till exempel att hav ir en stor vattensamling. Over tid preciseras sedan de sirskiljande
begreppsegenskaperna, en sjo eller en bick kan inte vara ett hav eftersom havet inte har nagra
grinser, och tillslut tinker man helt i begreppet (Bentley, 2007, in press).

Inldrning genom redescription innebér att barnet utsitts for en hogfrekvent exponering av
begreppet och dess attribut vid upprepade tillfillen under en begrinsad tidsperiod. Barnen bildar
da en uppfattning av begreppet i den associativa delen av arbetsminnet. Nér uppfattningen av
begreppet fungerar tillfredsstillande flyttas begreppet 6ver till langtidsminnet. Genom
redescription sker begreppsbildningen pa kortare tid (Bentley, 2007, in press).

En forstaelse for ett begrepp innefattar kinnedom av dess attribut, av andra begrepp som
involveras i1 begreppet och om relationen inom helheten. Man kan dela upp begrepp i
metabegrepp och subbegrepp. Ett exempel pa ett metabegrepp ir tal. Ett subbegrepp till
begreppet tal dr da till exempel 7 (Bentley, 2007, in press).

3.3 Barns tankestrukturer i addition och subtraktion

Barn anvinder sig av flera olika begreppsstrukturer da de 16ser uppgifter, vilket resulterar i flera
olika 16sningsprocedurer for samma uppgift, bade korrekta och inkorrekta. For att kunna hjilpa
barnen att utveckla den forstaelsen for ett begrepp som &r nodvéndig for att kunna utfora
berikningar, maste man kinna till vilka tidiga tankestrukturer och tolkningar barnen kan anvinda
sig av.



3.3.1 Talutveckling

Barns forsta anvindning av talord visar sig 1 anvdndning av talraden (genom att séiga talord i en
foljd), anvandning av rikning (genom att relatera varje objekt till en siffra) och en kardinal
anvindning (for att bestimma ett antal foremal i en méngd med ett ensamt talord). En del barn
borjar anvinda talord redan innan de fyllt tva ar och under de foljande sex aren av utveckling blir
det inbordes forhallandet mellan de tre anvidndningsomradena for talord allt tydligare. Den hir
utvecklingen av taluppfattningen sker i flera nivaer (Fuson, 1992, Research on whole number
addition and subtraction, s. 248).

. Karen Fuson, en framstaende forskare inom matematikdidaktik pa Northwestern University,
USA, har (1992) gjort en uppdelning med fem utvecklingsnivaer.

I den forsta utvecklingsnivan ”string” ser barnen talraden som en enda lang ramsa utan att
urskilja talen som ord.

I ndsta niva, ”"Unbreakable list” har barnen lirt sig att urskilja de specifika talen, men till en
borjan ser de fortfarande talraden som en ramsa utan anviandningsomraden. Inom denna niva
utvecklar barnen sa smaningom sina kunskaper till att forst kunna rikna féremal genom att para
ihop rdkneorden med foremalen. I nidsta steg borjar barnen utveckla en kardinal aspekt av tal.
Barnen kan se att det sista uppriknade ordet bestimmer antalet foremal i médngden. Med den hir
vetskapen kan de addera tva givna tal genom att rikna alla fran borjan.

I den tredje nivan, “breakable chain” har barnen utvecklat sin forstaelse for talraden sa till vida att
de kan bdrja rikna fran ett godtyckligt tal.

I den fjirde nivan “numberable chain” behdver barnen inte ldngre féremal for att kunna addera
méngder utan de anvénder sig av namnen i talraden. Dock behover barnen ndgon metod for att
hélla reda pa vilka rdkneord som &r sagda i den andra termen, till exempel genom fingerrdkning
eller dubbelridkning.

I den sista nivan, “’bidirectional chain” ser barnen varje ord i talraden bade som ord i talfoljden,
talets ordinala aspekt, och som tal med en kardinal aspekt. De har en forstaelse for att varje tal
representerar sig sjdlvt och samtliga tal fore i talraden, och de forstar att varje efterfoljande talord
ar ett tal som dr 1 storre dn det foregaende, bade vad giller den ordinala och den kardinala
aspekten. De kan se bada termerna i en uppgift bade som enskilda delar och som delar av en
summa. Snart kan barnen bryta ner ett givet tal till alla dess mojliga adderingspar. Forstaelsen for
forhallandet mellan termerna och summan leder till att barnen kan se addition och subtraktion
som varandras motsatser (Fuson, 1992, Research on whole number addition and subtraction, s.
248).



3.3.2 Grundliggande addition och subtraktion

Fuson (1992) menar att det finns fyra olika huvudtyper av additions- och subtraktionssituationer,
vilka dr: jaimfora, kombinera, fordndra - lagga till och fordndra - ta bort. Kombinera och foridndra
—ldgga till 4r additionssituationer och jimfora och foridndra — ta bort 4r subtraktionssituationer.
Det finns dven ytterligare en subtraktionssituation, utjimna, som dr en kombination av
situationerna jamfora och fordndra (Fuson, 1992, Research on whole number addition and
subtraction, s. 244).

Additionssituationen kombinera innebdr att eleverna ska urskilja en saknad del av den forsta
termen fran en saknad del av den andra termen. Detta kan antingen goras rent fysiskt (med
objekt) eller begreppsmaissigt. Ett exempel pa en kombinationsuppgift dr: ”Nar Jonas och Per
lagger ihop sina kulor s& har de 8 kulor tillsammans. Jonas har tre kulor. Hur manga kulor har
Per?”

Uppgifter av typen 24 + _ = 26 innebdr en fordndra — ldgga till situation. Eleverna startar da pa 24
och rdaknar upp till 26, dvs. i tva steg.

Jamfora innebir att eleverna jamfor tva miangder i en subtraktion och ser skillnaden mellan de tva
méngderna, dvs. hur mycket mer eller mindre den ena méngden dr. Ett exempel pa en
jamforelseuppgift dr: ”"Mattias har 8 grona kulor och 6 gula kulor. Hur manga fler grona én gula
kulor har Mattias?”

Situationen fordndra — ta bort innebér att eleverna tar bort den mindre méngden fran den storre
genom att rdkna ner. Ett exempel pa en sadan uppgift dr: ”Caroline har 20 kronor. Hon képer en
klubba for 4 kronor. Hur mycket har hon sedan kvar?”

I subtraktionssituationen Utjamna finns det tva miangder. Uppgifterna 16ses genom att ldgga till
eller ta bort fran en av miangderna for att jaimna ut skillnaderna mellan de olika mingderna. Ett
exempel pa en sadan uppgift lyder: "Tommie har 9 bullar. Ulrika har bara 5 bullar. Hur manga
bullar maste Tommie #ta upp for att de ska fa lika manga?” (Fuson, 1992, Research on whole
number addition and subtraction, s. 246)

Varje additions- och subtraktionssituation involverar tre méngder (till exempel term, term och
summa), dér vilken som helst av dem kan vara okind (Fuson, 1992, Research on whole number
addition and subtraction, s. 244).

Beroende pa vilken miangd som dr okind &r uppgiftstyperna ocksa olika inom
additionssituationerna och subtraktionssituationerna, se tabell 1 (Fuson, 1992, forfattarnas
oversittning).
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Tabell 1 Additions- och subtraktionssituationer

Additativa situationer

Subtraktiva situationar

Farandra - |dgaa till

Farandring

+ ]

Férdandra - ta bort

Fardndring

]

11— ] C 11—

Start Slut Start Slut

Kominera Utjamna

" D Ta bort skillnaden
Dol g ﬁ D o |ﬁ

Allt ﬁtaaﬂqa
e
[l Stor Liten
[
ﬂrﬁ"?g‘ ﬁ
Stor Liten "a & b Lagg till skillnaden
i3

Stor Liten

Jamfara
Skillnaden

. ﬂqama‘q E
D DI‘AV Smrgn
#

L
™,
Stor Liten a"'ip,& P Skillnaden
e

Stor Liten

Eftersom problemsituationerna i olika uppgifter kan skilja sig at, kan +, - och = tolkas pa en
méingd olika sitt av barnen. Exempelvis kan — och = i uppgiften 14 - 6 = 8 fa betydelsen 14
dpplen — ta bort 6 dpplen blir 8 dpplen”. Subtraktionstecknet har i detta fall betydelsen “fordandra
— ta bort” och likhetstecknet betydelsen blir”. Samma uppgift kan dven betyda "Jamfor 6 med 14
for att ta reda pa hur mycket storre eller mindre det dr”, vilket ger subtraktionstecknet betydelsen
”jamfor” och likhetstecknet betydelsen “dr samma tal som”. En ytterligare betydelse dr “alla 14
objekt minus de 6 objekt som &r en del av 14 4r den andra delen av 14”. Med denna uppfattning
av uppgiften har subtraktionstecknet betydelsen “kombinera — okénd del” och likhetstecknet har
betydelsen “dr identisk med”, eftersom bara en uppsittning av objekt dr involverad i kombinera-
situationen. Det innebdr att de objekt som representerar sexan och attan ocksa representerar de 14
objekten. Den mening som “’jamfora” ger likhetstecknets betydelse dr den som stammer bast
Overens med den matematiska meningen for “lika med” eller ”ar lika med”.

I larobocker ges inte nagon namnvird mojlighet for barnen att dverviga olika betydelser for +, -,
och =. Den betydelse som oftast formedlas i ldrobdckerna &r betydelsen foridndra — ta bort och
fordndra - 1dgga till. Det kanske ér darfor som manga barns tolkning av likhetstecknet dr “’det
blir” eller ”det resulterar i”. Att likhetstecknet antar en betydelse som innebir “att nagot gors”
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och att det inte finns nagra alternativa betydelser tillgdngliga for barnen, kan bero pa det sitt som
larobockerna dr utformade och pa hur ldrare anvinder 6vningsblad med additions- och
subtraktionsuppgifter bestaende av enbart skriftliga taluppgifter (Fuson, 1992, Research on whole
number addition and subtraction, s. 245).

3.4 Multienheter

Ett flersiffrigt tal bestar av flera enheter. En av dessa enheter dr entalet som dr en en-enhet. De
Ovriga enheterna kan vara tiotal, hundratal, tusental, tiotusental och sa vidare. Alla enheter 6ver
entalet har det gemensamma samlingsnamnet multienhet (multiunit). Det som sirskiljer
multienheterna fran en-enheterna &r att den skrivna siffran for multienheten, till exempel 5 i 500,
beskriver antalet av multienheten, inte den totala mangden. I det muntliga talsystemet markeras
detta genom att man i talordet uttalar enheten, till exempel femhundra.

3.4.1 Begreppsstrukturer for flersiffriga tal

Fuson, Wearne, Hiebert, Murray, Human, Olivier, Carpenter och Fennema (1997) har funnit fem
olika korrekta begreppsstrukturer for tvasiffriga tal. De bendmner de fem strukturerna som
UDSSI- modellen. Namnet kommer fran de fem begreppsstrukturerna som ar: Unitary (en-enhet),
Decade and ones (grupper av tior och ettor), Sequence (sekvenser), Separate (delningsbar) och
Integrated (sammankopplad). Eleverna kan ha flera olika begreppsstrukturer samtidigt som de
anvinder vid olika tillfillen. Aven en sjitte begreppsstruktur har upptickts, dock felaktig,
bendmnd som Incorrect concatenated single digit conception, vilken vi kallar for Sammanlidnkad
entalsuppfattning och som beskrivs ingaende i ett eget kapitel (Fuson et al. 1997, s. 138).

Varje begreppsstruktur innefattar forhallanden mellan siffernotationen, den sprakliga notationen
och mellan mingden. I den forsta begreppsstrukturen en-enhetsuppfattningen (Unitary single
digit conception) byggs forstaelsen for entalsenheter upp, vilket dr en forkunskap for att kunna
forsta flersiffriga tal. Har utvecklar barnen en forstaelse for hur talen som hor till varje skriven
siffra inom talomradet ett till nio ldses och sdgs, hur siffran som hor till det specifika talade ordet
skrivs och vilken uppriknad mingd som ingar i varje tal (Fuson et al. 1997, s.138).

Denna begreppsstruktur #r sedan for flersiffriga tal baserad pa en-enheter (Unitary multidigit
conception) som ir en forlingning av en-enhetsuppfattningen. Har relateras spraklig notation,
hela méngder och siffernotation till varandra, men pa denna niva ser dock barnen dem inte som
uppdelbara. Detta innebér att for mangden 15 exempelvis, kan de ej relatera 1: an till 10 objekt
(Fuson et al. 1997, s.140).

Nista begreppsstruktur dr uppfattningen om tiogrupper och grupper av ental (Decades and ones
conception). Denna begreppsstruktur kan byggas upp av barn fran linder vars benidmning av
talsystemet dr uppbyggt som vart eller pa liknande sétt. Denna uppfattning innebér att eleverna i
den sprakliga notationen borjar kunna sérskilja tiodelen (exempelvis 20, 30, 40) och delen av
ettor i ett flersiffrigt tal. De borjar da dven kunna relatera den del av méngden som star for
tiotalen och den mingd som star for entalen. Ett problem uppstar dock ofta hos manga barn pa
denna niva nir det giller siffernotationen och en speciell feltyp ar sérskilt vanlig. Feltypen
innebdr att barnen forst skriver in tiotalet, men eftersom talet i den sprakliga notationen &r
sammankopplat, entalsordet foljer tiotalsordet, sammankopplar barnen da dven siffrorna i
siffernotationen och foljden blir att exempelvis femtiotre skrivs som 503. Tillslut ldr sig barnen
dock att nollan inte skrivs ut (Fuson et al. 1997, ss.140-141).
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Barn som har fatt erfarenhet av att rikna i tiosteg i talraden och som har fatt gruppera och rikna
foremal i grupper om tio, kan utveckla en tiostrukturerad version av begreppsstrukturen ovan.
Denna tiostrukturerade begreppsstruktur kallas sekvenser av tio- och ensteg (Sequence-tens and
ones conception) och kriver dels en formaga att kunna rékna i tiotal och dels att kunna se
grupperna om tio inuti en miangd och vélja att rikna dem i tiotal.

Eleven maste hir kunna skifta fran den ordinala aspekten, den sista uppriaknade tiogruppen (sdga
femtio, samtidigt som han/hon pekar pa den femte och sista gruppen om tio) till att kunna se den
kardinala aspekten, allt som &r riknat dittills (Fuson et al. 1997, s.141).

Barn som i en situation dér de har en médngd med objekt som &r grupperade i tiogrupper hellre
fokuserar pa att rikna grupper med objekt i, dn att rikna objekten i grupperna anvénder sig av en
begreppsstruktur med atskild tiotals- och entalsuppfattning (Seperate-tens and ones conception).
Denna begreppsstruktur #r svarare att utveckla for barn fran Sverige och manga andra europeiska
lander pa grund av oregelbundenheterna, vad géller benndmningen av tiotal, i vara sitt att
bendmna talsystemet. De kan déarfor behdva mycket hjidlp och stod for att kunna se grupper om
tio som tio, istéllet for att enbart se dem som samlingar av ett antal objekt dir alla objekt maste
riknas (Fuson et al. 1997, ss.141-142).

Den sista begreppsstrukturen for tvasiffriga tal dr Integrerad sekvens- och atskild
tiotalsuppfattning (Integrated sequence-separate tens conception). Denna begreppsstruktur kan
utvecklas av barn som bade har begreppsstrukturen sekvenser av tio-steg (sequence-tens) och
atskilda grupper om tio (seperate tens) for tvasiffriga tal. De har da mojlighet att snabbt vixla
fram och tillbaka mellan de bada begreppsstrukturerna beroende pa situationen och vilken
operation som ska utforas. Barnen har da ocksa etablerat dubbelriktade forhallanden mellan den
sprakliga notationen, siffernotationen och mellan miangden, bade vad giller tiotalen och entalen i
de bada begreppsstrukturerna sekvenser av tiosteg och atskilda tiogrupper (sequence och
separate). Barn med denna uppfattning kan direkt svara att femtio har fem tiotal. Innan en
integrerad sekvens- och atskild tiotalsuppfattning finns maste barn som bara har
begreppsstrukturen sekvenser av tiosteg rikna i tiosteg tills de kommer till femtio samtidigt som
de behover halla reda pa hur manga tiosteg det &r, for att kunna veta antalet tior i femtio. Barn
som bara har begreppsstrukturen atskild tiotalsuppfattning maste rikna fem tior for att fa reda pa
att de blir femtio. Med den integrerade begreppsstrukturen dr barnen flexiblare nédr de ndrmar sig
och loser tvasiffriga uppgifter. De kan till exempel se femtio munkar som fem 6ppna lador med
tio munkar i varje lada (fem grupper med tio ental) och som fem stidngda lador (fem tiotal) (Fuson
et al. 1997, ss.142).

3.4.2 Begreppsstrukturer for multienheter

En fullt utvecklad begreppsstruktur for multienheter innefattar flera olika aspekter av begreppet.
Dels behover eleverna forstaelse for tva aspekter av det skriftliga systemet och tva aspekter av det
muntliga systemet, och dels behover de forstaelse for ytterligare sex strukturer som ger det
skriftliga och muntliga talsystemet mening (Fuson et al. 1997, ss. 136-137).

Nar det giller det skriftliga talsystemet maste barnen ha en forstaelse for den visuella layouten
och for dkningen av virde beroende av det relativa positionsvirdet fran hoger sett.

Nir det géller det muntliga talsystemet maste barnen forsta och kunna multienheters namn och ha
en forstaelse for namnvdrdets minskning frdn vinster sett nir det sags.

Det kan dven vara svart att 6versitta och att vixla emellan det skriftliga talsystemet och det
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muntliga. De muntliga talordens vérde bestims av dess namn, medan en siffras virde i det
skriftliga talsystemet bestdms av dess position. Detta kan leda till att barn som hoér femhundra
sextiotva vill skriva 500602, eftersom det dr de namn de hor. Dessutom har siffrorna i
skriftsystemet inget absolut virde, sa som de muntliga har, utan deras virde ir relativt och
bestidms av antalet siffror till hoger. Det innebér att man maste borja pa siffran lingst till hoger,
riakna upp och oka virdet for varje position med ett steg for att kunna sédga ett skrivet flersiffrigt
tals namn. Forst efter denna bakvénda procedur, som kan vara svar for manga barn, kan man lidsa
talet framifran. Att siffrans virde bestdms av dess position i det skriftliga talsystemet innebér
dven att man maste fylla ut med en nolla for att markera niar nagon multienhet saknas, ndgot som
man inte behdver gora i det muntliga talsystemet (Fuson, 1992, Research on whole number
addition and subtraction, ss. 263-265).

Den forsta av de andra sex begreppsstrukturerna for multienheter som barn maste ha for att kunna
forstd och operera med flersiffriga tal dr forstielse for multienheter som méngder. Aven fast det
skriftliga och muntliga talsystemet har vissa skillnader utgar de ifran samma multienhets-
méngder, midngderna tio, hundra, tusen och sa vidare, som #r den 6kande multipeln av tio och
som bestimmer siffrans namnvirde i talsystemet och positionsvirde i det skriftliga systemet. For
att fa en korrekt forstaelse for multienheter maste barnen forsta att multienheternas namn baseras
pa dessa mangder. For att se detta kan barnen behova perceptuellt stod. Material som presenterar
samlingar av tiotal, hundratal och tusental storleksmaéssigt, gor det ldttare for barn att bilda en
begreppsuppfattning om multienheter som méngder och att sammanlinka dessa mangder med det
skrivna och det muntliga talsystemet. Aven fast man anvinder sig av ett tiobasmaterial betyder
det dock inte att barnet anvénder sig av begreppet multienhet for materialet. Barnet kan
fortfarande se ett tiotal enbart som tio sammansatta enskilda en-enheter dven fast barnet anvinder
ordet tiotal for det materialet/méngden. Man bor dérfor skilja mellan en mgjlig samlingsbar
méngdsuppfattning baserad pa begreppsstrukturer for en-enheter, och pa en uppfattning av
multienheter som en samlad méngd (Fuson, 1992, Research on whole number addition and
subtraction, ss. 264-265). Barnen behdver dven forsta att man kan gora storre och storre
multienhetsméingder genom att véxla en av den “’nésta hogre” multienheten till tio av den aktuella
multienheten, till exempel att 1 hundratal och 2 tiotal kan vixlas till 12 tiotal, utan att méangden
forandras. Motsvarande behover barnen dven forsta att tio av en multienhet kan vixlas till en av
den “nidsta hogre” multienheten. Den hér kunskapen om Regelbundna tio-mot-en och en-mot-tio
véiixlingar dr avgorande for att barnen ska kunna forsta och utfora additioner och subtraktionen
med tiotalsovergang. Barnen kan fa en forstaelse for detta genom att anvinda sig av
begreppsstrukturen multienheter som méngder (Fuson, 1992, Research on whole number addition
and subtraction, s. 265).
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Tabell 2. Begreppsstrukturer for multienhetstal
MNamn pd begreppsstrukturan Betydelsen av begreppstrukturen

Utmarkande drag far
skriftlig motaticn
Wisuwel layout Femta Fjarde Tredje Andra  Forsta
Ckningen av vArde beroende
av det relativa positionsvardet
fran hoger satt

Ubmarkande drag for
runtlig natation

Multienbeters namn Tatusern Tusen Hurdra Tia En [ones)
Namnwardets minskning
fran vanster satt

<A

Srrukturer far multienheter

Multienheter sem mangder

) o1 .

Regelbundna tic-mat-en Tio tusental  Tio hundratal — Tie tiokal  Tio ental

ach en-mat-tio vixlingar one Lo one tio one tio one to

Positionerfvdrden som Fyra Tre Tvd En Inga

vaxande vaxlingar vaxlingar vaxlingar vaxlingar vaxling vaxlingar
Fyra Tre Tud En [nga

Positioner/varden som multippler  multippler  multippler multipel multippler

vaxande multipler av tio av ko av tio av ko av ko av ko
EXtXEXE EXEXE txt t

Pasitioner,/vdrden som ord
som innehdller en exponent
for multipler av tio

Tio upphojt Tio upphojt Tio upphojt  Tio up phojt  Tio upphojt
i Fyra | tre | Ew | ett i moll

Positioner/varden som symboler
s0m innendller expanentes 104 102 102 101 1o
for multipler av tio

De forsta fyra begreppsstrukturerna i tabellen ovan (Fuson, 1992, forfattarnas dversittning) kan
existera oberoende av varandra medan de foljande fyra bygger pa varandra. Forst maste barnen
forsta positioner/viirden som viixande vixlingar. Detta dr en nodvindig struktur for att kunna
utfora vixlingar 6ver flera led, som innebér att barnet kinner till och forstar antalet vaxlingar som
krivs mellan de olika multienheterna. Fran ental till tusental krdvs det till exempel tre vixlingar;
forst fran ental till tiotal, sedan fran tiotal till hundratal och slutligen fran hundratal till tusental.
Nista struktur, positioner/viirden som vixande multipler av tio, dr en utveckling av foregaende
struktur som innebir att man ser vixling som ett skapande av en multipel.

Dessa sex forsta strukturer ricker for att barnen ska kunna utfora och forsta operationer med
addition och subtraktion av flersiffriga tal med tiotalsovergangar om barnen kan relatera
strukturerna till varandra. Men for att senare kunna klara av multiplikation och division,
exponenter och vetenskaplig notation (scientific notation) utan att problem eller tveksamheter
uppstar, behover barnen ytterligare tva strukturer. Dels forstaelse for positioner/virden som ord
som innehdller en exponent for multipler av tio, och dels maste de forsta positioner/viirden som
symboler som innehdller exponenter for multipler av tio (Fuson, 1990, tabell 2, s. 348).
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3.4.3 Addition och subtraktion med tal bestaende av multienheter

Det krivs tre komponenter for att forstd hur man adderar multienheter. For det forsta maste
barnen forsta att man maste addera de multienheter som dr samma med varandra, det vill sdga
tiotal med tiotal och hundratal med hundratal. De maste dven forsta att det &r samma sak som att
addera ental, bara det att resultaten representerar ett antal for den multienheten. Att addera 2 tiotal
och 3 tiotal kriver alltsa samma procedur som att addera 2 och 3, fast svaret blir ett antal tiotal.
De sex begreppsstrukturerna i Tabell 2 ger olika stod for forstaelsen av multienhetsaddition som
att addera lika multienheter med varandra. Bara begreppsstrukturerna visuell layout och 6kningen
av virde beroende av det relativa positionsvirdet fran hoger sett ger inget sadant stod, darfor ar
det viktigt att eleverna har alla sex begreppsstrukturerna med sig. Den begreppsstruktur som ger
bast stod for forstaelsen for adderandet av de lika multienheterna dr multienheter som méngder.
Konkretiserande tiobasmaterial ar sédrskilt bra for att ge barnen forstaelse for denna aspekt av
addition av multienheter. For det tredje maste barnen forsta och kunna 16sa problemet med att fa
for manga, dvs. mer &n nio, av en multienhet. Barnen maste forsta att ndr summan av tva
multienheter overstiger nio kan den inte ldngre skrivas som vanligt i den multienhetens position,
eftersom detta skulle knuffa siffrorna for de hogre multienheterna ett steg langre till vénster vilket
skulle 6ka deras positionsvirde. For att kunna 16sa detta problem maste barnen ha
begreppsstrukturerna multienheter som méngder eller Regelbundna tio-mot-en och en-mot-tio
véxlingar for att forsta att de ska vixla tio av den multienheten mot en av den direfter storre
multienheten. Det hir kravet pa att viaxla nir du har for manga kommer fran det skrivna
siffersystemet. Om du inte véxlar blir svaret fel eftersom positionsvardet fordndrar talet. I det
talade siffersystemet kan det fungera utan véxling, man kan till exempel sédga tretton hundra,
vilket kan stélla till problem for barnen. En annan aspekt som kan stélla till problem fér barnen ar
att nar du maste véxla en given multienhet, blir summan av den multienheten mindre dn de tva
addenderna i den skrivna utrikningen. Om barnen inte forstar att summan faktiskt dr storre dn de
bada addenderna men att tio av den summan &r skriven i den efterfoljande stérre multienheten,
kan det bli motsdgande och svarbegripligt for barnen, eftersom addition vanligtvis gor tal storre
(Fuson, 1990, ss. 352 — 354).

Subtraktion av tva multienheter har samma tre komponenter som addition. Man opererar med de
lika multienheterna, denna subtraktion kan utforas som en ensiffrig subtraktion for varje
multienhet och slutligen maste barnen kunna kinna igen och 16sa problem dar vixling krévs.

I subtraktion maste vixlingen ske innan barnet ens kan borja subtrahera de lika multienheterna
om de har for fa av den givna multienheten, dvs. om multienheten som ska subtraheras &r storre
dn multienheten det ska subtraheras ifran (Fuson, 1990, s. 354).

Addition och subtraktion &r varandras motsatser och varje flersiffrigt additionstal har ett omvént
forhallande till tva subtraktionstal, dvs. de tva tal som fas genom att subtrahera varje addend fran
summan. Vixling i subtraktion, en-mot-tio véixling at hoger, ér alltsa motsatsen till tio-mot-en
vixling at vénster i addition. Forstaelsen for det motsatta forhallandet mellan addition och
subtraktion kommer ganska sent eftersom det kridvs en god kunskap om vixling i addition och
subtraktion innan man kan reflektera 6ver forhallandet mellan dessa tva typer av véxling. Barn
kan utfora subtraktioner av multienheter utan att ha forstaelse for den motsatta relationen till
addition ifall de kan den korrekta ordningen pa subtraktion och forstar att subtraktion inte dr
kommutativ. Ifall barn inte har denna kunskap 16ser de problem av typen 3 — 8 genom att rikna 8
— 3 =35, istéllet for att anvédnda sig av vixling. Detta dr ett problem som dr mycket vanligt.
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I ndsta steg kan barnen generalisera sin kunskap till att forsta att samma strukturer och
komponenter giller for tal med fler multienheter, det vill sdga storre tal (Fuson, 1990, ss. 352 —
356).

3.4.4 Den oregelbundna benidmningen av talsystemet

Det svenska spraket har, i likhet med manga andra germanska och romanska sprak, ett stt att
bendmna talsystem som innehaller flera oregelbundenheter vilket kan orsaka svarigheter for
elever som lir sig matematik. Sarskilt talen inom talomradet elva till tjugo kan stélla till problem
eftersom logiken i talens namn &r svar att se. Rikneorden elva och tolv visar inte pa nagot sitt att
talet bestar av ett tiotal och ett ental, och ett tiotal och tva ental. I rikneorden tretton t.0.m. nitton
sdgs tioordet i en motsatt ordning. I fem-ton sdgs entalet (fem) fore tiotalet (ton), till motsats fran
talen i omradet 20 -99, dir tiotalet bendmns forst och dérefter entalet som till exempel 35 som
sdgs pa det regelbundna sittet tre-tio-fem. Detta kan leda till att barnen vénder pa siffrorna nir de
ska skriva 15 och istillet skriver 51, eftersom de skriver siffrorna i den ordningen de hor dem.
Oregelbundenheten mellan uttalet av fjorton och arton, och de ental fyra och atta som de bygger
pa, kan ocksa gora det svart for eleverna att se vad talen representerar. Ytterligare en svarighet ar
att tiotalet uttalas pa tva olika sitt i det svenska séttet att bendmna talsystemet. I talomradet 13 -
19 representeras tiotalet av ton, medan det i talomradet 30-99 representeras av tio eller i tal sprak
bara ti, vilket dr ytterligare en svarighet for svenska barn att hantera. Daremellan har vi
talomradet 20-29, dir rikneordet tjugo representerar tva tio, nigot som inte gér att uttyda. Aven i
fyrtio och sjuttio dr det en oregelbundenhet i uttalet som kan gora det svart for barnen att koppla
talen till fyra tio och sju tio. De svenska tioorden skrivs pa ett forhallandevis logiskt sitt efter
tjugo: trettio, fyrtio, femtio och sa vidare men i talsprak sdger man tretti, forti, femti och sa vidare
vilket ger daligt stod for forstaelsen av vad talet betyder (Ronnberg & Ronnberg, 2001, s. 38).
Alla dessa oregelbundenheter gor det svarare for svenska barn att forsta talsystemets uppbyggnad
runt tiobasen och att ldra sig och forsta talens positionsvérde.

Undersokningar har visat att kinesiska barn har en vél mer utvecklad taluppfattning &n
amerikanska barn (som har ett talsystem motsvarande det svenska). Om en elev i ar ett i USA far
1 uppgift att skapa ett flersiffrigt tal av ett tiobasmaterial med klossar for entalen och stavar for
tiotalen anvinder de amerikanska barnen bara entalsklossarna for att bygga tvasiffriga tal, dven
om de undervisats om tiotal och ental. Kinesiska barn anvinder sig av bade tiostavar och
entalsklossar redan innan de fatt undervisning i skolan om sadana tal (Fuson, 1992, Research on
whole number addition and subtraction, s. 266). Avsaknaden av en klar och tydlig tio-struktur 1
den svenska bendmningen av talsystemet gor det dven svarare for svenska elever att konstruera
och anvinda begreppsstrukturer for multienheter och att addera och subtrahera flersiffriga tal pa
ett meningsfullt sitt (Fuson, 1992, Research on whole number addition and subtraction, s. 266).
Problemen uppstar redan nér svenska barn ska addera och subtrahera tva ental dir summan
overstiger tio, tex. 8 + 4 = 12. Eftersom summan tolv inte benimns som en multienhet, tolv borde
ha hetat tio tva i ett regelbundet talsystem, far barnen inget stod i sin forstaelse av tiobas-systemet
utan barnen far i forsta hand en entalsuppfattning av talet tolv, de ser alltsa tolv och senare alla
andra tal mellan tio och hundra som samlingar av ental. Konsekvensen blir att nir svenska barn
ska borja addera och subtrahera flersiffriga tal maste de konstruera nya fungerande
begreppsstrukturer for multienheter, samtidigt som de har en djupt befist och automatiserad
begreppsstruktur for ental, en en-enhetsuppfattning, som de vanligtvis anvinder sig av. Denna en-
enhetsuppfattning stor den nya konstruktionen av begreppsstrukturer for multienheter som é&r
nodvindig for att barnen ska kunnas utféra och forsta operationer med flersiffriga tal (Fuson,
1992, Research on whole number addition and subtraction, s. 266). Detta leder i sin tur till att nér
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eleverna senare ska addera och subtrahera med tvasiffriga tal som kréver vixling, vixlar de fram
och tillbaka mellan en begreppsstruktur for multienheter och den de har vana av att anvénda for
ental. Om en elev till exempel ska rikna uppgiften 38424, adderar de forst entalen och anvinder
sig da av sin begreppsstruktur for ental for att fa fram svaret tolv. Dérefter vixlar de tio av de tolv
entalen till ett tiotal som ska adderas med de Gvriga tiotalen, och far tva ental kvar. I asiatiska
sprak far man svaret pa 8 + 4 i en multienhetsstruktur redan fran borjan som tydligt visar att det
ar ett tiotal och tva ental, tio tva.

3.4.5 Sammanlinkad entalsuppfattning

De skrivna symbolerna/siffrorna for multienheter ar forforande lika de for ensiffriga tal. En 4:a
ser tillexempel lika dan ut oavsett om den representerar ett ental, tiotal eller hundratal. Manga
barn ser darfor flersiffriga tal som ensiffriga tal placerade sida vid sida. De har vad vi kallar en
sammanlidnkad entalsuppfattning av multienheter.

Manga skolor ger idag inte barnen tillrdckligt stod for att konstruera, forsta och anvinda samtliga
begreppsstrukturer som behovs for att operera med multienheter, utan fokuserar istéllet pa att lira
barnen regler och procedurer av hur man behandlar de skrivna symbolerna i1 olika operationer
(Fuson, 1992, Research on whole number addition and subtraction).

For manga barn dr den felaktiga sammanlidnkade entalsuppfattningen sa stark att de inte reagerar
over ifall de far ett annat svar om de anvénder en annan metod. Barn kan acceptera att de far
olika svar nir de anvénder sig av en vertikal uppstéllning och nér de anvinder sig av en en-
enhetsuppfattning. Till exempel kan de i den vertikala utrdkningen fa 37 + 8 till 315 genom att
addera entalen vilket ger 15 ental som skrivs ut som de dr utan véxling efter tiotalstrean och vid
huvudridkningen fa svaret 45 genom att rikna upp atta steg fran 37 (Fuson, 1992, Research on
whole number addition and subtraction, s. 263).

De barn som har en sammanldnkad entalsuppfattning gor ofta manga fel och avbrott fran de
procedurstyrda reglerna. De kan anvinda sig av reglerna pa ett korrekt sétt niar de bara har en
sammanlidnkad entalsuppfattning utan de behover fler regler for att forsta vilka siffror de ska
addera eller subtrahera med varandra. Karen Fuson har sammanfattat nagra av dessa regler som
barnen anvénder 1 Tabell 3 (Fuson,1992, forfattarnas oversittning).
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Tabell 3. Regler far addition och subtraktion av sammanlénkade ental

Nummer “rule statement”
Additions regler Forts. Subtraktions regler
Regel 1 Skriv talen vertikalt, ett ovanfor det Regel 3 Om det undre talet ar stdrre &n daet Gwre:
arsdra. a SH gir det inte att genormfara
a Andra inke siffrorna i talen, subkraktionen,
b Ordna flersiffriga tal efter ena sidan, b S8 maste du gora det dvre talet storre
c* Ordna flersiffriga tal at hager. eller lika stort som de undre.
Regel 2 Addera siffrorma i varje vertikal ¢ Sd fir du mer genom att ta det
kolurmin, du bebdver frn en annan kalumn,
Regel 3 O summan averstiger nio: d 538 fdr du mer genom att ta ett
a Skriv inte bdda siffrorna i den frén en annan kolumn ach skriva 1 i
twisiffriga summan. kolumnen som behowver det som et
b 1:an frin summan miste skrivas twdsiffrigt kal.
nigon annanstans, 2 S8 Far du mer gencm atk ta ett frdn en
L= 1:an fran summan maste adderas intilliggande kolumn och skriva 1
till den intillliggands kalumnen, koluminmen som behtver det som ekt
d* 1:an frin summan maste adderas twisiffrigt tal.
till den till vanster tinkillliggande * S3 fir du mer gernom atk ta et frin den
kolurmnen. till wanster intilliggande kelumnen och
e* Om summan averstiger 19 skrivs skriva 1 i kolumnen som behdver det
tiatalets siffra, som et tvdsiffrigr tal
* [ den langa additionsalgoritmen g @m den till wvanster intillliggande kolumnen
=ka siffran l&ngst till hoger | den ar en nolla, miste du farflytta dig till
tvdsiffriga summan ocrdnas under den farsta kolumnen ukan nolla at vanster
den adderade kolumnen cch ach ta ett darifrdn och skriva 1 varje
siffran till vanster ska skrivas i nallkolumn
nasta position till vanster, h Om den kil vanster intillliggande kolumnen
Regel 4 En blank siffra {ett blanksteg i en &r en nolla, miste du farflytta dig till
wertikal kalumn): dan farsta kolumnen utan en nolla &t
a* skia behandlas som 0 vanster och ta ett darifrdn och skriva 1
b* ¥+ 0=x den kalumn som behdver det som etk
twdsiffrigt tal.
i i* Om den till vanster intillliggande kolumnen
Subraktions:regler &r en molla, miste du farflytta dig tgl
i den forsta kolumnen utan en nalla at
Regel:1 aﬁ;':htua;': :‘IETM": frand de s0rme vanster ach ta ett darifrin och skriva 1 som
; ett twdsiffrigt tal | den till hager intilliggande
a Andra inte siffrorna i talen, k ;
k e olumnen (och Fortsatter att anvanda
b Crdna flersiffriga tal efter ena sidan, de : E ;
% H ? nna regel tills 1 & skrivet | den kolumn
C Ordna flersiffriga tal at hager. som behover dat
Regel 2a iqu:?r':EFa siffrorna i varje vertikal Regel 4 Enl |}I-al'|l}-lg siffra (ett blanksteg i en verikal
Regel 2b= Subtrahera det understa talet frin et
dlet owre talet | varje vertikal kolumn, | 2 ey o= BRSO Ar ol A:

* Korrekt procedurregel

Additionsregel 3 giller tal ddr summan av tvamultienheter 6verstiger nio, och det dr vanligtvis
hir som problemen uppdagar sig. De hir reglerna fungerar som ett substitut for de elever som
inte har forstaelse for att det inte gar att skriva en tvasiffrig summa pa platsen fér en multienhet,
utan att tio av den summan maste véxlas till en av den nista hogre enheten. Eftersom ingenting i
den sammanldnkade entalsuppfattningen motsétter att man skriver siffror dar man vill, ger vissa
barn med denna uppfattning svaret 514 pa uppgifter av typen 35 + 29, eftersom 3+2 dr 5 och 5+9
ar 14. Andra barn har lirt sig regeln 3a men har inget begreppsstruktur som hjilper dem att forsta
vad de istillet ska gora. De kan da antingen ignorera 1:an (tiotalet) i den flersiffriga summan eller
sa kan de skriva den i en intilliggande kolumn. Hér kan barnen antingen ha den korrekta
uppfattningen att tiotalet ska adderas till den nistliggande vinstra kolumnen eller sa kan de ha en
felaktig uppfattning om i vilken ordning talen ska adderas och gar ifran vénster till hoger, och
placerar da 1:an (tiotalet)overst i kolumnen néarmast till hoger istillet.

Manga barn som adderar tva tvasiffriga tal med tiotalsdvergang pa ett korrekt sétt har dnda visat
sig ha en sammanlédnkad entalsuppfattning som de anvinder 1 kombination med den inlidrda
regeln 3d. De placerar ettan fran tiotalet i den néstintilliggande vinstra kolumnen, men ettan far
inget virde, vare sig ett namnvérde (tiotal) 1 den nya kolumnen eller ses som tio som kommer

19



fran den tvasiffriga summan. 1:an i kolumnen Gver tiotalen dr helt enkelt en etta, utan betydelse,
som skrivs for att reglerna siger det. Aven nir det giller subtraktion #r det forst nir barnen stoter
pa tal med tiotalsovergangar eller nér de ska subtrahera tva tal med olika antal siffror som deras
tidigare strukturer for sammanlidnkade ental inte fungerar utan maste kompletteras med fler regler
(Regel 3 i tabell 3). Aven om barnen har en av de fungerande begreppsstrukturerna for flersiffriga
tal och anvinder den uppfattningen for att addera och subtrahera tal pa ett korrekt och
meningsfullt sétt kan det hianda att barnet anviinder den sammanlidnkade entalsuppfattningen nir
de presenteras for vertikala uppgifter, och da gor fel pa uppgifter de annars klarar (Fuson et al.
1997, s. 42). Den vertikala placeringen av de flersiffriga talen delar in talen i vertikala
uppstillningar av ensiffriga tal och den for manga barn “onaturliga anvindningen av vinster-
hogerpositionen som en viktig betydelse”, kan leda till att barnen anvénder sig av den felaktiga
uppfattningen att talet bestar av flera ensiffriga tal bredvid varandra, trots att de har mer
meningsfulla begreppsstrukturer.

3.5 Skriftliga riknemetoder

I Mal att uppna for ar 5 och i de preliminédra malen for ar 3, kan man bland annat lésa att eleverna
ska kunna rikna med naturliga tal med hjilp av skriftliga raknemetoder. De vanligaste metoderna
for addition och subtraktion i dagens svenska skola &r skriftlig huvudrikning och
standardalgoritmen.

3.5.1 Skriftlig huvudrikning

Skriftlig huvudrikning utvecklades av Birgitta Rockstrom 1 borjan av 80-talet och anvinds som
ett alternativ till algoritmrikning. I den skriftliga huvudridkningen riaknar eleverna horisontellt, till
skillnad mot algoritmernas vertikala uppstéllning. Eleverna riknar till en borjan med mellanled
for att forenkla utrikningen. I mellanledet kan ldraren folja elevernas tankegangar och deras
utveckling. Grundldggande &r att rikna varje talenhet for sig med start fran den storsta talenheten
och inte med entalen som vid algoritmrikning. Likhetstecken anvénds ocksa vid uppstillningen.
Till exempel sa kan 56 — 34 ridknas ut genom att forst subtrahera 30 fran 50 (50 - 30 = 20) och
sedan fyra fran sex (6 — 4 = 2). De bada delresultaten ldggs sedan ihop, vilket ger svaret 22 (20 +
2=22).

Rockstroms skriver att den skriftliga huvudrikningsmetodens fordelar &r att den forenklar
utrikningar eftersom mellanledet kan skrivas ner, den stiarker och utvecklar elevers taluppfattning
och tabellkunskaper, ger forstaelse for positionssystemet och klargor likhetstecknets innebord.
Metoden tar enligt Rockstrom ocksa vara pa elevers fantasi, samt stimulerar och trinar ett
kreativt, flexibelt och logiskt tankande. Ytterligare fordelar som Rockstrom ser med metoden &r
att eleverna utvecklar sin formaga till att anvinda riknelagarna och till att se samband mellan de
olika riknesitten. Det leder till att eleverna ocksa kan dra egna slutsatser. Den skriftliga
huvudrikningen trinar dven eleverna i att uttrycka sig matematiskt korrekt, bade i tal och skrift,
samt stirker deras sjalvfortroende och lust sa att de vagar och vill rikna ut allt svarare uppgifter
(Rockstrom, 2000, s. 22).

Det krivs dock ett antal forkunskaper for att kunna anvinda skriftlig huvudrikning pa ett
meningsfullt sétt. En viktig forkunskap &r att inse likhetstecknets betydelse, eftersom det
mojliggor forenkling av uttryck. Eleverna maste forsta att samma uttryck kan skrivas om pa flera
olika sitt utan att uttryckets virde @ndras (Rockstrém, 2000, s. 13).
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Andra viktiga forkunskaper &r att ha en god kiinnedom om siffrornas positionsvérde i ett tal, samt
att ha goda tabellkunskaper (Rockstrom, 2000, s. 14). Eftersom Rockstréms tanke bakom den
skriftliga huvudrikningen ir att eleverna ska anvinda sig av just huvudrikning samtidigt som de
dokumenterar sina tankar, dr just automatiserade tabellkunskaper en forutséttning for att eleverna
ska lyckas med metoden. Om tabellkunskaperna dr automatiserade i langtidsminnet, sa kan
eleven snabbt och utan anstrangning ta fram den aktuella kombinationen nér den behovs
(Rockstrém, 2000, s. 15).

I addition kan mellanleden skrivas pa olika sitt. Antingen kan varje talenhet rdknas for sig (67 +
31 =90 + 8 = 98) eller sa kan ental flyttas 6ver fran den ena termen till den andra (699+ 247 =
700 + 246 = 946). Ett annat alternativ kan vara att dndra ordningen av termerna sa att enklare
kombinationer synliggors (Rockstrom, 2000, ss. 22-23).

I subtraktion kan olika mellanled anvindas. Eleverna kan dels ridkna varje talenhet for sig

(93 - 48 =50 — 5 = 45), eller 6ka bada termerna (95 — 50 = 45, bada termerna 6kas med tva) eller
sa kan de anvinda utfyllnadsmetoden (2 + 43 = 45, utfyllnad fran 48 till 50) (Rockstrom, 2000, s.
27). Genom att lata eleverna skriva mellanleden pa olika sitt till samma uppgift, stimuleras
elevernas flexibla tinkande (Rockstrom, 2000, s. 29).

3.5.2 Algoritmer

En algoritm &r en procedur, eller ett schema som anvinds vid olika berdkningar (Kilborn, 2002, s.
55). En forkunskap till att kunna anvédnda algoritmer effektivt dr att behirska lilla och i vissa
algoritmer dven stora additions- och subtraktionstabellen.

Den vanligaste additionsalgoritmen i Sverige innebdr att talen som ska adderas skrivs nedanfor
varandra, ett summastreck ritas ut och nedanfor det skrivs summan (se exempel 1). For att rdkna
ut summan adderas talenheterna for sig med start fran hoger. Forst riknas kolumnen for ental ut
genom att alla ental adderas ihop och summan noteras pa entalsplatsen i summaraden. Om
summan av entalen overstiger tio, vilket dr detsamma som minst ett tiotal, skrivs tiotalet/tiotalen
Overst i tiotalskolumnen och de resterande entalen noteras i entalskolumnen. Tiotalen adderas
sedan, bade de som fran borjan fanns i uppstillningen och de eventuellt tillkomna efter att entalen
adderats ihop. Om tiotalen blir fler 4n tio, alltsa minst ett hundratal, skrivs
hundratalet/hundratalen antingen 6verst i hundratalskolumnen om en sadan finns eller direkt pa
summaradens plats for hundratal.

ex. 1
! 1
36 36 36
+17 +17 +17
53

Detta dr den vanligaste additionsalgoritmen i Sverige, men det finns @ven andra som kan vara
enklare for manga barn att forsta. Ett exempel pa en sadan algoritm, som beskrivs av Kilborn
(2002), dr nidr en rad ldamnas tom mellan de bada talen som ska adderas och summaraden. De tio-
hundra- eller tusental och sa vidare som é&r ett resultat av adderingen av talenheterna i kolumnen
innan och som i var vanligaste algoritm skrivs 6verst i kolumnerna, noteras istéllet pa den tomma
raden alldeles ovanfor summastrecket. 24 + 57 skrivs da pa foljande vis:
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ex, 2

38 38 38
+57 +57 +57
1 1

5 95

Tiotalet finns da diagonalt till vinster om entalen och det &r léttare att se att tiotalsettan och
entalsfemman 4r samma sak som 15 ental. Kilborn (2002) menar att andra fordelar med detta sétt
ar att bokforingen da blir mer logisk, eftersom tiotalsettan forst skrivs direkt 6ver summastrecket
och efter det skrivs entalsfemman strax nedanfor till hoger summaraden. Detta sker da i samma
ordning som nir talet 15 skrivs vanligtvis. Han menar ocksa att det oftast dr enklare att ldgga till
1:an sist dn forst, da det bara ir att 6ka med ett (Kilborn, 2002, s. 56).

Den vanligaste subtraktionsalgoritmen i Sverige 4r den sa kallade lanemetoden. Talen skrivs
nedanfor varandra, det storsta talet overst och det mindre under, ett differensstreck ritas ut och
nedanfor det noteras sedan differensen av operationen. Differensen ridknas ut genom att
subtrahera talenheternas kolumner for sig med start fran hger. Om talenheten i den 6vre raden &r
ldgre én talenheten i den undre raden "lanas" en hogre talenhet fran den Gversta talenheten till
vinster. Denna talenhet vixlas sedan till tio av de ldgre talenheterna.

ex, 3
(12 - &)
10 10
72 R2 R
- 56 - 56 -56
& 16

I exemplet ovan kan ej sex ental tas bort fran tva ental enligt denna metod. Dérfor lanas ett tiotal
fran de sju tiotalen som ocksa viixlas till tio ental. De tio entalen adderas ihop med de tva ental
som redan fanns dir, vilket ger 12 ental. Dérefter subtraheras 12 ental med 6 ental och pa
differensraden noteras delresultatet 6. Kvar bland de 6vre tiotalen finns da bara sex tiotal. For att
komma ihag att ett tiotal har lanats stryks tiotalssjuan 6ver. Nésta steg &r att subtrahera 6 tiotal
med 5 tiotal for att till sist skriva 1 tiotal pa differensraden. Uppgiften &r nu utriknad och
resultatet 16 kan utldsas pa differensraden.

En annan subtraktionsalgoritm som &r relativt vanlig 1 Sverige &r utfyllnadsmetoden. Den bygger
pa samma operationer som anvinds i vardagen nér barnen handlar i affdrer. Den dr déarfor enkel
att konkretisera och barnen far léttare en forstaelse for algoritmen. Genom att leka med pengar
och samtidigt bokfora vad de gér kommer manga elever naturligt pa utfyllnadsmetoden. Metoden
bygger pa upprikning och enbart lilla subtraktionstabellen anvinds till skillnad fran lanemetoden
dér dven den stora subtraktionstabellen krivs. I utfyllnadsmetoden skrivs talen till en borjan pa
samma sitt som i lanemetoden. Det storsta talet skrivs dverst, det mindre nedanfor, sedan ett
differensstreck och under det finns det plats for att notera delresultaten. Aven i utfyllnadsmetoden
subtraheras talenheternas kolumner for sig, men nir den 6vre talenheten dr mindre dn den undre
skiljer sig tankesittet dock at fran lanemetodens. Det sker da ingen véxling utan en av den hogre
talenheten anvinds direkt genom subtraktion med det undre talet. Resultatet av den operationen
laggs sedan ihop med de dvriga i denna talenhet, alltsa de som star 6verst i kolumnen.
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I exempel 4, dir eleven ska kopa godis, berdknas subtraktionen 53 — 24 med utfyllnadsmetoden.
Istdllet for att védxla en tiokrona till enkronor anvinder man tiokronan direkt for att betala klubban
for fyra kronor och far da sex kronor tillbaka. Tillsammans med de tre kronor man redan hade,
har man da nio kronor. Direfter anvinder man tva av de fyra tior man nu har till att betala
chokladkakan. Kvar i planboken har man nu nio enkronor och tva tior, det vill sidga 29 kronor.

ex. 4
[({10-4) + 3}
53 ‘53 w3
~24 -24 / ~24
—3 29

Lowing och Kilborn menar att eleverna bor fa prova bade informella och formella algoritmer. En
informell algoritm dr en som enbart fungerar for den aktuella uppgiften i just den situationen,
medan en formell rdknemetod alltid fungerar for alla liknande uppgifter, en algoritm (Lowing &
Kilborn (2002) s. 138). Wiggo Kilborn menar att en vil indvad algoritm &r tids- och
minnesbesparande sitt. Det dr dock viktigt att barnen inte blir sa lasta vid algoritmen att de
anvinder den, dven da det finns bittre sitt att 16sa uppgiften pa. Han menar ocksa att om sa ar
fallet 4r det da en f6ljd av bristande undervisning (Kilborn, 2002, s. 52).
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4. Metoder och tillvigagangssiitt

I Metoder och tillvigagangssitt presenterar och argumenterar vi for val av metoder och
undersokningsgrupp. Vi kommer #dven att ga igenom genomforandet av diagnoser, elevintervjuer
och lararsamtal. Avslutningsvis kommer vi att diskutera undersokningens tillforlitlighet.

4.1 Metodval

For att fa en bittre forstaelse for vilka kunskaper eleverna har valde vi att anvdnda oss av ett
diagnosmaterial. Materialet dr framtaget pa uppdrag av skolverket av Madeleine Lowing.
Materialet ska anvindas av ldrare for att kartlagga elevernas kunskapsutveckling och genom det
kunna forebygga att eleverna far svarigheter till f6ljd av bristande férkunskaper (Lowing, 2007,
in press). ”” Kunskapsdiagnosens framsta syfte dr att med precision ringa in elevens svarigheter i
avsikt att eliminera dem.” (Lowing, 2007, in press)

Vi har valt att anvinda oss av tva delar i materialet. Den forsta diagnosen Aritmetik
Grundlaggande 4 (AG4) behandlar grundldggande aritmetik och innehaller additioner och
subtraktioner inom talomradet 20 — 99, med och utan tiotalsovergang. Den andra diagnosen
Aritmetik skriftlig 1 (AS1) behandlar aritmetik och skriftlig rikning inom omradet additions- och
subtraktionsproblem inom talomradet 0 — 999.

Vi valde de hir delarna i samrad med en ldrare som ansag att eleverna borde behdrska omradena.
Vi anser dven att dessa diagnoser ger indikationer pa vilka begreppsstrukturer barnen anvinder.
AGH4 dr rena taluppgifter av typen 84 + 9 = _, som visar ifall eleverna kan generalisera det ldgre
talomradets additioner och subtraktioner (Lowing, 2007, in press). AS1 bestar av textuppgifter
dir eleverna ska visa att de kan tolka och teckna den addition eller subtraktion som texten
efterfragar, samt om de kan utfora den aktuella berdkningen (Lowing, 2007, in press, s.56).

4.2 Val av undersokningsgrupp

Vi kom i kontakt med de skolor som deltagit i undersokningen genom internetsidan Nationella
ex-jobb poolen. Har hade rektorerna i ett omrade i Goteborg lagt ut en forfragan om det fanns
nagra studenter som i sitt examensarbete var intresserade av att undersoka elevernas svarigheter i
matematik i ar 5. Efter att ha besokt skolorna och pratat med nagra berdrda rektorer och ldrare
bestdmde vi oss for att istéllet genomfora undersokningen i ar 3. Detta beslut grundades dels pa
att ldrarna pa en av de berorda skolorna inte hade tid och mojlighet att delta i undersékningen och
att undersokningsgruppen i ar 5 da hade blivit for liten. En annan orsak till beslutet var att
eleverna i ar 3 bor ha tilldgnat sig tillrdckliga kunskaper for att ha utvecklat begreppsstrukturer
inom addition och subtraktion, de omraden vi valt att undersoka nirmare.

4.3 Genomforande av diagnos

Vi besokte skolorna under ordinarie lektionstid. Sammanlagt gjorde 67 elever pa tva olika skolor
diagnosen. Eleverna hade blivit forberedda pa att vi skulle komma. Vi borjade med att presentera
oss sjidlva och vart syfte med besoket. Vi betonade sirskilt att diagnoserna inte var ett prov for
eleverna utan ett redskap i var undersokning. Detta for att minska stressen och
prestationsangesten for eleverna. Efter instruktioner om genomférandet delades diagnos AG4 ut
till samtliga elever i ar 3. Berorda elever samlades i klassrum/grupprum och arbetade enskilt
under tystnad med diagnosen. Gruppstorleken varierade mellan 5 och 22 elever at gangen.

Nir eleverna var fardiga noterades tiden och om de anvint fingerrdakning, dock inte sa att
eleverna sag det. Darefter fick de omedelbart borja med diagnos AS1. Hér kunde de fa hjélp att
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ldsa uppgifterna och tolka svara ord, flera elever hade svenska som andrasprak, men for ovrigt
gavs ingen hjilp utan eleverna uppmanades att gora sa gott de kunde. Deras lérare var ej
nédrvarande under diagnostillfillet. Nar diagnos AS1 var klar noterades aterigen tiden och eleven
fick atervénda till den ordinarie undervisningen.

4.4 Genomforande av elevintervjuer

Efter att ha analyserat diagnoserna och kartlagt de strukturella problemomradena besokte vi
skolorna igen for att intervjua eleverna. Av de 67 eleverna som genomforde diagnoserna
intervjuade vid de 35 som lamnat in paskrivna tillstandsblanketter vid dagen for besoket.
Intervjuerna genomférdes antingen i enskilda rum, eller i klassrummet under lektion beroende pa
vad som passade bist organisationsmaéssigt. Intervjuerna spelades in vilket eleverna var medvetna
om och godkinde. Eleverna fick se ej ifyllda diagnoser dir vi pekade ut de uppgifter vi ville att
eleverna skulle forklara. De fick tillgang till papper och penna. Pa AG4 valde vi ut fyra uppgifter
av varierande karaktér, dér eleverna visat brister i diagnosen:

_-3=90 Uppgiften valdes for att kartligga elevernas kinnedom och hantering av 6ppna
utsagor.

77 -75=_  Uppgiften valdes for att se hur eleverna hanterar subtraktioner med tva
tvasiffriga tal.

84 +9=_ Uppgiften valdes for att se vilken metod eleverna anvinder sig av vid
addition och eventuellt kunna urskilja om eleverna anvénder sig av en
en-enhetsuppfattning.

51-49=_  Uppgiften valdes for att se vilken metod eleverna anvinde sig av nir de
presenterades for huvudriakningsuppgifter med subtraktion och tiotalovergang.

Vid behov fick eleverna dven forklara fler uppgifter for att vi med storre sikerhet skulle kunna
faststilla felaktiga och otillrackliga tankegangar.

Pa AS1 fick eleverna forklara hur de 16st tva av uppgifterna:

Morfar ir 63 ar och mamma ér 37 ar.
Hur mycket dldre dr morfar an
mamma?

Nicolas hoppar 528 cm i lingdhopp.
Hans lillasyster Stina hoppar 376 cm.
Hur mycket lingre hoppar Nicolas dn
Stina?

Vi valde ut dessa tva uppgifter, nr 2 och 3 pa diagnosen, eftersom dessa tva uppgifter orsakat

stora problem for eleverna och vi ville fa en fortydligad bild av elevernas riknemetoder vid
subtraktion med tiotalsévergang.
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4.5 Genomforande av lararsamtal

For att dven fa en bild av hur undervisningen sag ut pa de olika skolorna hade vi samtal med
lararna dér de fick beskriva med egna ord hur de genomforde sin matematikundervisning. Vi
samtalade med sammanlagt nio lirare som representerade samtliga inriktningar och skolar fran
bada skolorna. Vi valde att ha ett informellt samtal istillet for en intervju med fardiga fragor
eftersom vi trodde att lararnas spontana beskrivning skulle bli drligare om de inte upplevde den
pressen pa "korrekta" svar som inspelade intervjuer kan innebira. Vi valde istillet att fora
anteckningar. Genom fragor ledde vi in samtalen pa for undersokningen relevanta omraden. De
specifika fragorna vi var intresserade av handlade om organisationen av undervisningen, vilka
talomraden som berorts och nir, vilka ldaromedel som anvinds och pa vilket sitt, niar och hur
eleverna presenteras for subtraktion med multienheter och for tiotalsovergangar. Slutligen var vi
intresserade av vilken metod som anvindes nédr huvudrikning inte ricker till, dvs. om de anvinde
sig av den skriftliga huvudrikningsmetoden eller av uppstéllning i algoritm.

4.6 Studiens tillforlitlighet

Vi har valt att presentera studiens tillforlitlighet utifran de tre begreppen reliabilitet, validitet och
generaliserbarhet. Dessa tre begrepp kan anvindas for att faststiilla undersokningens kvalité
(Stukat, 2005, s. 125). For att studiens reliabilitet ska bli sa hog som mojligt har vi anvint oss av
flera olika mitinstrument.

Forst genomfordes diagnosen, dir varje omrade som berordes testades med fyra liknande
uppgifter for att ticka upp for eventuella slarv- och slumpfel, vilket 6kar resultatets tillforlitlighet.
Vi foljde sedan upp diagnoserna med elevintervjuer, som skedde i en for barnen vilkénd och
avspand miljo dar vi forsokte reducera pressen pa barnen genom att inte fokusera pa om de gav
ritt svar. Elevintervjuerna spelades in for att inget skulle glommas bort eller forvringas 1
efterhand och vi gick sedan igenom samtliga intervjuer gemensamt.

Vi gjorde dven en genomgang och analys av de aktuella lirobockerna och samtalade med ldrarna
om undervisningen for att hitta bakgrunderna till och ytterligare bekrifta elevernas
tankestrategier och begreppsstrukturer.

Vi ville i var studie undersoka dels vilka de stora strukturella problemomradena var och dels vad
som kunde ha orsakat dem.

Diagnosen dr ett utmirkt mitinstrument for att méta om eleverna kan 19sa uppgifterna, men inte
om de forstar begreppen. Diagnoserna gav dock en misstanke om orsaker som sedan kunde
bekriftas i och med intervjuerna. Vi anser i och med detta att studiens validitet dr god.

Undersokningen ar dock inte helt generaliserbar eftersom det dr en fallstudie i ett specifikt
omrade. Generaliserbarheten okar nagot i och med det relativt hoga antalet elever som deltagit,
men sjunker samtidigt nagot med tanke pa att samtliga elever kommer fran samma omrade. Men
eftersom de fel och missuppfattningar som studien avsldjat visat sig vara sapass hogfrekventa i
undersokningsgruppen finns det stor anledning att tro att detta ir resultat som kan visa sig gilla
dven mer generellt.
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4.7 Etik

Vi har valt att redogora for studiens etiska perspektiv utifran Vetenskapsradets fyra etiska krav pa
forskning; informationskravet, samtyckeskravet, konfidentialitetskravet och nyttjandekravet
(Vetenskapliga radet, 2007).

Informationskravet har vi uppfyllt genom att informera barnen och dess méalsmin om studiens
syfte via ett brev till hemmet. I brevet upplyste vi &ven om att deltagandet var frivilligt och nir
som helst fick avbrytas.

Samtyckeskravet har vi uppfyllt genom att genom samma brev fa skriftligt tillstand fran
vardnadshavare till de barn som deltog. De elever som hade tillstand fick sedan sjdlva vilja om
de ville bli intervjuade.

Konfidentialitetskravet uppfylls genom att allt material behandlas konfidentiellt och att
slutrapporten dr helt avidentifierad.

Nyttjandekravet uppfylls eftersom materialet enbart kommer anvéndas i vetenskapligt syfte och
inga personuppgifter, férutom féornamn, finns med i det insamlade materialet.
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5. Resultat och analys

Resultaten kommer att redovisas skola for skola. Vi borjar med att beskriva
matematikundervisningen. Denna beskrivning baseras pa lararsamtalen. Sedan kommer en
redovisning av resultaten fran diagnosen och intervjuerna. Direfter foljer en genomgang av
larobockerna. Slutligen presenteras en gemensam analys.

5.1 Skola A

Skola A dr en F-3 skola i norra Goteborg. Skolan &r indelad i fyra spar med ca 8 eleveri ar 3 i
varje klass. Sparen dr aldersintegrerade med elever fran F-3 och i varje spar arbetar fyra stycken
pedagoger med olika utbildning.

I Skola A deltog 31 elever fran fyra olika grupper i undersékningen.

5.1.1 Matematikundervisningen (enligt lirarna)

Lérarna pa Skola A har utarbetat ett eget material i matematik som de kallar for Matteschemat
och som uppdateras regelbundet. Matteschemat anvinds av tre av fyra spar pa skolan pa
varierande sitt. Materialet innefattar manga spel och andra praktiska aktiviteter och fokuserar
mycket pa den grundldggande taluppfattningen. Eleverna arbetar for det mesta individuellt och
sjalvstandigt med materialet medan ldraren gar runt och hjélper till.

Innan eleverna paborjar arbetet med Matteschemat har de arbetat med talomradet O - 5. I det
forsta steget i Matteschemat arbetar man med talomradet O - 10. Eleverna introduceras for bade
addition och subtraktion redan fran borjan och man arbetar mycket med férhallandet mellan de
bada riknesitten. Man arbetar dven mycket med dppna utsagor och likhetstecknets betydelse.
Tanken med materialet &r att eleverna ska fa mojlighet att trina samma sak pa manga olika sétt
om de behover det. Lirarna har valt bort att arbeta med en ldrobok eftersom de anser att 1
bockerna forutsitts det att alla elever behover samma och lika mycket traning inom varje
moment. Med Matteschemat kidnner ldrarna att de har stdrre mojlighet att individualisera. Efter
att ha arbetat med talomradet 0 -10 utokas arbetet till att innefatta talomradet O - 100 med
uppgifter utan tiotalsdvergangar eller operationer med tva stycken tvasiffriga tal. Arbetet med
matteschemat stracker sig 6ver ca tva ar, men det ar vildigt individuellt fran elev till elev.

Efter att Matteschemat ar fardigt, vanligtvis i borjan av ar 3, gar eleverna Over till att anvinda
laromedlet Matteboken 3A och senare 3B (Rockstrom & Lantz, 1998). Anledningen till att de da
gar over till att arbeta med en ldrobok ér att den skola som eleverna borjar i efter ar tre har
efterfragat detta. I Matteboken 3A introduceras barnen for operationer med tvasiffriga tal och
tiotalsovergangar. Metoden som anvénds dr Skriftlig huvudrikning med mellanled, en metod
framtagen av Birgitta Rockstrom. Lirarna har valt att arbeta med just denna bok efter en
inspirationsforeldsning av Rockstrom sjdlv. Lirarna anser att skriftlig huvudrikning &r béttre dn
andra metoder eftersom den visar mer pa siffrornas positionsvirde i talet.

I Matteboken 3B introduceras dven algoritmer med lanemetoden som ett komplement till den
skriftliga huvudrikningen. Tre av sparen foljer liroboken medan det fjarde sparet hoppar i boken
for att arbeta fardigt med en sak isdnder. Detta spar arbetar dven tematiskt med den storsta delen
av matematiken. Tva spar anvinder sig av hela Matteschemat och ett spar anvinder sig bara av
den forsta delen och gar redan i ar tva 6ver till Matteboken 2A. Det fjarde sparet har utarbetat ett
eget material som paminner mycket om Matteschemat. Den storsta skillnaden 4r att eleverna hir
arbetar sammanhallna.

Ett pass i veckan arbetar samtliga spar med nivagrupperad matematik. Inom sparet placeras da
eleverna i grupper styrda av elevernas behov och kunskaper. Pa de hir timmarna arbetar eleverna

28



mycket med problemlosning, men pratar mycket matematik och ldrarna haller genomgangar om
det finns ett behov av det.

5.1.2 Resultat

Diagnosen visar att flera elever pa Skola A har otillrickliga tankestrukturer nér det géller
huvudrikning av addition och subtraktion inom talomradet O — 100. Over hilften av eleverna tar
Over tio minuter pa sig for att 16sa uppgifterna i diagnos AG4. Enligt anvisningarna bor en elev
som behirskar talomradet 0 — 100 klara diagnosen pa 4-5 minuter och diagnosen bor avbrytas
efter ca tio minuter eftersom elever som kriver sa lang tid sannolikt saknar kunskaper inom
omréadet. Atminstone 14 av de 31 eleverna i gruppen tar tydlig hjilp av fingrarna under
diagnosen.

Problemomraden tycks vara ganska samlade inom gruppen, dven fast vi stoter pa en del specifika
problem hos eleverna. Det storsta problemomradet &r subtraktion av flersiffriga tal med
tiotalsovergangar. Bara 13 % av eleverna klarade uppgiften 63 — 37 och nér talomradet utokades
till tresiffriga tal var det endast 2 elever som klarade subtraktionen 528 — 376, vilket motsvarar

6 %. Aven subtraktion av tva tvasiffriga tal utan tiotalsdvergingar visade sig vara ett problem for
manga elever. Nastan 30 % av eleverna kunde inte 16sa uppgiften 77 — 75 korrekt. Nagra av dessa
angav att det inte gick att 10sa uppgiften medan de andra angav svaret 72 eller annat inkorrekt
svar. Aven talet 51 — 49, som enkelt kan l6sas med hjilp av “ligga till metoden”, orsakade stora
problem for manga elever. Bara drygt 40 % av eleverna 1oste uppgiften korrekt. Av de 18 elever
som inte 10ste uppgiften svarade sju stycken att svaret blev 18, ytterligare sju valde att inte svara
alls och fyra elever angav andra felaktiga svar.

5.1.3 Intervjuer

I intervjuerna med eleverna tydliggors problemomradena ytterligare. Manga elever har svart att
forklara varfor de utfor sina berdkningar pa ett visst sétt och visar ingen forstaelse for
operationerna. Manga elever riknar med metoden skriftlig huvudrikning utan att forsta den
korrekt. En elev forklarar att det alltid 4r minus i mellanledet vid skriftlighuvudrikning om det &r
en subtraktionsuppgift och plus om det dr en additionsuppgift. Flera elever, som far fram ritt
svar, forklarar att man skriver minus i mellanledet nér det &r tal som ”inte gar”. Talet 63 — 37
16ses till exempel genom att eleverna forst subtraherar tiotalen och far fram 30. Dérefter ska de
subtrahera entalen, men konstaterar att det ”inte gar”. Da sitter de ut ett minustecken i
mellanledet efter 30, vinder pa entalen och riknar 7 — 3 och far fram 4, vilket ger mellanledet 30
—4 som leder till det korrekta svaret 26.

En elev, som angett svaret 18 pa uppgiften 51 — 49, forklarar att hon forst riknat tiotalen och fatt
50 —40 =10 och sedan 9 — 1 = 8 vilket ger svaret 18. Hon forklarar att hon tar det storre talet
forst och subtraherar det mindre for att hon “gillar det bést”. Flera elever visar tydligt under
intervjuerna att de inte forstatt betydelsen av talens ordning i subtraktion, utan subtraherar alltid
det mindre talet fran det storre.

En elev borjar rikna ut 51 - 49 som flickan ovan, men nér han ska skriva 18 som svar dndrar han
sig och vill skriva 2 istillet. Detta eftersom han kommit pa att det &r littare att rdkna upp fran 49
till 51 i tva steg genom huvudrikning. Dock reagerar han inte 6ver att de tva svaren han fatt fram
med olika metoder skiljer sig markant at, utan kommenterar att "de dr ju olika sétt", och
accepterar alltsa att det da kan bli olika svar.

I intervjuerna framkommer det dven att flera elever inte forstar positionssystemets betydelse. De
adderar ental med tiotal om vartannat. En elev forklarar sitt svar 51 — 49 = 0 pa f6ljande siitt:
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”Forst tar jag bort 40 fran 50 sa blir det 10 [tiotalen]. Sen tar jag bort 9 [9: an i 49] fran 10 [fran
tiotalssubtraktionen] sa blir det 1. Sen tog jag bort 1 fran 1 [1: an i 51] sa blev det 0.”

Ett annat exempel &r tva elever som angett att 63 - 37 = 40. Detta svar har de fatt fram genom att
forst subtrahera 60 — 30 och fatt fram 30 for att i nésta steg addera entalen 3 och 7 och fa fram 10
som i ett tredje steg adderas med talet 30 och pa sa sitt far de fram att 63 — 37 = 40.

Ytterligare ett exempel &r en elev som riaknar ut 528 - 376 till 201. Eleven subtraherar forst
hundratalen och fa fram 200, nir tiotalen subtraheras byter eleven ordningen och riknar 7 - 2 = 5,
inte 50, och tillsist subtraheras entalen 8 - 6 dir eleven far svaret 4. Mellan ledet ser nu ut pa
foljande sitt: 200 - 5 - 4, vilket eleven riaknar ut och far fram svaret 201.

Det féorekommer dven exempel dér eleverna byter plats pa ental och tiotal eller bara behandlar det
ena tresiffriga talets tiotal och ental.

5.2 Skola B

Skola B ir en F-5 skola och ér indelad i aldersintegrerade spar. Pa skolan finns det fem F-2:or
och fem 3-5:or. Pa Skola B finns dven tva Montessoriklasser, men eftersom de arbetar pa ett
annat sétt dn ovriga skolan har vi valt att ta upp Montessorieleverna i ett sirskilt avsnitt som
kommer bendmnas Skola B-M.

I Skola B deltog 24 elever fran fem olika grupper i undersokningen.

5.2.1 Matematikundervisningen (enligt lirarna)

I ar 1-2 arbetar barnen mycket med konkretiserande material, saisom kulramar och pengar.
Eleverna arbetar forst med talomradet O - 9 som senare utokas till omradet 0 -100. De anvander
sig av Matteboken 1A — 2B. Alla elever arbetar i sin egen takt och det &r stor spridning pa
eleverna. De har gemensamma genomgangar ibland men oftast forklarar lararen nya moment for
eleverna en och en. Barnen introduceras for den skriftliga huvudridkningsmetoden i Matteboken
2. Liararen uppfattar det som att vissa barn har svarigheter med mellanledet, men tycker sjélv att
det &dr en bra och enkel metod.

I 3-5:0rna pa Skola B anviénds liroboken Matteboken 3A och 3B for de flesta elever i ar tre. I ar
fyra byter man till liroboken Matteborgen (Andersson & Picetti, 2006). Det dr inte ldrarna sjilva
som har valt laromedlet Matteboken, utan det dr ett material som funnits pa skolan en ldngre tid.
Lirarna sjdlva dr inte speciellt positivt instillda till Matteboken, utan anser att den 4r
ostrukturerad och komplicerad for eleverna. Darfoér kommer de till hosten att byta ldrobok till
Matteborgen dven for treorna.

Arbetet med Matteboken kompletteras vid behov med stenciler, 1dxor och praktiska aktiviteter.
Eleverna anvénder sjdlva mycket praktiskt material nér de ridknar 1 bockerna eller gér andra
uppgifter, sasom till exempel pérlor, bonor, klossar, Cusinairs stavar och plastpengar.

En ldrare berittar att hon ibland far mojlighet att ha matematiklaborationer enbart med eleverna i
ar tre, men att det tyvirr intraffar vildigt sdllan. Klasserna ar aldersintegrerade och det &r stor
spridning vad géller kunskaperna hos de fa elever av samma alder som finns i varje klass. Darfor
anser ldrarna att det inte dr meningsfullt med genomgangar i grupp och har inte det, forutom
under de speciella mattepassen en gang i veckan, da eleverna frimst arbetar med problemldsning.
Lirarna introducerar och forklarar déarfor varje enskilt moment for en och en i det vanliga arbetet.
Om flera elever dr pa samma stille, sa kan det bli mojligt att forklara momentet for nagra fa.
Annars arbetar eleverna sjdlvstdndigt i sin egen takt.
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Av intervjuerna framkom ocksa att eleverna inte har sa stora mojligheter till ”matteprat”, vilket
ldrarna anser vara synd. Anledningen till det &r enligt en ldrare aldersintegreringen och den stora
spridningen pa elevernas kunskapsniva.

Vad gillde den skriftliga huvudrikningsmetoden, som Matteboken grundar sig pa, visade det sig
att ldrarna var negativt instéllda till den. De ansag att eleverna hade svart for att forsta rikning
med mellanled, 4ven om meningen med metoden &r att pa lang sikt utveckla béttre
tankestrategier. Lararna uppmanar ofta eleverna att stilla upp uppgiften med lanemetoden eller
rakna ut det pa nagot annat sitt och inte bry sig om den skriftliga huvudrikningen. Lirarna
papekade ocksa att de tycker att det 4r en brist att boken baseras sa mycket pa den skriftliga
huvudréikningen.

5.2.2 Resultat

Pa Skola B visade diagnosen att manga av eleverna saknade effektiva tankestrategier, vilket
bland annat visade sig i att enbart 50 % av eleverna klarade AG4 pa under 10 minuter. Diagnosen
visade ocksa att dven hir var subtraktion med flersiffriga tal ett stort problemomrade och da
speciellt vad gillde 1 vilken ordning talen ska subtraheras. Uppgiften 63-37 klarade enbart hilften
av eleverna och 29 % av eleverna har angett svaret 34. Av de sju som angav svaret 34 anvinde
sig fem av skriftlig huvudriakning och tva av uppstillning i algoritm. Den néstfoljande
textuppgiften som handlade om subtraktion av tva tresiffriga tal klarade 11 elever, vilket
motsvarar drygt 41 %. Sju av dessa elever har anvint sig av uppstéllning i1 algoritm och de
aterstaende fyra har inte visat nagra utrikningar.

Eleverna hade ocksa stora problem med uppgiften 51-49 dir 6ver 60 % inte angav korrekt svar
och hilften av dessa angav svaret 18.

En annan uppgift som véllade stora problem var 77-75. Nistan 40 % av eleverna klarade inte av
att rikna ut den korrekt och de vanligaste felaktiga svaren var 72 och 70. Svaren 0, 12 och 20
forekom ocksa.

Drygt 45 % angav inget eller ett felaktigt svar pa uppgiften _ - 3 = 90. 27 % av dem angav svaret
87.

5.2.3 Intervjuer

I elevintervjuerna framkommer det att manga elever har svart med 6ppna utsagor av typen _ - 3 =
90 och de kan inte ge nagot svar pa uppgiften. En av eleverna som angett 87 som svar i diagnosen
intervjuades, och i intervjun framgick det tydligt att eleven uppfattat att det var en subtraktion. En
elev forklarar att han inte vet hur han ska 16sa uppgifter av typen dppna utsagor och pa fragan hur
han gor med de uppgifterna i liroboken svarar eleven att han da far hjélp, men forstar inte sjalv
hur han ska gora.

Flera elever berittade dessutom att det inte spelar ngon roll om de riknar 3 - 7 eller 7 - 3. Aven
nagra av de elever som fick ett korrekt svar med hjilp av skriftlig huvudriknings metoden, visade
sig ha de hér felaktiga tankeformerna. De korrekta svaren fick de genom att de visste att de skulle
sdtta dit ett minustecken nér talet som ska subtraheras fran det andra &r storre 4n den andra. Flera
elever sdger att det inte gar att rdkna under noll.

Det framkom dven att atminstone 3 elever hade en sammankopplad entalsuppfattning. En elev
beskrev detta genom att forklara och visa att fyran i 40 var lika mycket som fyra fingrar.

En annan elev visar sin bristande forstaelse pa flera uppgifter. 77 - 75 blir enligt eleven 71, 58 -
57 blir 51. 84 + 9 far eleven till 89. Eleven har ingen forstaelse for att 8: an i 84 &r ett tiotal, eller
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for vad tiotal innebér. Eleven far dven fram fel svar nér hon riknar tal med tiotalsovergang (72 - 8
= 68) och om uppgiften dessutom innehaller tva tvasiffriga tal vet hon inte alls hur hon ska gora.
Manga elever visade att de kunde dela upp ett tal och anvénda sig av den kommutativa lagen vid
addition och uppgiften 84 + 9 16stes som 89 + 4 eller som 83 + 10 av flera elever.

5.3 Skola B-M

Montessoriklasserna pa Skola B dr uppdelade pa tva klasser, med sammanlagt tretton
eleveri ar 3.
I Skola B-M deltog tolv elever fran tva olika grupper i undersokningen.

5.3.1 Matematikundervisningen (enligt lirarna)

I bada klasserna arbetar man pa liknande sitt med matematik. De arbetar mycket med praktiskt
material, men ocksa med liromedlet Flex (Oreberg, Brogren, Johansson, Paulsen, Torstensson,
Vogel, 2000). Boken styr undervisningen och eleverna arbetar fritt och sjélvstandigt. Da och da
har de gemensamma genomgangar och for en del blir det da introduktion och for andra repetition.
I laroboken finns det inga forklaringar av nya moment, utan ldraren far ha individuella
genomgangar med varje elev. Typiskt for Montessori 4r att eleverna arbetar individuellt, vilket de
dven gor pa skola B-M, men ldraren forsoker d@ven fa in problemldsning i grupp som ett
komplement till det individuella arbetet. Huvudrikning trdnas genom att eleverna riknar de olika
tabellerna pa 16sa blad varje dag. I F-2 har eleverna inte arbetat med larobocker, utan de arbetar
med sma hiften och med laborativt material. I ar 1 arbetar eleverna inom talomradet 1-9, direfter
utokas omradet till 0-20. Parallellt med motsvarande ental arbetar de ocksa med de jimna
tiotalen, till exempel 9-2 och 90-20. Innan eleverna borjar ar 3 har de dven arbetat med hundratal
och tusental med hjdlp av konkret material. I ar 3 introduceras eleverna for addition och
subtraktion med tiotalsovergangar. De anvinder konkretiserande material sasom tiobasmaterial,
pengar och spel. I ar 3 introduceras dven subtraktion med tva flersiffriga tal. Eleverna far forst
ldra sig att berdkna uppgifterna med hjélp av huvudrikning, for att sedan i slutet av ar 3 fa lira
sig algoritmer. Detta for att ldraren anser att eleverna da kan och forstar positionssystemet.
Liaroboken Flex anvinder sig av bade algoritmer en typ av skriftlig huvudridkning, som de kallar
skriftlig huvudrikning vagrit. I addition fungerar den likadant som Rockstroms skriftliga
huvudrikningsmetod, hundratalen adderas forst, sedan tiotalen och till sist entalen. Slutligen
adderas hundratal, tiotal och ental ihop for att fa fram svaret. I subtraktion ska eleverna anvéinda
sig av utjamna med hjilp av tallinjen.

Liraren brukar anvinda sig av huvudridkning och algoritmer bara nér det krivs.

5.3.2 Resultat

Diagnosen visar att tva av eleverna saknar grundldggande forstaelse for multienheter. De visar
stora brister i forstaelsen av positionsvirde, vilket visar sig i svar av typen 40 + 30 = 43 och

48 + 24 = 612. Manga svar saknar dven helt rimlighet. Dessa elever visar dven pa stora
kunskapsluckor inom flera andra omraden. Bland annat kan de inte avgora om de ska anvéinda
addition eller subtraktion for att 16sa textuppgifterna, samt att deras rdknestrategier dr uppenbart
bristfélliga och kriver mycket tid vid huvudrikningsuppgifterna.

Det storsta problemomradet som diagnosen avsldjade var att flertalet elever har problem med
subtraktion med tio- och hundratalsdvergangar vid flersiffriga tal.

Pa uppgiften 51 - 49 angav 50 % av eleverna det korrekta svaret 2, 18 % angav svaret 18, 17 %
har inte angett svar och 17 % angav andra svar (11 och 91). Bara knappt 17 % av de eleverna
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kunde 16sa foljande uppgift korrekt: Morfar dr 63 ar och mamma ar 37 ar. Hur mycket éldre &r
morfar &n mamma? Drygt 58 % av eleverna angav svaret 34.

Tva av eleverna gjorde dven viaxlingsfel vid algoritmridkning pa den skriftliga delen av diagnosen,
dér svaret blivit ett tio- hundra- eller ental fel.

Diagnosen visade dven att fler dn hélften av eleverna anvinde sig av alltfor tidskrdvande
tankestrategier som ofta ledde till fel. Hélften av eleverna tog 6ver tio minuter pa sig att 16sa
diagnosen AG4, som enligt anvisningarna bor avbrytas efter ca 10 minuter eftersom elever som
kriver sa lang tid sannolikt saknar kunskaper inom omradet. Den elev som behovde ldngst tid
blev avbruten nir hon efter 22 minuter fortfarande inte var klar.

I den skriftliga delen av diagnosen har sex av tolv elever anvént sig av algoritmer, en har anvént
sig av bade algoritmer och skriftlig huvudridkning, tva har anvint sig enbart av skriftlig
huvudrikning och ytterligare tre har bara angett svar.

5.3.3 Intervjuer

Pa skola B-M var det bara tre av tolv eleverna som hade tillstandslappen for intervjun med sig vid
den aktuella dagen, vilket leder till en liten intervjugrupp fran skolan.

En av de tre eleverna l16ste textuppgifterna med operationerna 63 - 34 och 528 - 376 med hjilp av
den végrita huvudridkningsmetoden som presenteras i liroboken Flex. Eleven 16ste uppgifterna
korrekt och kunde beskriva tillvigagangssittet, men han stéillde upp uppgiften som en
standardalgoritm med talen ovanpa varandra.

En elev 16ste 63 - 37 genom att forst subtrahera 30 fran 60 och sedan 3 fran 7 och fick svaret 34.
Eleven forklarade att hon maste byta ordningen pa 3: an och 7: an eftersom det inte gar att
komma under noll. Den sista eleven kunde inte ge nagot svar pa uppgifterna med tiotalsovergang
alls. Han forklarade att man skulle rdkna ut vad man skulle plussa till 37 for att det skulle bli 63,
men visste inte hur han skulle ga tillvéiga.

En elev, som angett svaret 11 pa diagnosen for uppgiften 51 - 49, forklarar utrdkningen genom att
beskriva att hon la till 1 till 49 for att fa 50. Sedan tog hon 51 - 50 och fick da 1 kvar, hon adderar
de tva ettorna och far i intervjun svaret tva, medan hon i diagnosen skrivit ut sina tva ettor
bredvid varandra istillet och fatt svaret 11.
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5.4 Genomgang av aktuella lirobocker

I var genomgang av larobockerna koncentrerar vi oss pa rdknemetoder for uppgifter som dr svara
att 16sa med huvudrikning.

5.4.1 Matteboken

I Matteboken, forfattad av Rockstrom och Lantz (1998), anvinds metoden skriftlig huvudridkning
med mellanled for operationer som eleverna inte kan utfora i huvudet. Eleverna presenteras for
metoden forsta gangen i bok 2A, vilken vanligtvis anvénds hostterminen i ar 2. Eleverna far forst
ldra sig att rdkna ut additioner med tva tvasiffriga tal utan tiotalsvergangar. I bok 2B presenteras
addition och subtraktion inom talomradet 100 - 500 utan tiotalsovergang. I denna bok méter
eleverna dven additioner av tva tvasiffriga tal med tiotalsbvergang och subtraktioner med tva
tvasiffriga tal utan tiotalsvergang.

I bok 3A moter barnen talen upp till 1000. Dar presenteras eleverna for subtraktionen med tva
tvasiffriga tal med tiotalsovergang pa foljande sitt (Rockstrom & Lantz, 1998, s. 56):

32-15=

Tédnk sd hir:

fé’r;t tiota/én: 30-10=20

sedanentalen:  2-5= jagkanbaratabort2,
men jag mdste ta bort 3 till

32-15=20-3 =17

I nista steg ska eleverna utfora berdkningar med tva tresiffriga tal med en tiotalsévergang, vilket
innebir att det blir bade plus och minus i mellanledet, vilket presenteras sa hiar (Rockstrom &
Lantz, 1998, s. 58):

Hur tinker man?

45-22=20+3 =23
45-28 = 20-3= 17

Ibland blir det plus i
mellanledet,
ibland blir det minus!

/%-36 = 40-2 = 38
/4-32=40+2 =42

I bok 3B presenteras eleverna for standardalgoritmen parallellt med den skriftliga
huvudridkningen. Nir tiotalsdvergangen presenteras i algoritmuppstillningen ir det lanemetoden
som anvinds.
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5.4.2 Flex

Flex ir forfattad av Oreberg med flera (2000). I liroboken anviinds olika metoder for addition
och subtraktion. Vid addition av flersiffriga tal, som dr komplicerade att rikna i huvudet, ska
eleverna anvénda sig av skriftlig huvudrikning vagritt och skriftlig huvudriakning lodritt. Det
som forfattarna bendmner som skriftlig huvudrikning vagritt ér i addition detsamma som
Rockstroms skriftliga huvudrikningsmetod. Den introduceras ungefér i mitten av Flex 6, vilken
ar den bok som eleverna vanligtvis ridknar i under varterminen i ar 3, dir dven addition med tva
tvasiffriga tal kommer in. Efter ett par kapitel med bland annat rikning med tal av denna typ
introduceras sedan den skriftliga huvudrikningen lodritt, som dr detsamma som den vanligaste
additionsalgoritmen i Sverige.

Efter att addition med tva tvasiffriga tal riknats i nagra kapitel, introduceras eleverna for
subtraktion med tva tvasiffriga tal. Aven hir kommer den skriftliga huvudrikningsmetoden
vagritt forst for att sedan i slutet av boken Flex 6 foljas av den skriftliga huvudrakningsmetoden
lodritt, den vi vanligtvis kallar for lanemetoden.

I den vagrita skriftliga huvudrakningsmetoden for subtraktion anvinds tallinjen for att i flera steg
rakna ut skillnaden mellan de bada talen. Liksom i Rockstroms skriftliga huvudriakningsmetod
anvénder sig eleverna av ett mellanled, men i Flex anvinder man enbart utfyllnadsmetoden, man
subtraherar alltsa inte de olika talenheterna med varandra utan man utgar ifran det ldgsta talet och
raknar i etapper upp till det hogre. Tallinjen &r alltid utritad i anslutning till uppgifter som ska
berdknas med skriftlig huvudrikning.

Utrikningen gér till pa foljande vis (Oreberg et al. 2000, s. 100):

Hur stor ar skillnaden i vikt?

465kg-190kg

I I I
100 150 200 250 300 350 400 450 500

10 + 200 + 65 = Svar: kg

For talet 465 - 190 borjar eleverna med att titta pa tallinjen for att rikna ut hur mycket det ar fran
190 till 200 och noterar att det r 10. I nista steg tar eleven reda pa differensen mellan 200 och
400, vilket dr 200. Eleven noterar dven det och ridknar sedan ut hur mycket det dr mellan 400 och
465. Svaret 65 noteras innan eleven slutligen ldgger ihop alla tre delresultat for att fa det korrekta
svaret 275. I Laroboken Flex finns det inga forklaringar, annat &dn beskrivna nir nya moment
introduceras, utan det dr ldrarens uppgift att sta for dem.
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5.5 Analys av resultat

Samtliga tre skolor som deltog i undersokningen arbetar pa ett liknande sétt med den
grundldggande matematiken. De anviander mycket konkretiserande material som komplement till
laroboken. Samtliga klasser &r dlderintegrerade, vilket lett till fa gemensamma genomgangar.
Undervisningen ar hastighetsindividualiserad och eleverna arbetar sjdlvstandigt i sin egen takt.

5.5.1 Problem med multienheter

Hos eleverna kunde vi se flera specifika och strukturella problem som tyder pa att eleverna
saknar nodvindiga strategier inom omradena addition och subtraktion, strategier som behovs for
att klara matematiken bade nu och i framtiden. Flera elever visar tydliga tecken pa bristande
begreppsstrukturer for multienheter. Detta visar sig bland annat i svarigheter att subtrahera tva
tvasiffriga tal och att eleverna behover lang tid pa sig att 16sa uppgifterna vilket kan bero pa att
eleverna anvinder sig av en en-enhetsstruktur vid berdkningen av multienheter.

En del av eleverna anger svar som helt saknar rimlighet vilket tyder pa att de inte har utvecklat
nagra fungerande tankestrategier alls for multienheter.

Fuson skriver att manga barn har en sammanlidnkad entalsuppfattning, dvs. att de ser flersiffriga
tal som ental placerade bredvid varandra, istillet for att se multienheternas betydelse i forhallande
till siffrornas position, vilket kan vara en forklaring i detta fall (Fuson, 1992, Research on whole
number addition and subtraction, s. 262).

5.5.2 Outvecklade och tidskrivande tankestrategier

Ett annat allvarligt strukturellt problem ér att eleverna anvénder sig av outvecklade och alltfor
tidskridvande tankestrategier. Manga anviander sig av fingerrikning och far da stora problem nir
talomradet utokas. 48 % av eleverna klarar inte diagnos AG4 pa den utsatta tiden tio minuter.
Diagnosen avslojade dven strukturella svarigheter vid subtraktion av tva nérliggande tvasiffriga
tal. Detta dr ett tecken pa att eleverna saknar subtraktionsstrategin utjimna och bara anvénder sig
av strategin forédndra - ta bort.

Sammanlagt 7 av 67 elever angav svaret 87 till uppgiften _ - 3 = 90. I intervjuerna sag vi tecken
som tydde pa att detta inte berodde pa ett slarvfel dér eleven riknat addition istéllet for
subtraktion, utan att orsaken istéllet 1ag i att eleverna har en bristande forstaelse for
rdknesymbolernas betydelse. De ser de tva miangderna 90 och 3 och subtraktionstecknet och utfor
da operationen

90 - 3 utan att reflektera dver tecknens betydelse och position.

Ytterligare 15 elever hade svarat fel eller inte svarat pa uppgiften.

5.5.3 Subtraktion med multienheter med tiotalsovergang

Det storsta problemomradet fann vi inom subtraktion med multienheter med tiotalsévergang.
Bara 27 % av eleverna i de tre undersokningsgrupperna har angett det korrekta svaret 26 pa
uppgiften 63 - 37. 42 % av alla elever har istéllet angett svaret 34. I sina skriftliga utrdkningar
visar eleverna att de forst subtraherat 3 fran 6 och fatt svaret 3. I nista steg har de subtraherat 3
fran 7 och fatt svaret 4, vilket gett svaret 34. Eleverna subtraherar det minsta talet fran det storre
utan att begrunda vad de gor. Detta &r ett tecken pa att de hér eleverna har betydande problem
med tiotalsdvergangar inom subtraktion och dven med forstaelsen av begreppen subtraktion och
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multienhet. Manga av de elever som angett svaret 34 pa uppgiften 63-37 har dven svarat att 51 —
49 = 18, dér de anvint sig av samma tillvigagangssitt.

Hir saknas tydligt rimlighet i svaret men elevernas begreppsuppfattning kan vara sa stark att de
inte ens reflekterar over orimligheten i svaret (Fuson, 1992, Research on whole number addition
and subtraction, s. 262). Problemen kan ha sitt ursprung i att de i skolan utsatts for ett regelstyrt
procedurbetonat arbetssitt dér forstaelsen kommit att bli underordnad.

5.5.4 Skillnader utifran val av riknemetod

En stor skillnad mellan undersokningsgrupperna ér att de valt att fokusera pa olika raknemetoder
for skriftliga utrdkningar. I skola B anvinder eleverna sig av bade standardalgoritm och skriftlig
huvudrikning och ldrarna foresprakar algoritmrikning med lanemetoden. Hir ser vi ett betydligt
bittre resultat nir det géller subtraktioner med tiotalsovergang, dn i de bada andra
undersokningsgrupperna dir undervisningen fokuseras pa den skriftliga huvudrikningsmetoden. I
skola B 16ste 50 % av eleverna textuppgiften med operationen 63-37 korrekt, medan motsvarande
procentsats pa de bada andra skolorna var 13 % respektive 17 % (se diagram 1). Pa nista uppgift
som inneholl en subtraktion med tva tresiffriga tal och en tiotalsdvergang var skillnaden &dn mer
markant. Pa skola B 16ste 41 % av eleverna den korrekt, 64 % procent av dem 16ste uppgiften
med hjilp av uppstillning i algoritm, medan de 6vriga 35 % inte visade nagon utrikning. Pa
skola A var 16sningsfrekvensen 6 % och pa skola B-M hade inte nagon av eleverna angett rétt
svar (se diagram 2).

Diagram 1. Losningsfrekvens i procent for uppgiften 63 - 37

100

80

60 O Skola A

B Skola B
40 OSkolaB-M
, _f —
0 L) L) L)
Korrekt svar Diskriminerar inte Annat inkorrekt svar Inget svar
ordningen
Diagram 2. Losningsfrekvens i procent for uppgiften 528 — 376
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I en analys av den skriftliga huvudrikningen har vi kunnat konstatera att metoden ofta leder till
att eleverna inte diskriminerar subtraktionsordningen.

Vid addition fungerar metoden bra, men studien har visat att det forekommer elever som inte har
forstaelse for metoden utan utriakningen har for dem blivit en regelstyrd procedur.

Vid subtraktion ddremot har vi tydligt sett att metoden inte fungerar for majoriteten av eleverna. |
borjan riknar eleverna bara med subtraktioner utan tiotalsovergangar vilket ger plus i
mellanledet. Nir tal med tiotalovergangar introduceras lér sig eleverna att de ska skriva minus i
mellanledet men saknar forstaelse for varfor. Den korrekta betydelsen for minustecknet i
mellanledet ir att det &r ett negativt tal. [ uppgiften som 63 - 37 innebir det att eleven forst ska
rakna tiotalen och fa 60 - 30 = 30 och skriva 30 i mellanledet. Darefter ska de rdkna 3 - 7 som blir
- 4, ett negativt tal. Denna negativa fyra ska sedan adderas i mellanledet vilket helt korrekt skulle
ge 30 + ( - 4). Men eftersom eleverna helt saknar kinnedom om negativa tal, manga uttrycker
tydligt att det inte finns tal under 0, dr detta en tankeform de inte kan forsta pa egen hand.

Da eleverna inte far tillrdckligt med stod for att forsta detta skapar de egna regler f6r hur
uppgifterna ska 10sas, till exempel att det alltid 4r minus i mellanledet om det dr minus i
uppgiften. En annan vanligt forekommande regel &r att det blir minus i mellanledet da en
subtraktion "inte gar", det vill sidga da differensen understiger noll.

Den storsta delen av eleverna vinder pa talen och rdknar exemplet 63 - 37 genom att subtrahera
60 - 30 =30 och sedan 7 - 3 = 4. En del elever skriver dven 3 - 7 = 4. I nésta steg, i mellanledet,
anvinder sedan en del barn sig av addition och far det felaktiga svaret 34. Andra elever anvinder
sig av subtraktion och far da det korrekta svaret 26, trots att en felaktig tankeform ligger bakom.
Det ér viktigt att ldrarna uppmérksammar denna felaktiga tankeform, som kan vara svar att
uppticka, eftersom den inte bygger pa forstaelse for metoden och saledes inte &r utvecklingsbar.
Aven vid skriftlig huvudrikning végritt visar resultatet av diagnosen att f3 elever har forstaelse
for metoden och de flesta elever, i den undersokningsgruppen som arbetade med ldroboken Flex,
anvinde sig av andra metoder eller kunde inte berdkna uppgifter med storre tal och
tiotalsovergang alls. En anledning till detta kan vara att nér eleverna tidigare i Flex har mott
uppgifter som ska beridknas med den vagrita skriftliga huvudrikningen sa har tallinjen alltid
funnits utritad i anslutning till uppgifterna. En annan anledning kan vara att metoden inte ir
lamplig vid alla berdkningar. Vid en uppgift som till exempel 564 — 326 ska eleverna utga fran
326 och rikna upp till nista jamna hundratal, vilket ger 74. Direfter rdknar de upp till det andra
talets hundratal (500), vilket ger 100. I nésta steg riknar eleverna upp fran 500 till 564 och
direfter ska de addera de tre delsummorna, i detta fall 74 + 100 + 64, en operation som kan vara
komplicerad for eleverna att rikna i huvudet.

5.5.5 Analys av liromedelsgranskning

I genomgangen av Matteboken sag vi bristfilliga forklaringar som inte bidrar till djupare
forstaelse hos eleverna. Nir eleverna utfor berdkningar med tresiffriga tal med bara en
tiotalsovergang blir det bade plus och minus i mellanledet vilket beskrivs i boken med en bild pa
en drake som s#ger "Ibland blir det plus i mellanledet, ibland blir det minus!" nagot som inte
bidrar till elevernas forstaelse om varfor det blir plus respektive minus och nr.

I diagnoserna ser vi att en stor del av eleverna inte skriver ut mellanledet. En anledning till detta
kan vara att 1 Matteboken uppmanas eleverna att forsoka hoppa over att skriva ut mellanledet 1
additionsuppgifterna. Dérefter introduceras skriftlig huvudrikning i subtraktion med
tiotalsovergang. Detta kan litt leda till att eleverna inte heller hér skriver ut mellanledet. Eftersom
tanken med mellanleden ér att eleverna ska synliggora sina tankegangar, dr det av stor vikt for
elevernas egen forstaelse att de skriver ut mellanledet.
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5.5.6 Brist pa forstaelse for de matematiska operationerna

Manga elever tycks sakna forstaelse for de operationer de utfor och operationerna blir da
procedurstyrda. Detta giller bade vid skriftlig huvudrikning och vid algoritmréikning. Ett
problem med rikning i algoritm &r att positionsvirdet inte dr sa tydligt pa grund av den vertikala
uppstillningen. Detta kan bidra till att elever utvecklar en sammanlédnkad entalsuppfattning. I
elevintervjuerna framkom det att eleverna anvénde sig av lanemetoden vid algoritmridkning.
Denna metod kriver att de behirskar stora subtraktionstabellen (kombinationerna i talomradet O-
20). I diagnosen ser vi att det forekommer vissa svarigheter hir, vilket visar sig i riknefel.

Trots att elever 6var mycket pa uppgifter av samma typ lar de sig inte alltid hur de ska gora

eftersom forstaelsen ofta saknas. Istéllet kan den intensiva dvningen leda till att eleverna beféster
den begrinsade tankeformen.
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6. Slutdiskussion

I slutdiskussionen lyfter vi fram studiens visentligaste delar under de tva rubrikerna Konstruktion
av begreppsstrukturer samt Riknemetoder och ldromedel. Vi kommer sedan att knyta resultatet
till tidigare forskning. Dérefter diskuterar vi studiens begransningar och uppfyllelse av syfte. Vi
kommer sedan kort berora vilken vidare forskning vi skulle vilja se i framtiden inom omradet.
Diskussionen avslutas sedan med ett slutord.

6.1 Studiens centrala delar

Vi har i undersokningen avslojat ett antal felaktiga och icke utvecklingsbara begreppsstrukturer
som visat sig vara hogfrekventa i undersokningsgruppen.

6.1.1 Konstruktion av begreppsstrukturer

Studien indikerar att flera elever har begreppsstrukturen sammanlidnkad entalsuppfattning. Att
eleverna ser flersiffriga tal som 16sryckta siffror placerade i rad ér ett mycket allvarligt fel som
kan leda till att eleverna far stora problem i framtiden, om det inte upptéicks och korrigeras innan
uppfattningen befists. En orsak till att eleverna konstruerar en sammanlidnkad entalsuppfattning
kan vara att eleverna arbetar allt for linge enbart inom talomradet 0-9. Pa samtliga skolor som
deltog i undersokningen arbetas det intensivt med talen inom talomradet 0-9 i ar 1, och det drojer
innan eleverna introduceras for flersiffriga tal.

Nya begrepp byggs upp av redan existerande begrepp. Nir forstaelsen for ett tvasiffrigt tal byggs
upp anvinder sig eleverna av den begreppsforstaelsen de redan har av talen 0-9. Det dr viktigt att
i steget mellan forstaelsen for de redan existerande begreppen, de ensiffriga talen, och det
begrepp som ska konstrueras, det tvasiffriga talet, peka pa begreppsattributens skillnader. Léraren
maste vara medveten om detta och hjilpa eleverna att forsta att det tvasiffriga talet bestar av ental
och tiotal. Oregelbundenheterna i det svenska sprakets sitt att bendmna talen i talomradet 11 - 29
forsvarar uppbyggnaden av denna forstaelse da till exempel talordet fjorton inte pa nagot sétt
visar for eleven att talet dr uppbyggt av ett tiotal och fyra ental. Inte forridn eleverna moter talen
30 - 99 kan de med talordens hjilp fa en forstaelse for talens uppbyggnad, men detta ir ett
talomrade som inte berors forrén senare, da eleverna redan kan ha skapat och befist en felaktig
uppfattning for begreppet multienhet.

Studien visade dven att manga elever anvénder sig av en begreppsstruktur baserad pa ental nér de
moter flersiffriga tal, en en-enhetsuppfattning, vilket innebér att de inte kan se de separata
multienheterna som méngder (tiotal, hundratal etc.) utan ser ett flersiffrigt tal som en stor samling
av en-enheter. Detta visar sig bland annat i diagnosen AG4. Ytterst fa elever visade att de
behirskade de matematiska omraden som testades i diagnosen, det vill siga utforde diagnos AG4
pa 4 - 5 minuter. En stor del av eleverna behdvde 6ver tio minuter, den tid diagnosen max bor ta,
for att klara diagnosen och somliga behdvde 6ver 20 minuter. Att en elev behover sa lang tid
betyder med stor sannolikhet att eleven anvénder sig av en-enhetsuppfattningen och behandlar
talen som méngder av ental nér de utfor berdkningar. Denna metod &r tidskrdvande och kan ofta
leda till fel. En elev kan klara sig bra med en-enhetsuppfattningen inom det ldgre talomradet
vilket gor det svart for ldraren att uppmirksamma den begrinsade uppfattningen. Men ju storre
talomradet blir och ju svarare utrikningar eleverna ska berdkna desto mer kravande blir metoden.
Aven hir kan konstruktionen av den bristfilliga begreppsuppfattningen bero pa att eleverna
arbetat for lange inom talomradet 0-9 utan att mota flersiffriga tal. Nir eleverna pa de aktuella
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skolorna introduceras for operationer med tvasiffriga tal, dr det enbart det forsta talet som ar
tvasiffrigt, medan talet som adderas eller subtraheras &r ett ental. Detta leder till att eleverna kan
ha kvar en en-enhetsuppfattning, som blir allt mer befist. Pa diagnoserna och elevintervjuerna
sag vi tydliga tecken pa att en anmirkningsvirt stor del av eleverna har tydliga brister i
forstaelsen for hur operationer med tva tvasiffriga tal ska utforas.

Det storsta problemomradet fann vi inom subtraktion med tiotalsovergang. Det visade sig vara
mycket vanligt att elever inte diskriminerar ordningen i subtraktion. De subtraherar alltid det
lagre talet fran det hogre och undviker pa sa sitt tiotalsovergangar och véxlingar vid uppgifter
som 63 - 37. Eleverna uttrycker tydligt uppfattningen att subtraktionsordningen inte har nagon
betydelse.

Orsaken till detta kan ligga i att eleverna har brister i sin begreppsforstaelse for subtraktion. De
urskiljer inte det for subtraktionsbegreppet viktiga attributet att subtraktion inte ir kommutativ.
En anledning till att denna urskiljning inte gors kan vara att begreppsforstaelsen for subtraktion
byggts upp pa forstaelsen for addition, som dr kommutativ, och att detta urskiljande attribut inte
uppmirksammats tillrackligt.

6.1.2 Riknemetoder och léiromedel

I var studie har det framkommit att den skriftliga huvudriakningsmetoden fungerar relativt bra vid
addition, men att det vid subtraktion och da sérskilt vid subtraktion med tiotalsdvergangar uppstar
stora problem for storre delen av eleverna i undersokningen. Eleverna har uppvisat en dalig
forstaelse for metoden. I elevintervjuerna framkom det att eleverna da har skapat egna regler for
hur operationerna ska ga till. I vissa fall leder dessa regler till ritt svar, men tankestrukturen
bakom ir felaktig. Eleverna diskriminerar heller inte ordningen i subtraktion utan ser
subtraktionen som kommutativ.

Inte heller elever som anvénder sig av vagrit skriftlig huvudriakning for subtraktion tycks ha
nagon forstaelse for metoden. En stor del av eleverna vet inte ens hur de ska gora for att 16sa
operationer med flersiffriga tal nir en utritad tallinje inte finns med. Det finns manga tal som inte
ar lampade for denna metod, som uppgifter da utrikningen i mellanledet innehaller
tiotalsovergangar.

De elever som anvinde sig av uppstillning 1 algoritm hade visserligen ett markant béttre resultat,
men manga visade en ofdrstaelse for algoritmen. De berorda eleverna anvinde lanemetoden vid
subtraktion, vilken vi anser innefattar vissa svarigheter. Dels krdvs att eleverna behirskar stora
subtraktionstabellen och dels kan eleverna ha svart att relatera till metoden da den inte har en
tydlig verklighetsanknytning.

6.2 Resultatet i relation till tidigare forskning

Fuson har genom sin forskning kunnat konstatera att amerikanska skolor inte ger eleverna
tillrackliga mojligheter och stod for att de ska kunna konstruera anvindbara och korrekta
begreppsstrukturer for multienheter. I stéllet har undervisningen ofta fokuserats pa att ldra barnen
regler och procedurer for hur man behandlar de skrivna symbolerna i olika operationer (Fuson,
1992, Research on whole number addition and subtraction, s. 263). Detta leder i sin tur till att
eleverna kan skapa felaktiga begreppsstrukturer sa som den sammanlidnkande
entalsuppfattningen, eller begrinsande strukturer som en-enhetsuppfattningen. Vi har genom var
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studie kunnat bekrifta att detta giller dven for de skolor och elever som ingatt i var
undersokningsgrupp. Manga elever vixlar 4ven mellan en sammanlidnkad entalsuppfattning och
andra begreppsstrukturer (Fuson, 1997, s. 137). Det kan vara en anledning till att manga ldrare
inte uppticker att eleverna har en felaktig eller otillricklig begreppsuppfattning.

En annan anledning till att eleverna har brister i sin begreppsuppfattning av multienheter kan vara
att de hogre talomradena introduceras sapass sent for eleverna att de redan har en befst
tankestruktur om tal som en-enheter, vilket ocksa Fuson upp i sin forskning. Detta sag vi tydliga
tecken pa i var undersokning diar de medverkande ldrarna bekréftade att talomradet Gver nio
introducerades forst efter en lang och intensiv period av arbete med talomradet O -9, som ofta
striickte sig over hela det forsta skoldret. Aven fast talomradet 10 - 20 introducerades och
behandlades ingaende kort dirpa, ger dessa tal inget bra stod for konstruktionen av
begreppsstrukturer for multienheter. Detta beror pa att deras ologiska bendmning inte tydligt visar
att talen bestar av tiotal och ental, vilket gor att eleverna fortfarande ser dessa tal som en méingd
av bara ental (Fuson, 1992, Research on whole number addition and subtraction, s. 266).

I skolorna i undersokningen arbetas det mycket med konkretiserande tiobasmaterial for att
eleverna ska forsta inneborden av tiotal och ental. I undersékningen har det dock avslojats att
maénga barn trots detta arbete inte har en korrekt forstielse for multienheter. Aven fast de
bendmner tiotalen tiotal behandlar de dem som méngder av ental. Detta visar sig till exempel i det
hogfrekventa problemet med att 16sa uppgifter med tva tvasiffriga tal. Fuson har i sin forskning
konstaterat att elever inte behdver anvinda begreppsstrukturer for multienheter nédr de anvinder
sig av tiobasmaterial, (Fuson, 1992, Research on whole number addition and subtraction, ss. 264
-265) nagot som bekriftar var teori.

I var undersokning mirkte vi att en stor del av eleverna inte diskriminerar ordningen vid
subtraktion och vi konstaterade att en anledning till detta kan vara att eleverna har brister i sin
begreppsuppfattning for subtraktion. Forskning har visat att man vid bildandet av nya begrepp
anvander sig av de begrepp man redan kan (Bentley, 2007, in print). For elevernas del innebér det
i detta fall att tankestrukturerna for subtraktion till stor del kan byggas pa tankestrukturerna for
addition. Om inldrningen sker via theory revision, det vill sdga under en lidngre tid, skapar
eleverna en prelimindr uppfattning om begreppet subtraktion som da ofta grundar sig pa
begreppet addition. I denna uppfattning &dr dven subtraktion kommutativ. Denna preliminira
forstaelse fungerar bra for barnen dnda tills de stoter pa uppgifter med tiotalsovergang. Da maste
de precisera begreppsforstaelsen och uppfatta det sirskiljande attributet att subtraktion inte dr
kommutativt. Ofta méter inte elever uppgifter av den hir typen forrén efter lang tid i skolan. Da
har de i manga fall redan specificerat och befist sin forstaelse for subtraktion som kommutativ,
precis som addition. Eleven tinker da helt i den uppfattningen av begreppet och reagerar inte
over de felaktiga svaren som denna begreppsuppfattning leder till.

Inldrningen kan dven ske genom redescription, da begreppsbildningen sker under en kortare tid
och genom att eleverna utsitts for en hogfrekvent exponering av begreppet och
begreppsattributen (Bentley, 2007, in print). Om eleven under denna tid exponeras for begreppets
samtliga attribut, dven att subtraktion inte &r kommutativ, bor de fa en bittre uppfattning for
begreppet subtraktion. Fuson skriver att subtraktionsinldrningen ofta sker dver alltfor lang tid och
att uppgifter med tiotalsovergangar presenteras alldeles for sent. Detta leder till att eleverna far
begrinsade mojligheter att generalisera sin kunskap och utveckla sitt kunnande (Fuson, 1992,
Research on whole number addition and subtraction, s. 263).
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Eleverna som deltog i undersokningen och som anvénder sig av metoden skriftlig huvudrikning
diskriminerar inte ordningen i subtraktion. Rockstrom beror inte problemet i sin metodbok utan
forutsitter att eleverna klarar av att forsta att entalsoperationen i uppgiften 63-37 kan ses som ’3-
7, ta bort tre och du har fyra kvar att ta bort, alltsa skrivs -4 i mellanledet”. Var studie har dock
visat att sa inte dr fallet i den deltagande undersokningsgruppen, dér en storre del av eleverna
raknade uppgiften 63-37 som 60-30=30 och 3-7=4 och da fick svaret 34. En orsak till detta kan
vara att eleverna inte har nagon forkunskap om negativa tal, nagot som Rockstrom inte nimner
som en nddvindig forkunskap. Vi anser att en begreppsuppfattning om negativa tal dr en
nodvindighet for att kunna anvinda metoden pa ett meningsfullt sitt. Annars kan eleverna bilda
uppfattningar som inte dr utvecklingsbara och skapa egna regler for operationerna.

Studien har visat att de elever som anvénder sig av uppstéllning i algoritm har visat vissa brister i
sin forstaelse for metoden. Detta ér sdrskilt tydligt vid subtraktionsuppgifter da eleverna anvénder
sig av lanemetoden. Enligt Kilborn &r detta en av de krangligaste subtraktionsalgoritmerna. Den
stora anledningen till detta dr att metoden kridver stora subtraktionstabellen. De elever som inte
automatiserat stora subtraktionstabellen kan fa problem med att halla alla deloperationer i minnet,
vilket litt kan leda till raknefel (Kilborn, 2002, s. 62). Vixlingarna kan dven stilla till problem
for eleverna da detta blir en onaturlig tankeform eftersom eleverna inte vixlar pa detta sétt i det
dagliga livet. Bade Kilborn och Lowing anser att utfyllnadsmetoden ir ett béttre alternativ. Denna
algoritm bygger pa samma “upprikningsmetod” som anvénds nir man handlar i afférer, betalar
och far pengar tillbaka (Lowing & Kilborn, 2002, s. 138-142).

Kilborn (2002, s. 63) beskriver den principiella skillnaden pa ldnemetoden och utfyllnadsmetoden
sa hir:

Om man har en tia och fem enkronor och skall kpa nagot som kostar 8 kr, véixlar
man i lanemetoden pengarna till 15 enkronor. Man betalar med 8 av dem och har
dérefter 7 kr over.

I utfyllnadsmetoden ldmnar man fram tian och far 2 kr tillbaka. Tillsammans med
de 5 kr man hade fran borjan, blir det 7 kr 6ver. (s. 63)

Kilborn och Lowing menar att eftersom utfyllnadsmetoden dr en direkt beskrivning av det som
sker i verkligheten &r den ocksa rekonstruerbar (Lowing & Kilborn, 2002, s. 142), vilket vi anser
medfor att en forstaelse for metoden littare etableras hos eleverna.

6.3 Studiens begrinsningar

Eleverna i studien kom fran samma omrade, med samma socioekonomiska forhallanden, vilket
inte gor studien helt generaliserbar. Majoriteten av eleverna dr fodda i Sverige men stor del av
dem har inte svenska som hemsprak, vilket dr ytterligare en faktor man maste ta hansyn till. Man
maste dven ta hinsyn till barnens dagsform da de genomf6rde diagnoserna.

Vidare kan man inte heller vara helt sidker pa att lirarna gav en helt korrekt bild av
undervisningen under intervjuerna, eller att vi som intervjuare tolkat deras svar pa ett korrekt stt.
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6.4 Uppfyllelse av syfte

Genom diagnosen kunde vi kartldgga elevernas kunskaper och identifiera de storsta strukturella
problemomradena. I analyserna av diagnossvaren och de efterfoljande elevintervjuerna och efter
en grundlig genomgang av teorier fick vi en god uppfattning om vari elevernas svarigheter ligger
och vilka orsaker som kan tinkas ligga bakom. I genomomgangen av liromedel och efter samtal
med ldrarna om hur undervisningen bedrivs fick vi ytterligare bekriftelse pa att var uppfattning
stamde.

Vi anser att vi dirmed uppfyllt studiens syfte och gett svar pa fragestéllningarna.

6.5 Framtida forskning

Var studie indikerar att manga elever uppfattar subtraktion som kommutativ. Vi skulle gidrna se
att det i framtiden forskades mer om hur elever uppfattar begreppet subtraktion och om hur de
konstruerar dessa begreppsstrukturer.

Vi ser dven ett stort behov av mer svensk aktuell forskning om begreppsforstaelse for och
operationer med multienheter.

Det finns dven ett behov av en djupare undersokning om hur elever forstar och anvinder sig av
den skriftliga huvudriakningsmetoden.

6.6 Slutord

Innan eleverna borjar rdkna med multienheter maste de ha en ordentlig forstaelse for begreppet
multienhet. Detta innebdr inte att barnen ska kunna ordet multienhet, utan att de ska ha en
forstaelse for begreppet och dess attribut. I var fallstudie mirkte vi att manga elever verkade
sakna en fullstdndig forstaelse for begreppet multienhet. Vidare behover eleverna dven ha en helt
utvecklad begreppsuppfattning for subtraktion som innefattar kinnedom om det sirskiljande
attributet att subtraktion inte dr kommutativ. Att eleverna inte diskriminerade ordningen i
subtraktion visade sig vara ett mycket hogfrekvent fel. Studien har dven visat att val av
riaknemetod (skriftlig huvudrikning eller algoritm) tycks ha en betydande inverkan pa resultatet.

44



Referenser och referenslista

Andersson, P. & Picetti, M. (2006). Matte direkt. Borgen. Stockholm: Bonnier

Bentley, P-O (2007) Mathematics Teachers and Their Conceptual Models. In press

Fuson, K. C. (1992). Research on whole number addition and subtraction. Grouws, D. A. (Red.),

Handbook of Research on Mathematics Teaching and Learning. (ss. 243-275) Library of
Congress Catologing — in — Publication data.

Fuson, K. (1990). Cognition and Instruction - Conceptual Structures for Multiunit Numbers:
Implications for Learning and Teaching Multidigit Addition, Subtraction, and Place Value
Vol. 7, No. 4, ss. 343-403

Fuson, K. Wearne, D. Hiebert, J. Murray, H. Human, P. Olivier, A. Carpenter, T. Fennema, E.
(1997). Journal for Research in Mathematics Education. March 1997, Volume 28, Number 2. -
Children’s Conceptual Structures for Multidigit Numbers and Methods of Multidigit Addition

and Subtraction.

Kilborn, W. (2002). Didaktisk dmnesteori i matematik. Del 1: Grundlidggande aritmetik.
Stockholm: Liber. Upplaga 1:6

Lowing, M. & Kilborn, W. (2003). Huvudrdkning. En inkorsport till matematiken. Lund:
Studentlitteratur

Lowing, M. (2006). Matematikundervisningens dilemman. Hur ldrare kan hantera ldrandets
komplexitet. Lund: Studentlitteratur

Lowing, M. (2007). Diamantprojektets diagnoser. In Press.

Lowing, M. & Kilborn, W. (2002) Baskunskaper i matematik — for skola, hem och samhiille.
Lund: Studentlitteratur

Rockstrom, B. (2000). Skriftlig huvudrikning — metodbok. Stockholm: Bonnier Utbildning
Rockstrom, B. & Lantz, M. (1998) Matteboken 2A Stockholm: Bonnier Utbildning
Rockstrom, B. & Lantz, M. (1998) Matteboken 2B Stockholm: Bonnier Utbildning
Rockstrom, B. & Lantz, M. (1998) Matteboken 3A Stockholm: Bonnier Utbildning
Rockstrom, B. & Lantz, M. (1998) Matteboken 3B Stockholm: Bonnier Utbildning

Ronnberg, 1. & Ronnberg, L. (2001). Minoritetselever och matematikutbildning: en
litteraturoversikt. Stockholm: Statens skolverk

45



Stukat, S. (2005). Att skriva examensarbete inom utbildningsvetenskap. Lund: Studentlitteratur.

Skolverket. (2005). En sammanfattning av TIMSS 2003, Sdrtryck av rapport 255.
http://www.umu.se/edmeas/timss2003/publ/Sartryck_sammanfattning.pdf

Skolverket. (2007). Hur gar det for femteklassarna pa proven engelska, matematik och svenska?
Resultat fran insamling av dmnesproven i arskurs 5 2006
http://www.skolverket.se/content/1/c4/18/57/Hur%20g%ESr%20det%20f % Fb6r%20femteklassarn
a%20p%ES5%20proven.pdf

Skolverket. (2007) Prelimindira mal for skolar 3
http://www.skolverket.se/sb/d/1819

Skolverket. (2006) Kursplanen for Matematik
http://www3.skolverket.se/kiO3/front.aspx ?sprak=SV &ar=0607 &infotyp=23&skolform=11&id=
3873 &extrald=2087

Utbildningsdepartementet. Léroplan for det obligatoriska skolviisendet, forskoleklassen och
fritidshemmet, Lpo 94.

Vetenskapsradet, Forskningsetiska principer inom humanistisk- samhillsvetenskaplig forskning,
http://www.vr.se/download/18.668745410b37070528800029/HS[1].pdf

Oreberg, C. Brogren, Johansson, Paulsen, Torstensson, Vogel. (2000) Flex 6 - Mus. Malmo:
Gleerups

46



Bilaga 1

Gliteborgs Universitet
Madeleine Lowing

Diagnos AG4

B

2a

40+7=__
30+ __ =38
__+6=36

3a
27+1=__

5+42=__

T2+6=_

4
84+9=

T+65=__
63+8=__

60+8=__

70+__=74

__+40=49

2442=__
6+62=

8l+8=__

T5+8=__
6+78=__
58+6=

PUBITE g 4000 oo s o S £ S B A klags . onnie
la 1b ! 5
40+30=_ 20+70=__ 90-60= 80-30= "
50+__=90 60+_ =80 70-20= 60—-__ =40 |
_+30=80 _ +40=90 90-_ =50 70—__=30 0

68 -8=_
56— _=30 84-__ =80
_=9=70

ISIOASBUIUASDICE

57-5=__
38-57=__
65 —4=__

—  S54-6=_

91-89=__
81-3=__

28
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Bilaga 2

Gaoteborgs Universitet
Madeleine Liwing

Diagnos AS1 Namn.......ccoovveniiiinnnnee

Rikna i rutorna till héger.

BN

1
Lina képer en anteckningsbok for
48 kr och en penna for 24 kr.

Hur mycket far hon betala?

Svar:

oo

[mm}

2

Morfar r 63 ir och mamma ir 37 ar.
Hur mycket #ldre dr morfar én
mamma?

Svar:

3

Nicolas hoppar 528 cm i léngdhopp.
Hans lillasyster Stina hoppar 376 cm.
Hur mycket ldngre hoppar Nicolas 4n
Stina?

Svar;

1SJASBUIUAG®IC]

o }

4

Erik har 325 svenska frimirken och
247 utldndska friméren. Hur manga
friméirken har han sammanlagt?

Svar:

54

00 Mehdge) Ue
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Goteborgs Universitet
Madeleine Lowing

5
Marco képer ett par byxor for 346 kr

och en skjorta for 179 kr. Hur mycket
kostar det tillsammans?

Svar:

@I

oo

OTOAN

6

Malin sparar till en cykel som kostar
525 kr. Hon har nu 378 kr. Hur
mycket pengar fattas fr att hon skall
kunna képa cykeln?

Svar:

O

7

Ett band &r 304 cm langt. Du klipper
av 138 cm. Hur mycket dr det di
kvar av bandet?

LSv ar:

55

200z HLRRICE) UeISIeASBU

49



